íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 28^2_3 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

íÅÔÏÄ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_n) ⊂ k ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏ- ÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ A(t) = ∑ a_nt^n ∈ k[[t]] , ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Œ ŒÉÄÅ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ, . . . ) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁ A(t) É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÄÌÑ ÉÈ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ.

òÅËËÕÒÅÎÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ k-ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ | ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ y_n = a_1y_{n−1}+ · · · +a_ky_{n−k} , Œ ËÏÔÏÒÏÍ a_1; a_2; : : : ; a_k | ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÐÒÉÞ-ÅÍ a_k ≠ 0), Á (y_n) | ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ìÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ k ÞÉÓÅÌ c_0; c_1; : : : ; c_{k−1} ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (y_n) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ y_˚ = c_˚ ÐÒÉ ˚ = 0; : : : ; (k − 1).

M28^2_3 ⋄1. ðÏÌÏÖÉÍ Y (t) = ∑ ˚⩾0 y_˚ t^˚ ∈ C [[t]] , A(t) = 1 − a_1t − · · · − a_kt^{n−k} ∈ C [t] , B(t) = Y (t)A(t).

œÙÑÓÎÉÔÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ B(t) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ É ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÞÅÒÅÚ a_˚ É c_˚ . M28^2_3 ⋄2. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÎÁÊÄÉÔÅ Y (t) É ĂÆÏÒÍÕÌÕ n-ÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁĄ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ: Á) y_n = y_{n−1} + y_{n−2} Ó y_0 = 0, y_1 = 1; Â) y_n = 4 (y_{n−1} − y_{n−2}) Ó y_0 = 3, y_1 = 1.

M28^2_3 ⋄3^*. ðÕÓÔØ x^k − a_1x^{k−1} − · · · − a_{k−1}x − a_k = (x − ˘_1)^{m1} · · · (x − ˘_N )^{ms} , ÇÄÅ ŒÓÅ ˘_j ∈C ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ y_n =^N ∑ j=1 m_j∑ i=0 fl_{ij}f_{ij} (n), ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_{ij} (n)^{def}=

(_n i ) ˘^n_j , Á fl_{ij} ∈ C | ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ k ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

þÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ p(n) | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ n Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÎÅÕÐÏÒÑ- ÄÏÞÅÎÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, Ô. Å. ÞÉÓÌÏ ŒÓÅÈ n-ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ.

M28^2_3 ⋄4. œÙÞÉÓÌÉÔÅ p(n) ÄÌÑ n ⩽ 10.

M28^2_3 ⋄5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ Œ Q [[t]] ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ P (t)^{def}= ∏ k⩾1 (1 − t^k)^{−1} É ŒÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ P (t) ÞÅÒÅÚ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ.

M28^2_3 ⋄6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1=P (t) = ∏ k⩾1 (1 − t^k) = 1 + ∑ n⩾1 (^p_Þ(n) − ^p_Î(n)) · t^n, ÇÄÅ ^p_Þ(n) É ^p_Î(n) ÓÕÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ n-ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ, ËÏÔÏÒÙÈ ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÈ ÓÔÒÏË ÒÁÚÌÉÞÎÙ, Á ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ÞčÔÎÙÍ É, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÅÞčÔÎÏ.

M28^2_3 ⋄7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ^Y_n ŒÓÅÈ n-ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ, ÓÔÒÏËÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÕÀ ÄÌÉÎÕ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÒÃÏÍ ÔÁËÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ Åč ÐÒÁŒÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ËÌÅÔËÕ É ŒÓÅ ËÌÅÔËÉ, ÉÄÕÝÉÅ ÏÔ ÎÅč ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 45^∘ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ŒÌÅŒÏ ŒÎÉÚ. ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÚÁÄÁÔØ ÎÁ ^Y_n ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ, Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Õ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÄÌÉÎÅÅ | ÔÏÒÅÃ ÉÌÉ ÎÉÖÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ, ÌÉÂÏ ÏÔÒÅÚÁÅÔ Åč ÔÏÒÅÃ É ÐÒÉÒÉÓÏŒÙŒÅÔ ÅÇÏ ÎÏŒÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÏÊ, ÌÉÂÏ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÏÔÒÅÚÁÅÔ ÎÉÖÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ É ÐÒÉÒÉÓÏŒÙŒÅÔ Åč ÎÏŒÙÍ ÔÏÒÃÏÍ. œÙÑÓÎÉÔÅ, ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, É ÐÒÉ ËÁËÉÈ n ÏÎÏ ÕÓÔÒÁÉŒÁÅÔ Œ ^Y_n ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ ÉÚ ÞčÔÎÏÇÏ É ÉÚ ÎÅÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÔÒÏË (Á Ó ÎÅÀ | ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ^p_Þ(n) = ^p_Î(n)).

M28^2_3 ⋄8 (ÐÅÎÔÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ). 1=P (t) = 1 + ∑ k⩾1 (−1)^k ( t(^{3k2−k})^{=2} + t(^{3k2+k})^{=2} ) É p(n) = p(n − 1) + p(n − 2) − p(n − 5) − p(n − 7) + p(n − 12) + p(n − 15) − · · · (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

M28^2_3 ⋄9. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ P_m(t)^{def}= ∑ n⩾0 p_m(n) · t^n , ÇÄÅ p_m(n) | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ n-ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ÉÚ ⩽ m ÓÔÒÏË, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ t? œÙÒÁÚÉÔÅ p_m(n) ÞÅÒÅÚ p_{m−1}(n) É p_m(n−m).

M28^2_3 ⋄10 (ÇÁÕÓÓÏŒÙ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ). ðÕÓÔØ F_n(t) = (1 − t)(1 − t^2) · · · (1 − t^n).

ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ G^k_n(t)^{def}= F_n(t)= (F_k(t) · F_{n−k}(t)) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ? œÙÞÉÓÌÉÔÅ lim_{t→0} G^k_n(t). M28^2_3 ⋄11. œÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ ÇÁÕÓÓÏŒÙ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ P^k_m(t) = ∑ n⩾0 p^k_m(n) · t^n ÞÉÓÅÌ p^k_m(n) n-ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ŒÙÓÏÔÙ ⩽ m É ÛÉÒÉÎÙ ⩽ k .