Ńěłűĺ£ 4 Ńĺŋěľŋżě şřăćŋěŋĺ£ ĺ ňăšřĺűż

▷Śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, ĺţ ňăšřĺűż ĺ ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ▷Ŕřĺćěďěŋĺě ňăšřĺűż ŋăď ŕőńěň ł śšřőčőňş śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ▷Řěÿěŋĺě śĺśšěň ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋăď ŕőńěň ▷Ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋżţ ĺ ňăšřĺűż ŕěřěţőďă ▷Śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě ňăšřĺű ▷Ăłśĺőňż (ŋěłőňňşšăšĺćŋőčő) łőńĳűă ś ěďĺŋĺűěľ ▷İńěňěŋšăřŋżě ňăšřĺűż ▷Őšżśłăŋĺě őąřăšŋőľ ňăšřĺűż ▷Ŕřĺćěďěŋĺě ňăšřĺűż

ŋăď Zĺńĺ k[x] ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł

ĺ śšőńąűőć ▷Řěÿěŋĺě śĺśšěň ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋăď Zĺ k[x]

x1. Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£

Śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ | ¡šő őďŋă ĺğ őůěŋĳ ĺ őůěŋĳ ŋěňŋőčĺţ ğăďăů, ďőŕşśłă¿źĺţ ŕőńŋőě ĺ ĺśůěřŕżćă¿źěě řěÿěŋĺě, ĺ ŕřĺŋűĺŕ ńĺŋěăřĺğăűĺĺ, śőśšő£źĺľ ć šőň, ůšő ćś£łş¿ ćżůĺśńĺšěńĳŋş¿ ŕřőąńěňş, łăł ŕřăćĺńő, ňőęŋő śćěśšĺ ł ńĺŋěľŋżň şřăćŋěŋĺ£ň, £ćń£ěšś£ ĺğń¿ąńěŋŋżň ŕřĺ-ěňőň ć ăńčěąřě, čěőňěšřĺĺ ĺ ăŋăńĺğě. Ńĺŋěľŋżň şřăćŋěŋĺ£ň ŕőść£źěŋż űěńă£ őšřăśńĳ ăńčěąřż | ńĺŋěľŋă£ ăńčěąřă, ĺ űěńă£ őšřăśńĳ ăŋăńĺğă | ńĺŋěľŋżľ ťşŋłűĺőŋăńĳŋżľ ăŋăńĺğ.

Łăł ĺ ćś£łş¿ ğăďăůş, ńĺŋěľŋżě şřăćŋěŋĺ£ ňőęŋő řěÿăšĳ ŋă ďćşţ £ğżłăţ | čěőňěšřĺůěśłőň ĺ ăńčěąřăĺůěśłőň. Ŕěřćżľ śőŕőśšăćń£ěš ğăďăůě śĺśšěňş čěőňěšřĺůěśłĺţ őąřăğőć ĺ ĺśśńěďşěš ĺţ ćğăĺňőďěľśšćĺě, őŕĺřă£śĳ ŋă ĺŋšşĺűĺ¿ łăřšĺŋőł. Ćšőřőľ ććőďĺš şďőąŋş¿ ăńčěąřăĺůěśłş¿ śĺňćőńĺłş ĺ ăŕŕěńĺřşěš ł ĺŋšşĺűĺĺ ťőřňşń. Čěőňěšřĺ£ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ | ¡šő čěőňěšřĺ£ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, ĺńĺ ňőďşńěľ. Ăńčěąřă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ - ¡šő ăńčěąřă ňăšřĺű. Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż őąśşďĺň ťőřňăńĳŋő-ăńčěąřăĺůěśłş¿ śšőřőŋş ďěńă, ă ďćě śńěďş¿źĺě ąşďşš ŕőść£źěŋż čěőňěšřĺůěśłĺň ăśŕěłšăň.

1.1. Şřăćŋěŋĺ£. Ŕşśšĳ šřěąşěšś£ řěÿĺšĳ śĺśšěňş ĺğ m ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ś n ŋěĺğćěśšŋżňĺ:

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + · · · + a_{1n}x_n = b_1 a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + · · · + a_{2n}x_n = b_2 · · · a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + · · · + a_{mn}x_n = b_m .

İšő őğŋăůăěš, ůšő ŋěłőšőřőň łőňňşšăšĺćŋőň łőńĳűě R ś ěďĺŋĺűěľ ğăďăŋż mn ůĺśěń {a_{ij}}, ŋăğżćăěňżţ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ śĺśšěňż, ĺ m ůĺśěń {b_i}, ŋăğżćăěňżţ ŕřăćżňĺ ůăśš£ňĺ śĺśšěňż. Řěÿĺšĳ śĺśšěňş ć ŋěłőšőřőň ąőńĳÿěň łőńĳűě R_1 ⊃ R, śőďěřęăźěň R ć łăůěśšćě ŕőďłőńĳűă, | ¡šő ğŋăůĺš őŕĺśăšĳ ćśě ćőğňőęŋżě şŕőř£ďőůěŋŋżě ŋăąőřż (c_1, c_2, . . . , c_n) ∈ R_1 ×R_1×· · ·×R_1, 49 łőšőřżě ŕřĺ ŕőďśšăŋőćłě x_i = c_i , (i = 1, 2, · · · , n) ŕřěćřăźă¿š ćśě şřăćŋěŋĺ£ śĺśšěňż ć řăćěŋśšćă, śŕřăćěďńĺćżě ć łőńĳűě R_1. Łăęďżľ šăłőľ ŋăąőř (c_1, c_2, . . . , c_n) ŋăğżćăěšś£ řěÿěŋĺěň śĺśšěňż ć łőńĳűě R_1 ⊃ R.

Ňż ŋě ąşďěň ć ¡šĺţ ńěłűĺ£ţ ĺğşůăšĳ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ ć šăłőľ ąőńĳÿőľ őąźŋőśšĺ, ă őčřăŋĺůĺňś£ śńşůă£ňĺ, łőčďă R = R_1 ąşďěš (ŕřőĺğćőńĳŋżň) ŕőńěň k, łőńĳűőň űěńżţ ůĺśěń Z ĺńĺ łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć k[x].

1.2. Ňăšřĺűż. Šăąńĺűă łő¡ťťĺűĺěŋšőć ĺğ ńěćżţ ůăśšěľ ŕřěďżďşźĺţ şřăćŋěŋĺľ

a_{11} a_{12} · · · a_{1n} a_{21} a_{22} · · · a_{2n} · · · · · · · · · · · · a_{m1} a_{m2} · · · a_{mn} ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ śĺśšěňż, ă šă ęě šăąńĺűă, ďőŕőńŋěŋŋă£ śŕřăćă őšďěńĳŋőľ łőńőŋłőľ ŕřăćżţ ůăśšěľ: a_{11} a_{12} · · · a_{1n} b_1 a_{21} a_{22} · · · a_{2n} b_2 · · · · · · · · · · · · · · · a_{m1} a_{m2} · · · a_{mn} b_m ŋăğżćăěšś£ řăśÿĺřěŋŋőľ ňăšřĺűěľ śĺśšěňż. Őŋă śőďěřęĺš ćś¿ ŋěőąţőďĺňş¿ ďń£ řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż ĺŋťőřňăűĺ¿, ěśńĺ řăğ ĺ ŋăćśěčďă şśńőćĺšĳś£ ŕĺśăšĳ ćśě şřăćŋěŋĺ£ šăł, ůšőąż ŋěĺğćěśšŋżě ÿńĺ ć ťĺłśĺřőćăŋŋőň ŕőř£ďłě x_1, x_2, . . . , x_n .

Ćś¿ďş ďăńěě, řěÿă£ śĺśšěňż, ňż ąşďěň řăąőšăšĳ ĺśłń¿ůĺšěńĳŋő šőńĳłő ś ĺţ ňăšřĺűăňĺ. Ćőőąźě ęě ŕőď m × n-ňăšřĺűěľ ŋăď łőńĳűőň R ňż ćśěčďă ąşďěň ŕőŋĺňăšĳ ŕř£ňőşčőńĳŋş¿ šăąńĺűş ĺğ m śšřőł ďńĺŋż n, ğăŕőńŋěŋŋş¿ ůĺśńăňĺ ĺğ R. Ŕřĺ ¡šőň m ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ćżśőšőľ, ă n | ÿĺřĺŋőľ ňăšřĺűż.

Ňăšřĺűż ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ąőńĳÿĺňĺ ńăšĺŋśłĺňĺ ąşłćăňĺ A, B, ĺ š.ď. İńěňěŋš ňăšřĺűż A, śšő£źĺľ ć ŕěřěśěůěŋĺĺ i-šőľ śšřőůłĺ ĺ j-šőčő śšőńąűă, ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ a_{ij}. Ĺŋőčďă ďń£ őąőğŋăůěŋĺ£ ňăšřĺűż ňż ąşďěň ŕĺśăšĳ (a_{ij}) ćňěśšő A.

x2. Ňěšőď Čăşśśă ŋăď ŕőńěň

2.1. İńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ şřăćŋěŋĺľ. Śńěďş£ ÿłőńĳŋőľ šřăďĺűĺĺ, ąşďěň ŋăğżćăšĳ ďćě śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ řăćŋőńśĺńĳŋżňĺ, ěśńĺ ĺţ ňŋőęěśšćă řěÿěŋĺľ śőćŕăďă¿š. Őďĺŋ ĺğ śŕőśőąőć řěÿěŋĺ£ śĺśšěň śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ğăňěŋ£šĳ ĺţ ŋă ąőńěě ŕřőśšżě řăćŋőśĺńĳŋżě śĺśšěňż. Őśőąěŋŋő şďőąŋż šřĺ ŕřőśšěľÿĺţ ğăňěŋż ŕőďőąŋőčő řőďă, ŋăğżćăěňżţ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ (¡ŕ):

(¡ŕ-1) İńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕěřćőčő šĺŕă: ŕěřěňěŋă łăłĺţ-ńĺąő ďćşţ şřăćŋěŋĺľ ňěśšăňĺ.

(¡ŕ-2) İńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ćšőřőčő šĺŕă: ćňěśšő őďŋőčő ĺğ şřăćŋěŋĺľ śĺśšěňż ŋăŕĺśăšĳ ěčő śşňňş ś şřăćŋěŋĺěň, ŕőńşůěŋŋżň ć řěğşńĳšăšě şňŋőęěŋĺ£ őąěĺţ ůăśšěľ ń¿ąőčő ďřşčőčő şřăćŋěŋĺ£ śĺśšěňż ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőě ůĺśńő. (Ŕőďůěřłŋ-ěň, ůšő ĺğňěŋ£- ěšś£ řőćŋő őďŋő şřăćŋěŋĺě | šő, ł łőšőřőňş ŕřĺąăćń£¿š. Ćśŕőňőčăšěńĳŋőě şřăćŋěŋĺě, łřăšŋőśšĳ łőšőřőčő ŕřĺąăćń£ěšś£ ł ĺğňěŋ£ěňőňş şřăćŋěŋĺ¿, ďőńęŋő ążšĳ ŕěřěŕĺśăŋő ć ŕřěőąřăğőćăŋŋş¿ śĺśšěňş ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ.)

§2: Ňěšőď Čăşśśă ŋăď ŕőńěň 51

(¡ŕ-3) İńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ šřěšĳěčő šĺŕă: şňŋőęĺšĳ őąě ůăśšĺ łăłőčő-ńĺąő şřăćŋěŋĺ£ ŋă ůĺśńő, ŋě £ćń£¿źěňś£ ďěńĺšěńěň ŋşń£.

2.1.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. İńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňěŋ£¿š śĺśšěňş ŋă řăćŋőśĺńĳŋş¿. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň, ł ŕřĺňěřş, śńşůăľ (¡ŕ-2). Ŕşśšĳ śĺśšěňă S_2 ŕőńşůăěšś£ ĺğ śĺśšěňż S_1 ğăňěŋőľ şřăćŋěĺ£ a∈S_1 ŋă şřăćŋěŋĺě c = a + λb, čďě b∈S_1, b ≠ a.

§śŋő, ůšő ćś£łőě řěÿěŋĺě S_1 őśšăŋěšś£ ĺ řěÿěŋĺěň S_2, ĺąő őŋő őąřăźăěš ĺ a ĺ b ć ćěřŋżě řăćěŋśšćă.

Ğăňěšĺň šěŕěřĳ, ůšő śĺśšěňă S_1 šăłęě ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋă ĺğ śĺśšěňż S_2 ŕřĺ ŕőňőźĺ (¡ŕ-2), ă ĺňěŋŋő, ł şřăćŋěŋĺ¿ c ∈ S_2 ŋăďő ŕřĺąăćĺšĳ şřăćŋěŋĺě b ∈ S_2, şňŋőęěŋŋőě ŋă (−λ). Ŋő šőčďă ćś£łőě řěÿěŋĺě S_2 £ćń£ěšś£ řěÿěŋĺěň ĺ ďń£ S_1.

Ğăďăůă4.1. Şąěďĺšěśĳ, ůšő (¡ŕ-1) ĺ (¡ŕ-3) šăłęě £ćń£ěšś£ řăćŋőśĺńĳŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň.

Ğăďăůă4.2. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř şřăćŋěŋĺ£ ŋăď łőńĳűőň ćżůěšőć Z/nZ, ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ łőšőřőčő ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ŋă ŋěŋşńěćőľ ćżůěš.

2.2. İńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺű. Ŕřĺ řăśśňőšřěŋŋżţ ćżÿě ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ śĺśšěň ĺţ ňăšřĺűż šăłęě ŕőďćěřčă¿šś£ ¡ńěňěŋšăřŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň:

(1-ľ šĺŕ) ŕěřěňěŋă ďćşţ śšřőł ňěśšăňĺ;

(2-ľ šĺŕ) ğăňěŋă śšřőłĺ ŋă ěě ŕő¡ńěňěŋšŋş¿ śşňňş ś łăłőľ-ńĺąő ďřşčőľ śšřőłőľ, şňŋőęěŋŋőľ (ŕő¡ńěňěŋšŋő) ŋă ń¿ąőě ůĺśńő (ŕřĺ ¡šőň śăňă ¡šă ćšőřă£ śšřőłă őśšăěšś£ ć ňăšřĺűě śĺśšěňż ąěğ ĺğňěŋěŋĺ£);

(3-ľ šĺŕ) ŕő¡ńěňěŋšŋőě şňŋőęěŋĺě łăłőľ-ńĺąő śšřőłĺ ŋă ůĺśńő, ŋě £ćń£¿źěěś£ ďěńĺšěńěň ŋşń£.

2.3. Šěőřěňă. Ŋăď ń¿ążň ŕőńěň k ń¿ąă£ m×n-ňăšřĺűă ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ňőęěš ążšĳ ŕřĺćěďěŋă ł šăł ŋăğżćăěňőňş śšřőčőňş śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş, łőšőřżľ ţăřăłšěřĺğşěšś£ šěň, ůšő ć łăęďőľ śšřőłě śăňżľ ńěćżľ ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš:

(1) řăćěŋ 1;

(2) řăśŕőńăčăěšś£ śšřőčő ŕřăćěě, ůěň ć ŕřěďżďşźěľ śšřőłě; (3) £ćń£ěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋżň ŋěŋşńěćżň ¡ńěňěŋšőň śćőěčő śšőńąűă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőűěśś ŕřĺćěďěŋĺ£ ąşďěš śőśšő£šĳ ĺğ n ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ÿăčőć (ŕő łőńĺůěśšćş śšőńąűőć).

Ŕěřěď ćżŕőńŋěŋĺěň k-őčő ÿăčă ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő šă ůăśšĳ ňăšřĺűż, łőšőřă£ řăśŕőńőęěŋă śńěćă őš k-őčő śšőńąűă şęě ĺňěěš ŋşęŋżľ ćĺď (ć ůăśšŋőśšĺ, ňőęěš ążšĳ ŕşśšőľ ĺńĺ šőęďěśšćěŋŋő ŋşńěćőľ). Ŕşśšĳ ć ŋěľ ĺňěěšś£ s ŋěŋşńěćżţ śšřőł. Őšňěšĺň, ůšő 0 ≤ s ≤ k −1.

Śăň k-żľ ÿăč śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň.

Ŕřěęďě ćśěčő ć k-őň śšőńąűě ć ŕőğĺűĺ£ţ śšřőčő ŋĺęě s-šőľ ćżąĺřăěšś£ ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš (ěśńĺ ěčő ŋěš, šő ůăśšĳ ňăšřĺűż, řăśŕőńőęěŋŋă£ śńěćă őš (k + 1)-čő śšőńąűă ĺňěěš ŋşęŋżľ ćĺď ĺ ňőęŋő śřăğş ŕěřěţőďĺšĳ ł (k + 1)-ňş ÿăčş).

Ŕőśńě šőčő, łăł ¡šőš ¡ńěňěŋš ćżąřăŋ, śšřőłă, ć łőšőřőľ őŋ śšőĺš, ňěŋ£ěšś£ ňěśšăňĺ ś (s + 1)-őľ śšřőłőľ, ă ğăšěň şňŋőęăěšś£ ŋă ¡ńěňěŋš, őąřăšŋżľ ćżąřăŋŋőňş. Ć řěğşńĳšăšě ńěćżě k − 1 śšőńąűőć ňăšřĺűż ŋě ĺğňěŋ£¿šś£, ă (s + 1)-ă£ śšřőłă ŕřĺőąřěšăěš ćĺď

0 0 . . . 0 0 k�1 1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗ n�k .

Ć ğăłń¿ůěŋĺě ł łăęďőľ śšřőłě, ĺň¿źěľ ć k-šőň śšőńąűě őšńĺůŋżľ őš ŋşń£ ¡ńěňěŋš (łřőňě, řăğşňěěšś£, śăňőľ (s + 1)-őľ śšřőłĺ) ŕřĺąăćń£ěšś£ ŕőďţőď£źă£ łřăšŋőśšĳ (s + 1)-őľ śšřőłĺ šăł, ůšőąż ¡šőš ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš ğăŋşńĺńś£. İšő őŕ£šĳ ŋě ŕőřšĺš ńěćőľ ůăśšĺ ňăšřĺűż ĺ ğăŋşń£ěš ćěśĳ k-żľ śšőńąěű ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň ěďĺŋĺűż ć (s + 1)-őľ śšřőłě. Ć řěğşńĳšăšě ňż ŕőŕăďăěň ć ĺśţőďŋőě ŕőńőęěŋĺě ďń£ (k + 1)-őčő ÿăčă. 2 2.4. Řěÿěŋĺě śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋăď ŕőńěň ňěšőďőň Čăşśśă. śőśšőĺš ć šőň, ůšő ĺśţőďŋă£ śĺśšěňă őŕĺśăŋŋżň ćżÿě ŕşšěň ŕřěőąřăğşěšś£ ć řăćŋőśĺńĳŋş¿ śĺśšěňş, řăśÿĺřěŋŋă£ ňăšřĺűă łőšőřőľ ĺňěěš śšřőčő śšşŕěŋůăšżľ ćĺď. Ŕěřěŋşňěřőćăć, ěśńĺ ŋăďő, ŕěřěňěŋŋżě (š.ě. ŕěřěśšăćĺć śšőńąűż ňăšřĺűż), ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő ĺšőčőćă£ řăśÿĺřěŋŋă£ ňăšřĺűă ĺňěěš ćĺď:

1 * · · · * b_1 1 0 * · · · * b_2

0 ... . . . . . . . . 1 * · · · * b_r 0 0 · · · 0 0 · · · 0 b_{r+1} 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · Šăłă£ śĺśšěňă ńěčłő řěÿăěšś£. Ŋăğőć-ěň ŕěřćżě r ŋěĺğćěśšŋżţ x_1, x_2, . . . , x_r ść£ğăŋŋżňĺ, ă őśšăńĳŋżě ŋěĺğćěśšŋżě x_{r+1}, . . . , x_n ąşďěň ŋăğćăšĳ śćőąőďŋżňĺ. Ĺňě¿šś£, őůěćĺďŋő, ďćě łăůěśšćěŋŋő řăğŋżţ ćőğňőęŋőśšĺ ďń£ ŕőśńěďŋěčő śšőńąűă.

Ŕěřćă£: b_{r+1} = 1 , b_1 = b_2 = · · · = b_r = 0 (š.ě. řăśÿĺřěŋŋă£ ňăšřĺűă ĺňěěš řőćŋő ŋă őďŋş ŋěŋşńěćş¿ śšřőłş ąőńĳÿě, ůěň ňăšřĺűă łő¡ťťĺűĺěŋšőć). İšő ĺňěěš ňěśšő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śĺśšěňă ŋěśőćňěśšŋă.

Ćšőřă£: b_{r+1} = 0, ă őśšăńĳŋżě ŕřăćżě ůăśšĺ b_1, b_2, . . . , b_r { ŕřőĺğćőńĳŋż. Ğďěśĳ ń¿ąőľ ŋăąőř ĺğ (n−r) ğŋăůěŋĺľ śćőąőďŋżţ ŋěĺğćěśšŋżţ őďŋőğŋăůŋő ďőŕőńŋ£ěšś£ ďő řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż, ć łőšőřőň ğŋăůěŋĺ£ ść£ğăŋŋżţ ŋěĺğćěśšŋżţ ćżůĺśń£¿šś£ ŕő ťőřňşńăň

x_s = b_s − n∑ ν=r+1 m_{sν} x_ν , s = 1, 2, . . . , r , čďě m_{sν} { ¡šő ¡ńěňěŋš ĺğ s-šőľ śšřőłĺ ĺ ν-šőčő śšőńąűă ŋăŕĺśăŋŋőľ ćżÿě ňăšřĺűż. Šăłĺň őąřăğőň, ć ¡šőň śńşůăě ćśě řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő ńĺŋěľŋő ŕăřăňěšřĺğşěšś£ n − r \ŕřőĺğćőńĳŋżňĺ ŕőśšő£ŋŋżňĺ". Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřĺ n = r řěÿěŋĺě śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋő.

Ğăďăůă4.3. Ďőłăęĺšě, ůšő ďćě śĺśšěňż řăćŋőśĺńĳŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ĺţ řăśÿĺřěŋŋżě ňăšřĺűż ŕřĺćőď£šś£ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ł őďŋőľ ĺ šőľ ęě śšřőčő śšşŕěŋůăšőľ ňăšřĺűě.

Şłăğăŋĺě. Ŕřőćěřĳšě, ůšő řăğŋżě śšřőčő śšşŕěŋůăšżě ňăšřĺűż ğăďă¿š śĺśšěňż ś řăğŋżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ řěÿěŋĺľ.

2.4.1. Ŕřĺňěř: őďŋőřőďŋżě śĺśšěňż. Śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋăğżćăěšś£ őď-

ŋőřőďŋőľ, ěśńĺ ćśě ě-ě ŕřăćżě ůăśšĺ řăćŋż ŋşń¿. Őďŋőřőďŋă£ śĺśšěňă, őůěćĺďŋő, őśšă-ěšś£ šăłőćőľ ĺ ŕőśńě ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, ĺ ŕő¡šőňş őšŋőśĺšś£ łő ćšőřőňş ĺğ řăśśňőšřěŋŋżţ ćżÿě šĺŕőć. Ć ůăśšŋőśšĺ, őďŋőřőďŋă£ śĺšěňă ćśěčďă ĺňěěš šřĺćĺăńĳŋőě ŋşńěćőě řěÿěŋĺě. Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ ŕřěďżďşźěčő ăŋăńĺğă ćżšěłă¿š

2.4.2. Śńěďśšćĺě. Őďŋőřőďŋă£ śĺśšěňă m ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ őš n > m ŋěĺğćěśšŋżţ ćśěčďă ĺňěěš ŋěŋşńěćőě řěÿěŋĺě.

2.4.3. Śńěďśšćĺě. (Ăńĳšěřŋăšĺćă Ťřěďčőńĳňă.) Śĺśšěňă, ć łőšőřőľ ůĺśńő şřăćŋěŋĺľ řăćŋő ůĺśńş ŋěĺğćěśšŋżţ, ńĺąő ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě ŕřĺ ń¿ążţ ŕřăćżţ ůăśš£ţ, ńĺąő ĺňěěš ŋěŋşńěćőě řěÿěŋĺě ŕřĺ ŋşńěćżţ ŕřăćżţ ůăśš£ţ.

x3. Ăńčěąřă ňăšřĺű

Ăńčěąřăĺůěśłĺľ ňăšřĺůŋżľ ťőřňăńĺğň śńşęĺš ďń£ šőčő,ůšőąż ğăŕĺśżćăšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śĺśšěň ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ łőřőšłĺňĺ ăńčěąřăĺůěśłĺňĺ ťőřňşńăňĺ. Ć őśŋőćě ěčő ńěęăš ďćě őŕěřăűĺĺ ŋăď ňăšřĺűăňĺ - śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě.

3.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Śşňňă A + B ďćşţ ňăšřĺű A ĺ B őŕřěďěńěŋă ďń£ ń¿ążţ ďćşţ ňăšřĺű őďĺŋăłőćőčő řăğňěřă ĺ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ňăšřĺűş šőčő ęě řăğňěřă, ¡ńěňěŋšż łőšőřőľ śşšĳ śşňňż śőőšćěšśšćş¿źĺţ ¡ńěňěŋšőć ş A ĺ B.

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ěśńĺ A = (a_{ij}), B = (b_{ij}), šő C = A + B ĺňěěš c_{ij} = a_{ij} + b_{ij}.

Ğăďăůă4.4. Ďőłăęĺšě, ůšő śńőęěŋĺě ňăšřĺű (ś ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ ŋěłőšőřőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő łőńĳűă) łőňňşšăšĺćŋő, ăśśőűĺăšĺćŋő, őąńăďăěš ŋşńěň, ă šăłęě ůšő ş łăęďőľ ňăšřĺűż ĺňěěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋă£ ŕřőšĺćőŕőńőęŋă£.

3.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕřőĺğćěďěŋĺě AB őŕřěďěńěŋő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă čőřĺğőŋšăńĳŋżľ řăğňěř ňăšřĺűż A řăćěŋ ćěřšĺłăńĳŋőňş řăğňěřş ňăšřĺűż B. Řěğşńĳšăšőň ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňăšřĺűż A = (a_{ij}) řăğňěřă m × n ĺ ňăšřĺűż B = (b_{ij}) řăğňěřă n × k £ćń£ěšś£ ňăšřĺűă C = AB = (c_{ij}) řăğňěřă m × k, ¡ńěňěŋšż c_{ij} łőšőřőľ ŋăţőď£šś£ ŕő ŕřăćĺńş: c_{ij} = n∑ ν=1 a_{iν}b_{νj} .

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ňăšřĺűă-ŕřőĺğćěďěŋĺě ĺňěěš śšőńĳłő ęě śšřőł, śłőńĳłő ŕěřćżľ śőňŋőęĺšěńĳ ĺ śšőńĳłő ęě śšőńąűőć, śłőńĳłő ćšőřőľ śőňŋőęĺšěńĳ, ă ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ¡ńěňěŋšă, śšő£źěčő ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ i-őľ śšřőłĺ ĺ j-őčő śšőńąűă ŋăďő ćğ£šĳ i-ş¿ śšřőłş ŕěřćőčő śőňŋőęĺšěń£ ĺ j-żľ śšőńąěű ćšőřőčő ĺ \śłăń£řŋő ŕěřěňŋőęĺšĳ" ĺţ (š.ě. şňŋőęĺšĳ ŕěřćżľ ¡ńěňěŋš ŋă ŕěřćżľ, ćšőřőľ ŋă ćšőřőľ, ĺ š. ď., ă ğăšěň śńőęĺšĳ ŕőńşůěŋŋżě n ŕřőĺğćěďěŋĺľ).

3.2.1. Ğăňěůăŋĺě. Őŕřěďěńěŋĺě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěśĺňňěšřĺůŋő, ĺ ěśńĺ AB őŕřěďěńěŋő, šő BA ňőęěš ążšĳ ĺ ŋě őŕřěďěńěŋő: AB ĺ BA őŕřěďěńěŋż őďŋőćřěňěŋŋő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŕřĺ řăğňěřě ňăšřĺűż A řăćŋőň m × n ňăšřĺűă B ĺňěěš \šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋżľ" řăğňěř n × m.

Ąőńěě šőčő, ďăęě ěśńĺ A ĺ B | ¡šő łćăďřăšŋżě ňăšřĺűż őďĺŋăłőćőčő řăğňěřă, ŕřőĺğćěŋďěŋĺ£ AB ĺ BA, łăł ŕřăćĺńő, ŋě řăćŋż! Ŋăŕřĺňěř: ( 1 2 0 3 ) · ( 3 0 4 5 ) = ( 7 10 12 15 )

( 3 0 4 5 ) · ( 1 2 0 3 ) = ( 3 6 4 23 )

54 Ńěłűĺ£ 4: Ńĺŋěľŋżě şřăćŋěŋĺ£ ĺ ňăšřĺűż

3.2.2. Ŕřĺňěř. Řăśśňőšřĺň ńěćş¿ ůăśšĳ śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ łăł ňăšřĺűşśšőńąěű řăğňěřă m × 1:

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + · · · + a_{1n}x_n a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + · · · + a_{2n}x_n · · · a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + · · · + a_{mn}x_n .

Šőčďă ňż ňőęěň ğăŕĺśăšĳ ě-ě łăł ŕřőĺğćěďěŋĺě

a_{11} a_{12} · · · a_{1n} a_{21} a_{22} · · · a_{2n} · · · · · · · · · · · · a_{m1} a_{m2} · · · a_{mn} · x_1 x_2 . . x_n ňăšřĺűż śĺśšěňż (ě-ě řăğňěř m × n) ĺ ňăšřĺűż-śšőńąűă ćżśőšż n, śőśšăćńěŋŋőčő ĺğ ŋěĺğćěśšŋżţ. Šăłĺň őąřăğőň, śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + · · · + a_{1n}x_n = b_1 a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + · · · + a_{2n}x_n = b_2 · · · a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + · · · + a_{mn}x_n = b_m .

ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋă ć ćĺďě őďŋőčő ńĺŋěľŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ŋă ňăšřĺűż Ax = b , čďě A = (a_{ij}) ĺ b = (b_j) | ğăďăŋŋżě ňăšřĺűż, ă x = (x_i) | ŋěĺğćěśšŋă£ ňăšřĺűă, ŕőďńěęăźă£ őŕřěďěńěŋĺ¿. Ćőğŋĺłăěš ěśšěśšćěŋŋőě ęěńăŋĺě: ůšőąż ŋăľšĺ x ŋăďő \řăğďěńĺšĳ" őąě ůăśšĺ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ ŋă ňăšřĺűş A. Ŋĺęě ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż őąž£śŋĺň, ůšő ¡šő őğŋăůăěš.

3.2.3. Ŕřĺňěř: ńĺŋěľŋżě ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋżţ. Ŕőňĺňő řăśśňőšřěŋŋőčő ćżÿě śŕőśőąă şŕřőźěŋĺ£ śĺśšěň ŕşš-ěň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ şřăćŋěŋĺľ, ĺğ ÿłőńż ţőřőÿő ĺğćěśšěŋ ĺ ďřşčőľ śŕőśőą | ğăňěŋă ŕěřěňěŋŋżţ. Őŋ ğăłń¿ůăěšś£ ć ŕěřěţőďě őš ŕěřěňěŋŋżţ (x_i) ł ŋőćżň ŕěřěňěŋŋżň (y_ν) (ćőğňőęŋő, ć ďřşčőň łőńĺůěśšćě). ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕőďśšăŋőćłĺ

x_i = φ_i(y_1, y_2, . . . , y_k) ,

čďě śŕřăćă śšő£š łăłĺě-šő £ćŋżě ćżřăęěŋĺ£ x_i ůěřěğ (y_1, y_2, . . . , y_k). Ĺśłşśŋő ŕőďőąřăć ¡šĺ ćżřăęěŋĺ£, ňőęŋő ŋăďě£šĳś£ ŕőńşůĺšĳ ŋă (y_ν ) ąőńěě ŕřőśšżě şřăćŋěŋĺ£, ůěň ŋă (x_i), řěÿĺšĳ ĺţ, ă ğăšěň ćěřŋşšĳś£ ł ĺśţőďŋżň ŕěřěňěŋŋżň.

Ŕřőśšěľÿĺě ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋżţ | ńĺŋěľŋżě. Őŋĺ ğăłń¿ůă¿šś£ ć ŕőďśšăŋőćłě:

x_i = c_{i1}y_1 + c_{i1}y_2 + · · · + c_{ik}y_k = k∑ ν=1 c_{iν}y_ν , čďě i = 1, 2, . . . , n. Ŕřĺ ŕőňőźĺ şňŋőęěŋĺ£ ňăšřĺű ¡šő łőřőšłő ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě

x_1 x_2 . . x_n = C · y_1 y_2 . . y_k , čďě C = (c_{ij}) | ňăšřĺűă řăğňěřă n×k, ŋăğżćăěĺă£ ňăšřĺűěľ ŕěřěţőďă őš x ł y ĺ őąőğŋăůăěňă£ (łăł ŕřăćĺńő) ůěřěğ C_{yx}.

Ňőęŋő śłăğăšĳ,ůšő ďăŋŋőě ćżÿě őŕřěďěńěŋĺě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňăšřĺű ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ śŕěűĺăńĳŋő ŕőďčőŋ£ńőśĳ ł šőňş, ůšőąż ążńő ćżŕőńŋěŋő śćőľśšćő:

3.2.4. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćżŕőńŋ£¿šś£ ďćě ńĺŋěľŋżţ ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋżţ: y_1 y_2 . . y_m = C_{yx} x_1 x_2 . . x_n ĺ z_1 z_2 . . z_k = C_{zy} y_1 y_2 . . y_m ,

čďě C_{yx} ĺ C_{zy} | ňăšřĺűż řăğňěřőć m × n ĺ k × m śőőšćěšśšćěŋŋő. Šőčďă

z_1 z_2 . . z_k = C_{zx} x_1 x_2 . . x_n , čďě C_{zx} = C_{zy} · C_{yz} .

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ňăšřĺűă ŕěřěţőďă ďń£ łőňŕőğĺűĺĺ ďćşţ ńĺŋěľŋżţ ğăňěŋ ŕěřěňěŋŋżţ řăćŋă ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ňăšřĺű ŕěřěţőďă ¡šĺţ ğăňěŋ (ć šőň ęě ŕőř£ďłě). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ C_{zy} = A = (a_{ij}) ĺ C_{zy} = B = (b_{ij}). Šőčďă

z_i = m∑ ν=1 a_{iν} y_ν = m∑ ν=1 a_{iν} n∑ j=1 b_{νj}x_j . Čřşŕŕĺřş£ ćňěśšě śńăčăěňżě ś őďĺŋăłőćżňĺ j ĺ ćżŋőś£ x_j ğă śłőąłş, ŕőńşůĺň:

z_i = n∑ j=1 c_{ij}x_j , čďě c_{ij} = m∑ ν=1 a_{iν}b_{νj} , ůšő ĺ őğŋăůăěš, ůšő C_{zx} = (c_{ij}) = A · B = C_{zy} C_{yz}.

3.3. Śćőľśšćă ďěľśšćĺľ ŋăď ňăšřĺűăňĺ. Ďń£ šőčő, ůšőąż ććěďěŋŋżě ŋăňĺ őŕěřăűĺĺ ŋăď ňăšřĺűăňĺ ŕřěćřăšĺńĺśĳ ĺğ şďőąŋżţ őąőğŋăůěŋĺľ ć ¡ťťěłšĺćŋőě ćżůĺśńĺšěńĳŋőě śřěďśšćő, ŋěőąţőďĺňő ćż£śŋĺšĳ, łăł őŋĺ ćğăĺňőďěľśšćş¿š ňěęďş śőąőľ, š.ě. őŕĺśăšĳ \ğăłőŋż śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£".

3.3.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Şňŋőęěŋĺě ňăšřĺű ăśśőűĺăšĺćŋő, š.ě. ćś£łĺľ řăğ, łăł őŕřěďěńěŋă őďŋă ĺğ ňăšřĺű (AB)C ĺńĺ A(BC), ćňěśšě ś ŋěľ őŕřěďěńěŋă ĺ ďřşčă£, ŕřĺůěň (AB)C = A(BC). Ďőłăğăšěńĳśšćő. İšő ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŕřěďńőęěŋĺ£ (ĺąő ğăňěŋă ŕěřěňěŋŋżţ, őůěćĺďŋő, ăśśőűĺăšĺćŋă). Ďń£ šěţ, łšő ŋě şďőćńěšćőř-ěŋ šăłĺň ğăňěůăŋĺěň, ŕřĺćěď-ěň šăłęě ĺ ťőřňăńĳŋş¿ ćżłńăďłş.

Ŕşśšĳ A = (a_{ij}), B = (b_{ij}), C = (c_{ij}) ĺňě¿š řăğňěřż, śőőšćěšśšćěŋŋő, m × n, n × k, k × s. Šőčďă (i, j)-šżľ ¡ńěňěŋš ňăšřĺűż F = (AB)C ćżůĺśń£ěšś£ ŕő ťőřňşńě f_{ij} = k∑ ν=1 ( n∑ μ=1 a_{iν} b_{νμ} ) c_{μj} = k∑ ν=1 n∑ μ=1 a_{iν}b_{νμ}c_{μj} .

56 Ńěłűĺ£ 4: Ńĺŋěľŋżě şřăćŋěŋĺ£ ĺ ňăšřĺűż

Čřşŕŕĺřş£ ćňěśšě śńăčăěňżě ś őďĺŋăłőćżňĺ a_{iν}, ŕőńşůăěň: f_{ij} = k∑ ν=1 a_{iν} ( n∑ μ=1 b_{νμ}c_{μj} ) =^{k∑}_{ν=1} a_{iν}g_{νj} . Ğďěśĳ g_{νj} =^{n∑}_{μ=1} b_{νμ}c_{μj} £ćń£ěšś£ (ν, j)-ň ¡ńěňěŋšőň ňăšřĺűż BC, ă ğŋăůĺš, (f_{ij} ) śőćŕăďăěš ś (ij)-šżň ¡ńěňěŋšőň ňăšřĺűż A(BC).

2_{3.3.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. Śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě ďĺśšřĺąşšĺćŋż ďřşč őšŋőśĺšěńĳŋő ďřşčă.}

Šőůŋěě, ěśńĺ őŕřěďěńěŋă őďŋă ĺğ ůăśšěľ ć řăćěŋśšćăţ: A(B + C) = AB + AC (ńěćă£ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ) (A + B)C = AC + BC (ŕřăćă£ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ) šő őŕřěďěńěŋă ĺ ďřşčă£, ă śăňĺ řăćěŋśšćă ćěřŋż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ůšőąż A(B + C) (ĺńĺ AB + AC) ĺňěńő śňżśń, řăğňěřż A, B, C ďőńęŋż ĺňěšĳ ćĺď: m × n, n × k, n × k. Ěśńĺ A = (a_{ij}), B = (b_{ij}), C = (c_{ij}), šő (i, j)-šżľ ¡ńěňěŋš ňăšřĺűż F = A(B + C) ěśšĳ f_{ij} = k∑ ν=1 a_{iν}(b_{νj} + c_{νj} = k∑ ν=1 a_{iν}b_{νj} + k∑ ν=1 a_{iν} c_{νj} . Śŕřăćă śšőĺš śşňňă (i, j)-šőčő ¡ńěňěŋšă ňăšřĺűż AB ś (i, j)-šżň ¡ńěňěŋšőň ňăšřĺűż AC, šő ěśšĳ (i, j)-żľ ¡ńěňěŋš ňăšřĺűż AC + AB. İšő ďőłăğżćăěš ńěćş¿ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ.

Ğăďăůă4.5. Ďőłăęĺšě ŕřăş¿ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ.

3.4. Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő R ś ďćşň£ ąĺŋăřŋżňĺ őŕěřăűĺ£ňĺ: śńőęěŋĺěň ĺ şňŋőęěŋĺěň ŋăğżćăěšś£ (ŋěłőňňşšăšĺćŋżň) łőńĳűőň ś ěďĺŋĺűěľ, ěśńĺ ćżŕőńŋ£¿šś£ śńěďş¿źĺě Ăłśĺőňż (ŋěłőňňşšăšĺćŋőčő) ăśśőűĺăšĺćŋőčő łőńĳűă

1) Śńőęěŋĺě łőňňşšăšĺćŋő, ăśśőűĺăšĺćŋő, őąńăďăěš ŋşńěň, ĺ ş łăęďőčő ¡ńěňěŋšă ěśšĳ ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ.

2) Şňŋőęěŋĺě ăśśőűĺăšĺćŋő ĺ őąńăďăěš ďćşśšőřőŋŋěľ ěďĺŋĺűěľ; ŕőśńěďŋěě őğŋăůăěš, ůšő ∃E ∈ R : AE = EA = A ∀A ∈ R . 3) Ĺňěěšś£ ńěćă£ ĺ ŕřăćă£ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ: A(B + C) = AB + AC ĺ (A + B)C = AC + BC ∀ A, B, C ∈ R . 3.4.1. Ğăňěůăŋĺě. Őšńĺůĺě őš ăłśĺőň łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă | őšśşšśšćĺě łőňňşšăšĺćŋőśšĺ şňŋőęěŋĺ£ | őğŋăůăěš, ŋěťőřňăńĳŋő, ůšő şňŋőęěŋĺě ŋă A śńěćă ĺ şňŋőęěŋĺě ŋă A śŕřăćă| ¡šő ďćě řăğŋżě őŕěřăűĺĺ, ĺňě¿źĺě, ćőőąźě čőćőř£, řăğŋżě śćőľśšćă. Ŕő¡šőňş ć šěőřĺĺ ŋěłőňňşšăšĺćŋżţ łőńěű śćőľśšćă ńěćőčő ĺ ŕřăćőčő şňŋőęěŋĺľ ŕőśšő£ŋŋő ŕřĺţőďĺšś£ řăśśňăšřĺćăšĳ ŕő őšďěńĳŋőśšĺ, ŋăůĺŋă£ şęě ś ťőřňşńĺřőćőł ăłśĺőň.

Ğăďăůă4.6. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺğ ăłśĺőň łőńĳűă ćżšěłăěš, ůšő: a) ŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš O ∈ R ěďĺŋśšćěŋěŋ; ą) (−E)A = (−A) = A(−E); ć) OA = AO = O ∀A ∈ R. 3.5. Šěőřěňă. Łćăďřăšŋżě ňăšřĺűż řăğňěřă n × n, ¡ńěňěŋšż łőšőřżţ ŕřĺŋăďńěęăš ťĺłśĺřőćăŋŋőňş (ćőğĺőęŋő, ŋěłőňňşšăšĺćŋőňş) łőńĳűş R śăňĺ śőśšăćń£¿š łőńĳűő^1. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ŕřőďěńăŋŋżě ćżÿě ćżůĺśńěŋĺ£, ďőłăğżćă¿źĺě ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ ĺ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ şňŋőęěŋĺ£, śőţřăŋ£¿š śňżśń ŋăď ń¿ążň (ŋěłőňňşšăšĺćŋżň) łőńĳűőň R.

Ěďĺŋĺűěľ ć Mat_n(R) śńşęĺš šăł ŋăğżćăěňă£ ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă

E^{def}= 1 0 1 ... 0 1 ,

ŋă ďĺăčőŋăńĺ łőšőřőľ śšő£š ěďĺŋĺůŋżě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă R, ă ć őśšăńĳŋżţ ňěśšăţ - ŋşńĺ.

Ğăďăůă4.7. Ŕřőćěřĳšě, ůšő AE = EA = A ∀ A ∈Mat_n(R).

Ćżŕőńŋěŋĺě ăłśĺőň śńőęěŋĺ£ ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš ĺğ ĺţ ćżŕőńŋěŋĺ£ ć R (śř. ś ğăď.4.4). 2 3.5.1. Šěřňĺŋőńőčĺ£. Ďĺăčőŋăńĺ ∗ ∗ ∗ ĺ ∗ ∗ ∗ ŋăğżćă¿šś£ čńăćŋőľ ĺ

ŕőąőůŋőľ. Ňăšřĺűż, ŕőď čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĳ¿ łőšőřżţ śšő£š ŋşńĺ, ŋăğżćă¿šś£ ćěřţŋěšřěşčőńĳŋżňĺ. Ăŋăńőčĺůŋő ążćă¿š ĺ ŋĺęŋěšřěşčőńĳŋżě ňăšřĺűż.

Ğăďăůă4.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ćěřţŋěšřěşčőńĳŋżě ňăšřĺűż śőśšăćń£¿š ŕőďłőńĳűő ć Mat_n(R).

Ćěřţŋěšřěşčőńĳŋă£ ňăšřĺűă ś ěďĺŋĺűăňĺ ŋă čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ ŋăğżćăěšś£ ćěřţŋěľ şŋĺšřěşčőńĳŋőľ.

Ğăďăůă4.9. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺě ń¿ążţ ďćşţ ćěřţŋĺţ şŋĺšřěşčőńĳŋżţ ňăšřĺű śŋőćă ąşďěš ćěřţŋěľ şŋĺšřěşčőńĳŋőľ ňăšřĺűěľ.

Ğăďăůă4.10. Ďőłăęĺšě, ůšő śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, ňăšřĺűă łőšőřőľ | łćăďřăšŋă£ ćěřţŋ££ şŋĺšřěşčőńĳŋă£, ŕřĺ ń¿ąőň śšőńąűě ŕřăćżţ ůăśšěľ ćśěčďă ĺňěěš ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě ć ń¿ąőň (ć šőň ůĺśńě ĺ ŋěłőňňşšăšĺćŋőň) łőńĳűě.

3.6. Ăńčěąřăĺůěśłă£ ğăŕĺśĳ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ. Ćěřŋěňś£ ł ¡ńěňěŋšăřŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň śšřőł. Ňż śőąĺřăěňś£ řěăńĺğőćăšĳ ĺţ łăł şňŋőęěŋĺ£ ŋă ŕőďţőď£źĺě ¡ńěňěŋšăřŋżě ňăšřĺűż. Ůšőąż ŋăľšĺ ¡šĺ ňăšřĺűż ňż ŕřĺňěŋĺň ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ł ěďĺŋĺůŋőľ ňăšřĺűě E. Ŕőńşůěŋŋżě ňăšřĺűż ňż, łăł ĺ ćżÿě, ąşďěň őšŋőśĺšĳ ł šř-ěň šĺŕăň:

(1 šĺŕ) ŕőńşůăěšś£ ŕěřěňěŋőľ ňěśšăňĺ ďćşţ śšřőł ć ňăšřĺűě E;

(2 šĺŕ) ŕőńşůăěšś£ ŕřĺąăćńěŋĺěň ł őďŋőľ ĺğ śšřőł ňăšřĺűż E łăłőľ-ńĺąő ďřşčőľ śšřőłĺ, şňŋőęěŋŋőľ ŋă λ (ĺńĺ, ůšő šő ęě śăňőě, ğăňěŋőľ łăłőčő-šő őďŋőčő ĺğ ŋşńěľ, śšő£źĺţ ćŋě čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ ŋă λ);

1Őŋő őąőğŋăůăěšś£ Matn(R)

(3 šĺŕ) ŕőńşůăěšś£ şňŋőęěŋĺěň őďŋőľ ĺğ śšřőł ňăšřĺűż E ŋă λ (š. ě. ğăňěŋőľ ŋă λ őďŋőľ ĺğ śšő£źĺţ ŋă čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ ěďĺŋĺű).

3.6.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ śńěćă ŋă ¡ńěňěŋšăřŋş¿ ňăšřĺűş ŕřőĺğćőńĳŋă£ ňăšřĺűă ŕőďćěřčăěšś£ ¡ńěňěŋšăřŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ śšřőł śőőšćěšśšćş¿źěčő šĺŕă.

Ğăďăůă4.11. Ďőłăęĺšě ŕřěďńőęěŋĺě ŕřőďěńăć ćśě ŋěőąţőďĺňżě ćżłńăďłĺ. Śőćěš: ŋă śăňőň ďěńě ňőęŋő śůĺšăšĳ ŕřěőąřăğşěňş¿ ňăšřĺűş śőśšő£źěľ ĺğ őďŋőčő śšőńąűă.

3.7. İńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śšőńąűőć. Ććěď-ěŋŋżě ćżÿě šřĺ šĺŕă ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ňőęŋő ŕřĺňěŋ£šĳ ŋě šőńĳłő ł śšřőłăň, ŋő ĺ ł śšőńąűăň ňăšřĺűż. Ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ ňăšřĺůŋőčő şňŋőęěŋĺ£ ¡šő őğŋăůăěš śńěďş¿źěě.

3.7.1. Ńěňňă. Şňŋőęěŋĺě ŕřőĺğćőńĳŋőľ ňăšřĺűż A ∈Matn(R) śŕřăćă ŋă ¡ńěňěŋšăřŋş¿ ňăšřĺűş 1-čő, 2-čő ĺńĺ 3-čő šĺŕă ŕřĺćőďĺš ł śőőšćěšśšćş¿źěňş ¡ńěňěŋšăřŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ śšőńąűőć ¡šőľ ňăšřĺűż.

Ğăďăůă4.12. Ŕřőćěřĳšě ńěňňş.

3.7.2. Ŕřĺňěř: ¡ńěňěŋšăřŋżě ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋőčő. Ěśńĺ ňż őśşźěśšćń£ěň ńĺŋěľŋş¿ ğăňěŋş ŕěřěňěŋŋżţ ć śĺśšěňě A(x) = (b) ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕőďśšăŋőćłĺ (x) = C_{xy}(y), šő ňăšřĺűă śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ ŋă y ąşďěš ŕőńşůăšĳś£ ĺğ ĺśţőďŋőľ ňăšřĺűż A şňŋőęěŋĺěň śŕřăćă ŋă ňăšřĺűş ŕěřěţőďă. İšő ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš ĺğ ăśśőűĺăšĺćŋőśšĺ ňăšřĺůŋőčő şňŋőęěŋĺ£: A(x) = (b) ⇐⇒ A(C_{xy}(y)) = (AC_{xy})(y) = (b) . Ćś£łă£ ¡ńěňěŋšăřŋă£ ňăšřĺűă U ŕőřőęďăěš ¡ńěňěŋšăřŋş¿ ğăňěŋş ŕěřěňěŋŋőčő (x) = U(y).

Ć łăęďőň ĺğ śńşůăěć ¡šĺ ¡ńěňěŋšăřŋżě ğăňěŋż šăłőćż:

(1) x_ν = y_j , ŕřĺ ν = i y_i , ŕřĺ ν = j y_ν, ŕřĺ ν ≠ i, j , (2) x_ν = { y_i + λy_j , ŕřĺ ν = i y_ν , ŕřĺ ν ≠ i , (3) x_ν = { λy_i, ŕřĺ ν = i y_ν , ŕřĺ ν ≠ i . Ŕřĺ ŕőďśšăŋőćłě (x) = U(y) śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ A(x) = (b) ŋă (x) ŕřěćřăźăěšś£ ć śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ ŋă (y) ćĺďă B(y) = (b), čďě B = AU.

Šăłĺň őąřăğőň ŕřĺ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ğăňěŋŋăţ ŕěřěňěŋŋőčő ňăšřĺűă śĺśšěňż ŕőďćěřčăěšś£ śőőšćěšśšćş¿źěňş ¡ńěňěŋšăřŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ śšőńąűőć.

3.8. Őąřăšŋă£ ňăšřĺűă. Šěŕěřĳ ňż ňőęěň ŕřĺďăšĳ šőůŋżľ śňżśń ťřăğě \řăğďěńĺň őąě ůăśšĺ řăćěŋśšćă ŋă ňăšřĺűş A". Ğăřăŋěě őšňěšĺň, ůšő ĺğ-ğă ŋěśĺňňěšřĺůŋőśšĺ ńěćőčő ĺ ŕřăćőčő śőňŋőęĺšěńěľ ć ŕřőĺğćěďěŋĺĺ ŋăň, ćőőąźě čőćőř£, ŕřĺď-ěšś£ řăğńĺůăšĳ \ďěńěŋĺě śńěćă" ĺ \ďěńěŋĺě śŕřăćă".

3.8.1. Őąřăšĺňőśšĳ ć ŋěłőňňşšăšĺćŋőň łőńĳűě. İńěňěŋš A (ŋěłőňňşšăšĺćŋőčő) łőńĳűă R ŋăğżćăěšś£ őąřăšĺňżň śŕřăćă, ěśńĺ ∃B ∈ R : AB = 1. Ăŋăńőčĺůŋő, A ŋăğżćăěšś£ őąřăšĺňżň śńěćă, ěśńĺ ∃C ∈ R : CA = 1.

Ěśńĺ ¡ńěňěŋš A őąřăšĺň ĺ śńěćă ĺ śŕřăćă, śłăęěň CA = AB = 1, šő ńěćżľ ĺ ŕřăćżľ őąřăšŋżě ł A ¡ńěňěŋšż C ĺ B śőćŕăďă¿š, ĺąő C = C · 1 = CAB = 1 · B = B Šăłĺě ¡ńěňěŋšż A ŋăğżćă¿šś£ ŕřőśšő őąřăšĺňżňĺ, ă (ďćşśšőřőŋŋě) őąřăšŋżľ ł A ¡ńěňěŋš őąőğŋăůăěšś£ A�^1.

Ğăďăůă4.13. Ďőłăęĺšě, ůšő ďćşśšőřőŋŋě őąřăšŋżľ ¡ńěňěŋš ěďĺŋśšćěŋěŋ (ěśńĺ śşźěśšćşěš).

3.8.2. Ŕřĺňěř. İńěňěŋšăřŋżě ňăšřĺűż ŕěřćőčő ĺ ćšőřőčő šĺŕőć őąřăšĺňż ć łőńĳűě Mat_n(R) ŋăď ń¿ążň łőńĳűőň R. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, őąřăšŋőľ (ĺ śńěćă ĺ śŕřăćă) ł ¡ńěňěŋšăřŋőľ ňăšřĺűě ŕěřćőčő šĺŕă ąşďěš őŋă ęě śăňă, ă őąřăšŋőľ (ĺ śńěćă ĺ śŕřăćă) ł ¡ńěňěŋšăřŋőľ ňăšřĺűě ćšőřőčő šĺŕă ąşďěš ňăšřĺűă, őšńĺůă¿źă£ś£ őš ĺśţőďŋőľ ğăňěŋőľ ğŋăłă ş λ.

Ğăďăůă4.14. Őą£ğăšěńĳŋő şąěďĺšěśĳ ć ¡šőň!

3.8.3. Ŕřĺňěř. İńěňěŋšăřŋă£ ňăšřĺűă šřěšĳěčő šĺŕă őąřăšĺňă ć łőńĳűě ňăšřĺű ŋăď ŕőńěň. Őąřăšŋă£ ňăšřĺűă ŕőńşůăěšś£ ĺğ ĺśţőďŋőľ ğăňěŋőľ λ ŋă λ�^1.

3.8.4. Řěÿěŋĺě śĺśšěňż ć šěřňĺŋăţ ňăšřĺůŋőľ ăńčěąřż. Ěśńĺ łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă A ∈ Mat_n(R) őąřăšĺňă, šő śĺśšěňă A(x) = (b) (čďě (x) ĺ (b) { śšőńąűż ćżśőšż n, śőśšő£źĺě, śőőšćěšśšćěŋŋő, ĺğ ŋěĺğćěśšŋżţ ĺ ŕřăćżţ ůăśšěľ) ĺňěěš ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě ŕřĺ ń¿ąőň śšőńąűě ŕřăćżţ ůăśšěľ.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ (x) = (c) | řěÿěŋĺě, šő şňŋőęă£ őąě ůăśšĺ ňăšřĺůŋőčő řăćěŋśšćă A(c) = (b) śńěćă ŋă A�^1, ŕőńşůĺň (c) = A�^1(b), š.ě. (c) őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő (b).

Ŋăőąőřőš, ŕőńăčă£ (x) = A�^1(b), ňż ŕőńşůĺň řěÿěŋĺě śĺśšěňż.

3.9. Őšżśłăŋĺě őąřăšŋőľ ňăšřĺűż ŋăď ŕőńěň. Ŕşśšĳ R = k | ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőńě. Łăł ŕőłăğżćăěš ňěšőď Čăşśśă, ć ¡šőň śńşůăě łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă A őąřăšĺňă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋă ŕřĺćőďĺšś£ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ ł śšřőčő śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş

E = 1 0 1 ... 0 1 .

Ŕşśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, ŕřěćřăźă¿źă£ A ć E, śőśšőĺš ć şňŋőęěŋĺ¿ A śńěćă ŋă ¡ńěňěŋšăřŋżě ňăšřĺűż U_1, U_2, . . . , U_s . İšő ğăŕĺśżćăěšś£ řăćěŋśšćőň

U_s · U_s�_1 · · · · · U_2 · U_1 · A = E .

Ŕőśłőńĳłş ćśě U_ν őąřăšĺňż ć Mat_n(k), ňż ňőęěň şňŋőęĺšĳ őąě ůăśšĺ ¡šőčő řăćěŋśšćă śńěćă ŋă U�^1_1 U�^1_2 · · · U�^1_s .

Ŕőńşůĺň, ůšő A = U�^1_1 U�^1_2 · · · U�^1_s · E , őšłşďă A�^1 = U_sU_s�_1 · · · U_2U_1 , ůšő ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ć ćĺďě A�^1 = U_sU_s�_1 · · · U_2U_1 · E

ĺ ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł řěğşńĳšăš ćőğďěľśšćĺ£ ŋă ňăšřĺűş E řőćŋő šőľ ęě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ śšřőł, łőšőřă£ ŕřěćřăźăěš A ć E. Ňż ŕőńşůăěň

3.9.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ A ∈ Matn(k) | ŕřőĺğćőńĳŋă£ łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă ŋăď ŕőńěň. Ěśńĺ ŕřĺŕĺśăšĳ ł ŋěľ śŕřăćă ňăšřĺűş E ĺ ŕřĺćěśšĺ ŕőńşůěŋŋş¿ n × 2n-ňăšřĺűş (AE) ł śšřőčőňş śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śřőł, šő ńĺąő ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺšś£ ňăšřĺűă, śőďěřęăźă£ ŕő ňěŋĳÿěľ ňěřě őďŋş ŋşńěćş¿ śšřőłş (ůšő řăćŋőśĺńĳŋő ŋěőąřăšĺňőśšĺ A), ńĺąő | ňăšřĺűă (EA�^1).

x4. Ňěšőď Čăşśśă ŋăď ěćłńĺďőćżň łőńĳűőň

Ďő łőŋűă ¡šőčő ŕăřăčřăťă ňż ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő R { ¡šő ěćłńĺďőćő łőńĳűő (śň. ŋăůăńő ńěłűĺĺ 3). Őśŋőćŋżňĺ ŕřĺňěřăňĺ, łőšőřżě ůĺšăšěń¿ řěłőňěŋďşěšś£ ďěřęăšĳ ć čőńőćě, £ćń£¿šś£

R = Zĺńĺ R = k[x], čďě k { ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőńě.

4.1. Őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěřőąřăğőćăŋĺ£. Şśńőćĺňś£ ŋăğżćăšĳ ¡ńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě őąřăšĺňżň, ěśńĺ őŋő ğăďă-ěšś£ şňŋőęěŋĺěň ŋă őąřăšĺňş¿ ¡ńěňěŋšăřŋş¿ ňăšřĺűş. Őšňěšĺň, ůšő ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕěřćżţ ďćşţ šĺŕőć őąřăšĺňż ćśěčďă (ĺ ŋăď ń¿ążň łőńĳűőň). İńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě šřěšĳěčő šĺŕă őąřăšĺňő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă λ | őąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš (š. ě. ±1 ďń£ R = Z ĺ ń¿ąă£ ŋěŋşńěćă£ łőŋśšăŋšă ďń£ R = k[x]). Ňż śőąĺřăěňś£ ćż£śŋĺšĳ, ďő łăłőľ śšěŕěŋĺ ňőęŋő şŕřőśšĺšĳ ŕř£ňőşčőńĳŋş¿ ňăšřĺűş ŋăď R ŕřĺ ŕőňőźĺ őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ śšřőł ĺ śšőńąűőć. Őłőŋůăšěńĳŋżľ ćĺď ňăšřĺűż , ł łőšőřőňş ňż śšřěňĺňś£, ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ śšřőčĺň ďĺăčőŋăńĳŋżň.

4.2. Śšřőčĺľ ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď. Ŕř£ňőşčőńĳŋş¿ ňăšřĺűş ŋăď R ąşďěň ŋăğżćăšĳ ďĺă-

čőŋăńĳŋżľ ěśńĺ őŋă ĺňěěš ćĺď

D = d_1 d_2 0 ... d_s 0 0 ... ,

ć łőšőřőň ćśě ŋěŋşńěćżě ¡ńěňěŋšż ĺśůěřŕżćă¿šś£ ůĺśńăňĺ d_1, d_2, . . . , d_s , řăśŕőńőęěŋŋżňĺ ć ćěřţŋěľ ůăśšĺ čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ^2.

Ňż ŋăğżćăěň ďĺăčőŋăńĳŋş¿ ňăšřĺűş śšřőčőľ ďĺăčőŋăńĳŋőľ, ěśńĺ ě-ě ŋěŋşńěćżě ¡ńěňěŋšż d_1, d_2, . . . , d_s šăłőćż, ůšő łăęďőě d_i ďěńĺšś£ ć R ŋă ćśě ŕřěďżďşźĺě d_j ś j < i.

4.3. Šěőřěňă. Ń¿ąă£ ŕř£ňőşčőńĳŋă£ ňăšřĺűă A ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ R őąřăšĺňżňĺ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć ŕřĺćőďĺšś£ ł śšřőčő ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ R^λ−→ N∪0 { ćżśőšă ć ěćłńĺďőćőň łőńĳűě R (š. ě. ňőďşńĳ űěńőčő ůĺśńă ďń£ R = Z ĺ śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋă ďń£ R = k[x]). Ąşďěň ŕřěőąřăğőćżćăšĳ śšřőłĺ ĺ śšőńąűż ňăšřĺűż A ś šăłĺň řăśů-ěšőň, ůšőąż ćżśőšă ¡ńěňěŋšă, śšő£źěčő ć ńěćőň ćěřţŋěň şčńş şňěŋĳÿăńăśĳ. Ŕőśłőńĳłş ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă ŋěńĳğ£ şňěŋĳÿăšĳ ąěğčřăŋĺůŋő, ć łăłőľšő ňőňěŋš ďăńĳŋěľÿěě şňěŋĳÿěŋĺě λ(a_{11}) śšăŋěš ŋěćőğňőęŋżň. § şšćěřęďă¿, ůšő ć ¡šőš ňőňěŋš ćśě ¡ńěňěŋšż ňăšřĺűż őą£ğăŋż ąşďşš ŋăűěńő ďěńĺšĳś£ ŋă a_{11}.

2Ďń£ ŕř£ňőşčőńĳŋőľ ŋěłćăďřăšŋőľ ňăšřĺűż A ňż ŕőŋĺňăěň ŕőď \čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĳ¿" śőćőłşŕŋőśšĳ ¡ńěňěŋšőć ćĺďă aii (łőšőřă£ ďĺăčőŋăńĳ¿ ć śšřőčőň śňżśńě ĺ ŋě £ćń£ěšś£, ĺąő ŋăůăćÿĺśĳ ć ńěćőň ćěřţŋěň şčńş, łőŋůăěšś£ čďě ŕřĺď-ěšś£).

§4: Ňěšőď Čăşśśă ŋăď ěćłńĺďőćżň łőńĳűőň 61

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ ć ŕěřćőň śšőńąűě ěśšĳ ¡ńěňěŋš a_{k1}, ŋě ďěń£źĺľś£ ŋăűěńő ŋă a_{11}. Ďěńěŋĺě ś őśšăšłőň ďă-ěš a_{k1} = qa_{11} + r, čďě λ(r) < λ(a_{11}). Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ őšŋ£šĳ ĺğ k-őľ śšřőłĺ ŕěřćş¿, şňŋőęěŋŋş¿ ŋă q, ă ğăšěň ŕőňěŋ£šĳ ňěśšăňĺ ŕěřćş¿ śšřőłş ś k-őľ, ć ćěřţŋěň ńěćőň şčńş ćőğŋĺłŋěš ¡ńěňěŋš r, ćżśőšă łőšőřőčő ňěŋĳÿě, ůěň ćżśőšă a_{11}.

Ňěŋ££ ć šőńĳłő ůšő ŕřőďěńăŋŋőň řăśśşęďěŋĺĺ śšřőłĺ ĺ śšőńąűż řőń£ňĺ, ňż ćĺďĺň, ůšő ćś£ ŕěřćă£ śšřőłă šăłęě ďěńĺšś£ ŋă a_{11}.

Ŋăłőŋěű, ŕşśšĳ ¡ńěňěŋš a_{ij}, ŋě ďěń£źĺľś£ ŋă a_{11}, ŋăľďěšś£ čďě-ńĺąő ćŋě ŕěřćżţ śšřőłĺ ĺ śšőńąűă. Őšŋĺňă£ ĺğ ćśěţ śšřőł ĺ ćśěţ śšőńąűőć ŕőďţőď£źĺě łřăšŋżě ŕěřćżţ śšřőłĺ ĺ śšőńąűă, ňőęŋő ďőąĺšĳś£ šőčő, ůšőąż ŕěřćżě śšřőłă ĺ śšőńąěű őąŋşńĺńĺśĳ ćŋě a_{11}. Ł ¡ńěňěŋšş a_{ij} ŕřĺ ¡šőň ŕřĺąăćĺšś£ ŋěůšő łřăšŋőě a_{11}, ă ğŋăůĺš őŋ ŕő ŕřěęŋěňş ŋě ąşďěš ďěńĺšś£ ŋă a_{11}. Ŕřĺąăćĺć ć ŕőńşůěŋŋőľ ŋőćőľ ňăšřĺűě ł ŕěřćőňş śšőńąűş j-żľ, £ ŕőńşůş ňăšřĺűş, śőďěřęăźş¿ a_{ij} ć ŕěřćőň śšőńąűě, ŕőśńě ůěčő a_{11} ňőęŋő ąşďěš şňěŋĳÿĺšĳ šăł, łăł ¡šő şęě ążńő őŕĺśăŋő ćżÿě.

Ĺšăł, ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ £ ňőčş ŕřĺćěśšĺ ňăšřĺűş A ł ćĺďş d_1 0 · · · 0 0 . . B 0 ,

čďě ůěřěğ B őąőğŋăůěŋă (m − 1) × (n − 1)-ňăšřĺűă, ćśě ¡ńěňěŋšż łőšőřőľ ŋăűěńő ďěń£šś£ ŋă d_1. Ďăńěě ŕřőďőńęăěň ŕő ĺŋďşłűĺĺ.

Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

4.3.1. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ A - ňăšřĺűă řăğňěřă m × n ŋăď R. Šőčďă śşźěśšćş¿š őąřăšĺňżě ŋăď R m × m-ňăšřĺűă U ĺ n × n-ňăšřĺűă V , šăłĺě ůšő D = UAV ĺňěěš śšřőčĺľ ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď.

Ğăďăůă4.15. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šĺ ňăšřĺűż U ĺ V ňőęŋő £ćŋő őšżśłăšĳ šăł: ŕřĺŕĺÿěň ł ňăšřĺűě A śŕřăćă ĺ śŋĺğş ěďĺŋĺůŋżě ňăšřĺűż řăğňěřőć m × m ĺ n × n śőőš-

ćěšśšćěŋŋő, šăł ůšőąż ŕőńşůĺńăśĳ Č-őąřăğŋă£ šăąńĺűă ćĺďă A EE ; ğăšěň ¡ńěňěŋ-

šăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć ¡šőľ šăąńĺűż ďőąĳ-ěňś£ šőčő, ůšőąż şčńőćőľ ąńőł A ŕřĺőąř-ěń śšřőčĺľ ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď D, ĺ ć ¡šőš ňőňěŋš ćś£ šăąńĺűă

ŕřĺőąřěš-ěš ćĺď D UV ś ĺśłőňżňĺ U ĺ V .

4.3.2. Śńěďśšćĺě. Ćś£łă£ śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ A(x) = (b) ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ R ŕřĺ ŕőňőźĺ őąřăšĺňőľ ńĺŋěľŋőľ ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋőčő (x) = V (y) ňőęěš ążšĳ ŕřěőąřăğőćăŋă ć śĺśšěňş, řăćŋőśĺńĳŋş¿ śĺśšěňě

d_1y_1 = c_1 d_2y_2 = c_2 · · · d_ky_k = c_k ,

ć łőšőřőľ łăęďőě d_j ďěńĺš ćśě ŕőśńěďş¿źĺě d_i ś i > j.

İšĺ śńěďśšćĺ£ ĺ ğăďăůă ďă¿š ćŕőńŋě ĺśůěřŕżćă¿źĺľ ăńčőřĺšň ďń£ řěÿěŋĺ£ śĺśšěň ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋăď ěćłńĺďőćżňĺ łőńĳűăňĺ.

4.3.3. Ğăňěůăŋĺě. Ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ďĺăčőŋăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż d1, d2, . . . , ds ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ ŋă őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă R ŋě ğăćĺś£š őš šőčő śŕőśőąă, łőšőřżň ňăšřĺűă A ŕřĺćőďĺńăśĳ ł śšřőčőňş ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş. Ňż ďőłăęěň ¡šő ć ńěłűĺĺ 7, ă ŕőłă ńĺÿĳ őšňěšĺň, ůšő ¡ńěňěŋšż d_ν ŋăğżćă¿šś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ ňŋőęĺšěń£ňĺ ňăšřĺűż A, ă ĺţ łőńĺůőśšćő { řăŋčőň ňăšřĺűż A.