
МатФак ВШЭ. Алгебра – 1. (6 июня 2023)

Задачи для подготовки к контрольной № 7

ПК7⋄1. Выясните, нормален ли оператор, имеющий в стандартном базисе пространства ℂ2
матрицу
а)

(

2
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9 −1
3 − 14𝑖
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(

1
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3 2 + 2𝑖
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−2
3 − 2𝑖 2

3 + 𝑖
3 )

,
и если да, приведите его к нормальным осям.

оТвеТв(а)и(в)операторыненормальны(онинедиагонализуемы),в(б)вбазисеизстолбцовмат-
рицы(

−2𝑖
3

1
3−2𝑖

3
−1

3−2𝑖
3

2𝑖
3)операторимеетматрицу(

1−2𝑖0
0−2−𝑖),в(г)вбазисеизстолбцовматрицы

(

1
3+2𝑖

3
2
3
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3

1
3−2𝑖

3)операторимеетматрицу(
−1+2𝑖0

02−𝑖).

ПК7⋄2. Найдите полярное разложение 𝐹 = 𝑆𝐺, где 𝑆 самосопряжён и положителен, а 𝐺 ∈ U2,
для оператора 𝐹∶ ℂ2 → ℂ2, имеющего в стандартном ортонормальном базисе матрицу:
а) (

−46/27 − 8𝑖/9 20/27 − 38𝑖/27
−40/27 − 37𝑖/27 −44/27 + 2𝑖/9 ) б) (

−10/9 + 8𝑖/9 −22/9 − 2𝑖/3
2 − 4𝑖/9 −5/9 − 2𝑖/9 ) .

оТвеТв(а):

𝐺=(
−2/3−2𝑖/94/9−5𝑖/9
−4/9−5𝑖/9−2/3+2𝑖/9),𝑆=(

22/94/9+2𝑖/9
4/9−2𝑖/923/9),

𝑆−1=(
23/54−2/27−𝑖/27

−2/27+𝑖/2711/27),𝐹𝐹×=(
56/920/9+10𝑖/9

20/9−10𝑖/961/9),

где𝐹𝐹𝑡имеетхар.многочлен𝑡2−13𝑡+36=(𝑡−9)(𝑡−4),в(б):

𝐺=(
−1/3+2𝑖/9−8/9−2𝑖/9
8/9−2𝑖/9−1/3−2𝑖/9),𝑆=(

26/9−2/9+2𝑖/9
−2/9−2𝑖/919/9),

𝑆−1=(
19/541/27−𝑖/27

1/27+𝑖/2713/27),𝐹𝐹×=(
76/9−10/9+10𝑖/9

−10/9−10𝑖/941/9),

где𝐹𝐹×имеетхар.многочлен𝑡2−13𝑡+36=(𝑡−9)(𝑡−4).
ПК7⋄3. Найдите полярное разложение 𝐹 = 𝐺𝑆, где 𝐺 ∈ U2, а 𝑆 самосопряжён и положителен,
для оператора 𝐹∶ ℂ2 → ℂ2, имеющего в стандартном ортонормальном базисе матрицу:
а) (

−50/27 − 14𝑖/27 2/3 − 16𝑖/27
−7/27 − 8𝑖/9 −70/27 + 26𝑖/27) б) (

1/27 − 2𝑖/27 4/9 + 34𝑖/27
−20/27 + 2𝑖 35/27 + 38𝑖/27) .

оТвеТв(а):

𝐺=(
−8/9−8𝑖/275/27−8𝑖/27

−5/27−8𝑖/27−8/9+8𝑖/27),𝑆=(
19/92𝑖(−1+𝑖)/9

−2/9+2𝑖/926/9),

𝑆−1=(
13/271/27+𝑖/27

1/27−𝑖/2719/54),𝐹×𝐹=(
41/9−10/9−10𝑖/9

−10/9+10𝑖/976/9),

где𝐹×𝐹имеетхар.многочлен𝑡2−13𝑡+36=(𝑡−9)(𝑡−4),в(б):

𝐺=(
1/3−10𝑖/278/27+22𝑖/27

−8/27+22𝑖/271/3+10𝑖/27),𝑆=(
17/94/9−8𝑖/9

4/9+8𝑖/919/9),

𝑆−1=(
19/27−4/27+8𝑖/27

−4/27−8𝑖/2717/27),𝐹×𝐹=(
41/916/9−32𝑖/9

16/9+32𝑖/949/9),

где𝐹×𝐹имеетхар.многочлен𝑡2−10𝑡+9=(𝑡−9)(𝑡−1).

ПК7⋄4. В евклидовом пространстве ℝ4 приведите к нормальным осям грассмановы квадра-
тичные формы:



а) − 8
15 𝑥1 ∧ 𝑥2 − 8

3 𝑥1 ∧ 𝑥3 + 94
15 𝑥1 ∧ 𝑥4 + 56

15 𝑥2 ∧ 𝑥3 − 8
3 𝑥2 ∧ 𝑥4 + 8

15 𝑥3 ∧ 𝑥4
б) −52

27 𝑥1 ∧ 𝑥2 − 112
27 𝑥1 ∧ 𝑥3 − 76

27 𝑥1 ∧ 𝑥4 − 104
27 𝑥2 ∧ 𝑥3 + 68

27 𝑥2 ∧ 𝑥4 − 38
27 𝑥3 ∧ 𝑥4.
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.

ПК7⋄5. Существуют ли в ℝ2 комплексная структура и такое эрмитово скалярное произведе-
ние, вещественная и мнимая части которого имеют в стандартном базисе матрицы Грама
а) (

4 −5
−5 13

2 ) и (
0 1

−1 0) ? б) (
16
3 10
10 20) и (

0 −4
4 0 ) ?

в) (
10 13
13 20) и (

0 2
−2 0) ? г) (

5 6
6 8) и (

0 −2
2 0 ) ?

оТвеТв(а)да:оператор𝐼=𝐺−1𝛺=(
−513

2
−45)имеет𝐼2=(

−10
0−1),в(б)нет:оператор𝐼=𝐺−1𝛺=(

−6−12
16
56)

имеет𝐼2=
(

−12
50
0−12

5),в(в)нет:оператор𝐼=𝐺−1𝛺=
(

26
31

40
31

−20
31−26

31)имеет𝐼2=
(

−4
310
0−4

31),в(г)да:оператор

𝐼=𝐺−1𝛺=(
−3−4
5
23)имеет𝐼2=(

−10
0−1).

ПК7⋄6. Найдите 𝑥,𝑦 ∈ ℍ, удовлетворяющие системам уравнений:
а) {

(2 − 3𝒊 + 4𝒋 − 4𝒌) 𝑥 + (4 + 4𝒊 − 4𝒋 + 4𝒌)𝑦 = 10 + 34𝒊 − 14𝒋 + 𝒌
(−4 + 3𝒊 + 𝒋 + 4𝒌) 𝑥 + (−2 − 𝒊 + 4𝒋 + 𝒌)𝑦 = 11 − 47𝒊 + 26𝒋 + 12𝒌

б) {
(2 + 3𝒊 − 3𝒋 + 𝒌) 𝑥 + (−4 − 2𝒊 + 4𝒋 + 2𝒌)𝑦 = −22 − 33𝒊 + 30𝒋 − 17𝒌

(−3 − 2𝒊 + 𝒋 − 4𝒌) 𝑥 + (−1 + 4𝒊 + 3𝒋 + 4𝒌)𝑦 = −24 + 11𝒊 + 2𝒋 + 25𝒌 .

оТвеТв(а):𝑥=−2+2𝒊+𝒋−4𝒌,𝑦=4+2𝒊+𝒋−4𝒌,в(б):𝑥=−4+𝒊+2𝒋−𝒌,𝑦=3+4𝒊+3𝒋+𝒌.

ПК7⋄7. В стандартном базисе 𝒊, 𝒋, 𝒌 напишите матрицу оператора сопряжения кватернио-
ном а) 1

2 + 1
2𝒊 + 1

2𝒋 − 1
2𝒌 б) √2

2 𝒋 − √2
2 𝒌 в) −1 + 𝒊 − 𝒋 + 𝒌 и укажите ось и угол поворота,

осуществляемого этим оператором.

оТвеТв(а)матрица
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⎜
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3,в(б)матрица
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⎜
⎜
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⎟
⎠
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⎜
⎜
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3.

(6 июня 2023), стр. 2


