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О множествах и отображениях

В этом разделе собраны некоторые факты о множествах и отображениях, которые бу-
дут использоваться в нашем курсе. Я надеюсь, что многие из них знакомы читателю из
школы, ну а те, что не знакомы, будут в самое ближайшее время изучены в параллель-
ном нашему курсе теории множеств и топологии. Нет нужды «учить» данный раздел
перед тем, как браться за курс алгебры. Но к нему стоит выборочно обращаться всякий
раз, когда Вы почувствуете себя неуверенно в тех или иных рассуждениях, использую-
щих множества, отображения, отношения или незнакомую Вам комбинаторику.

0.1. Множества. В наши цели не входит построение логически строгой теории мно-
жеств. Для понимания этого курса достаточношкольного интуитивного представления
о множестве как «абстрактной совокупности элементов произвольной природы». Эле-
менты множеств мы часто будем называть точками. Все точки в любом множестве, по
определению, различны.

Множество 𝑋 задано, как только про любой объект можно сказать, является он эле-
ментом множества 𝑋 или нет. Принадлежность точки 𝑥 множеству 𝑋 записывается как
𝑥 ∈ 𝑋. Два множества равны, если они состоят из одних и техже элементов. Существует
единственное множество, не содержащее ни одного элемента. Оно называется пустым
и обозначается ∅. Если множество 𝑋 конечно, то мы обозначаем через |𝑋| количество
точек в нём.

Множество 𝑋 называется подмножеством множества 𝑌, если каждый его элемент
𝑥 ∈ 𝑋 лежит также и в 𝑌. В этом случае пишут 𝑋 ⊂ 𝑌. Отметим, что пустое множе-
ство является подмножеством любого множества и всякое множество является под-
множеством самого себя. Подмножества, отличные от всего множества, называются
собственными. В частности, пустое подмножество непустого множества собственное.
Если надо указать, что 𝑋 является собственным подмножеством в 𝑌, используется обо-
значение 𝑋 ⊊ 𝑌.

Упражнение 0.1. Сколько всего подмножеств (включая пустое и несобственное) имеется у
множества, состоящего из 𝑛 элементов?

Для заданныхмножеств𝑋,𝑌 их объединение𝑋∪𝑌 состоитиз всех элементов, принад-
лежащих хотя бы одному из множеств𝑋, 𝑌; пересечение𝑋∩𝑌 состоит из всех элементов,
принадлежащих одновременно каждому из множеств 𝑋, 𝑌; разность 𝑋 −𝑌 состоит из
всех элементов множества 𝑋, которые не содержатся в 𝑌.

Упражнение 0.2. Проверьте, что операция пересечения выражается через разность по форму-
ле 𝑋 ∩ 𝑌 = 𝑋 −(𝑋 −𝑌). Можно ли выразить разность через пересечение и объединение?

Если множество 𝑋 является объединением непересекающихся подмножеств 𝑌 и 𝑍, то
говорят, что 𝑋 является дизъюнктным объединением 𝑌 и 𝑍 и пишут 𝑋 = 𝑌 ⊔ 𝑍.

Множество 𝑋 × 𝑌, элементами которого по определению являются всевозможные
пары (𝑥, 𝑦) с 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌, называется декартовым (или прямым) произведением мно-
жеств 𝑋 и 𝑌.
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6 О множествах и отображениях

0.2. Отображения. Отображение 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌 из множества 𝑋 в множество 𝑌 есть пра-
вило, однозначно сопоставляющее каждой точке 𝑥 ∈ 𝑋 некоторую точку 𝑦 = 𝑓(𝑥) ∈ 𝑌,
которая называется образом точки 𝑥 при отображении 𝑓. Множество всех таких точек
𝑥 ∈ 𝑋, образ которых равен заданной точке 𝑦 ∈ 𝑌, называется полным прообразом
точки 𝑦 или слоем отображения 𝑓 над 𝑦 и обозначается

𝑓−1(𝑦) ≝ {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑓(𝑥) = 𝑦} .

Полные прообразы различных точек не пересекаются и могут быть как пустыми, так и
состоять из многих точек. Множество всех 𝑦 ∈ 𝑌, имеющих непустой прообраз, назы-
вается образом отображения 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌 и обозначается

im(𝑓) ≝ {𝑦 ∈ 𝑌 | 𝑓−1(𝑦) ≠ ∅} = {𝑦 ∈ 𝑌 | ∃ 𝑥 ∈ 𝑋∶ 𝑓(𝑥) = 𝑦} .

Два отображения 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌 и 𝑔∶ 𝑋 → 𝑌 равны, если 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝑋.
Множество всех отображений из множества 𝑋 в множество 𝑌 обозначается Hom(𝑋,𝑌).

Отображение 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌 называется наложением (а также сюрьекцией или эпимор-
физмом), если im(𝑓) = 𝑌, т. е. когда прообраз каждой точки 𝑦 ∈ 𝑌 не пуст. Мы будем
изображать сюрьективные отображения стрелками𝑋 ↠ 𝑌. Отображение 𝑓 называется
вложением (а также инъекцией, или мономорфизмом), если 𝑓(𝑥1) ≠ 𝑓(𝑥2) при 𝑥1 ≠ 𝑥2,
т. е. когда прообраз каждой точки 𝑦 ∈ 𝑌 содержит не более одного элемента. Инъек-
тивные отображения изображаются стрелками 𝑋 ↪ 𝑌.

Упражнение 0.3. Перечислите все отображения {0, 1, 2} → {0, 1} и {0, 1} → {0, 1, 2}.
Сколько среди них вложений и сколько наложений?

Отображение 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌, которое является одновременно и вложением и наложением,
называется взаимно однозначным (а также биекциейили изоморфизмом). Биективность
отображения 𝑓 означает, что для каждого 𝑦 ∈ 𝑌 существует единственный такой 𝑥 ∈ 𝑋,
что 𝑓(𝑥) = 𝑦. Мы будем обозначать биекции стрелками 𝑋 ⥲ 𝑌.

Упражнение 0.4. Из отображений: а) ℕ → ℕ∶ 𝑥 ↦ 𝑥2 б) ℤ → ℤ∶ 𝑥 ↦ 𝑥2 в) ℤ → ℤ∶ 𝑥 ↦ 7𝑥
г) ℚ → ℚ∶ 𝑥 ↦ 7𝑥 выделите все инъекции, все сюрьекции и все биекции.

Отображения𝑋 → 𝑋 из множества𝑋 в себя обычно называют эндоморфизмами множе-
ства 𝑋. Множество всех эндоморфизмов обозначается End(𝑋) ≝ Hom(𝑋,𝑋).

Упражнение 0.5 (принцип Дирихле). Покажите, что следующие три условия на множество 𝑋
равносильны: а) 𝑋 бесконечно б) существует вложение 𝑋 ↪ 𝑋, не являющееся наложе-
нием в) существует наложение 𝑋 ↠ 𝑋, не являющееся вложением.

Взаимно однозначные эндоморфизмы 𝑋 ⥲ 𝑋 называются автоморфизмами 𝑋. Множе-
ство всех автоморфизмов обозначается через Aut(𝑋). Автоморфизмы можно восприни-
мать как перестановки элементов множества 𝑋. У всякого множества 𝑋 имеется тож-
дественный автоморфизм Id𝑋 ∶ 𝑋 → 𝑋, который переводит каждый элемент в самого
себя: ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 Id𝑋(𝑥) = 𝑥.

Упражнение 0.6. Счётно1 ли множество Aut(ℕ)?

1Множество𝑀 называется счётным если существует биекция ℕ ⥲ 𝑀.



0.2.Отображения 7

Пример 0.1 (запись отображений словами)
Рассмотрим множества 𝑋 = {1, 2, … , 𝑛} и 𝑌 = {1, 2, … , 𝑚}, сопоставим каждому
отображению 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌 последовательность его значений:

𝑤(𝑓) ≝ (𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2), … , 𝑓(𝑥𝑛)) (0-1)

и будем воспринимать её как 𝑛-буквенное слово, написанное при помощи 𝑚-буквен-
ного алфавита 𝑌. Так, отображениям 𝑓∶ {1, 2} → {1, 2, 3} и 𝑔∶ {1, 2, 3} → {1, 2, 3},
действующим по правилам 𝑓(1) = 3, 𝑓(2) = 2 и 𝑔(1) = 1, 𝑔(2) = 2, 𝑔(3) = 2, сопоста-
вятся слова 𝑤(𝑓) = (3, 2) и 𝑤(𝑔) = (1, 2, 2), составленные из букв алфавита {1, 2, 3}.
Запись отображения словом задаёт биекцию

𝑤∶ Hom(𝑋,𝑌) ⥲ {слова из |𝑋| букв в алфавите 𝑌} , 𝑓 ↦ 𝑤(𝑓) . (0-2)

Инъективные отображения записываются при этом словами, в которых нет повторяю-
щихся букв, а сюрьективные отображения— словами, в которых используются все без
исключения буквы алфавита 𝑌. Взаимно однозначным отображениям отвечают слова,
в которых каждая буква алфавита 𝑌 встречается ровно один раз.

Предложение 0.1
Если множества 𝑋 и 𝑌 конечны, то |Hom(𝑋,𝑌)| = |𝑌||𝑋|.

Доказательство. Пусть𝑋 состоит из 𝑛 элементов, а 𝑌—из𝑚, как в прим. 0.1 выше. Нас
интересует количество всех 𝑛-буквенных слов, которые можно написать при помощи
алфавита из 𝑚 букв. Обозначим его через𝑊𝑚(𝑛) и выпишем все эти слова на 𝑚 стра-
ницах, поместив на 𝑖-ю страницу все слова, начинающиеся на 𝑖-ю букву алфавита. В
результате на каждой странице окажется ровно по 𝑊𝑚(𝑛 − 1) слов. Поэтому 𝑊𝑚(𝑛) =
= 𝑚 ⋅ 𝑊𝑚(𝑛 − 1) = 𝑚2 ⋅ 𝑊(𝑛 − 2) = … = 𝑚𝑛−1 ⋅ 𝑊𝑚(1) = 𝑚𝑛. □

Замечание 0.1. В виду предл. 0.1 множество Hom(𝑋,𝑌) всех отображений 𝑋 → 𝑌 ча-
сто обозначают 𝑌𝑋. В доказательстве предл. 0.1 мы молчаливо предполагали, что оба
множества непусты. Если 𝑋 = ∅, то для любого множества 𝑌 множество Hom(∅,𝑌)
по определению состоит из единственного элемента — вложения ∅ в 𝑌 в качестве пу-
стого подмножества или, что то же самое, пустого слова в алфавите 𝑌. В этом случае
предл. 0.1 остаётся в силе: |Hom(∅,𝑌)| = 1 = |𝑌|0. В частности, Hom(∅, ∅) тоже состо-
ит из одного элемента1 — тождественного автоморфизма Id∅. Если 𝑌 = ∅, а 𝑋 ≠ ∅, то
Hom(𝑋, ∅) = ∅, что тоже согласуется с предл. 0.1, ибо 0|𝑋| = 0 при |𝑋| > 0.

Предложение 0.2
Если |𝑋| = 𝑛, то |Aut(𝑋)| = 𝑛! ≝ 𝑛 ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ … ⋅ 1.

Доказательство. Пусть 𝑋 = {𝑥1, … , 𝑥𝑛}. Биекции 𝑋 ⥲ 𝑋 записываются 𝑛-буквенными
словами в 𝑛-буквеном алфавите 𝑥1, … , 𝑥𝑛, содержащими каждую букву 𝑥𝑖 ровно по од-
ному разу. Обозначимколичество таких слов через𝑉(𝑛)и выпишемихпо алфавиту на𝑛

1Т. е. 00 в этом контексте оказывается равным 1.
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страницах, поместив на 𝑖-тую страницу все слова, начинающиеся на 𝑥𝑖. Тогда на каж-
дой странице будет ровно𝑉(𝑛−1) слов, откуда𝑉(𝑛) = 𝑛 ⋅𝑉(𝑛−1) = 𝑛 ⋅ (𝑛−1) ⋅𝑉(𝑛−2) =
= … = 𝑛 ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ … ⋅ 2 ⋅ 𝑉(1) = 𝑛!. □

Замечание 0.2. Число 𝑛! = 𝑛 ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ … ⋅ 1 называется 𝑛-факториал. Так как множе-
ство Aut(∅) состоит из одного элемента Id∅, мы полагаем 0! ≝ 1.

0.3. Слои отображений. Задание отображения 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌 равносильно указанию под-
множества im(𝑓) ⊂ 𝑌 и разбиениюмножества 𝑋 в дизъюнктное объединение непустых
подмножеств 𝑓−1(𝑦), занумерованных точками 𝑦 ∈ im(𝑓):

𝑋 = ⨆𝑦∈im(𝑓) 𝑓
−1(𝑦) . (0-3)

Такой взгляд на отображения часто оказывается полезным при подсчёте количества
элементов в том или ином множестве. Например, когда все непустые слои отображе-
ния 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌 состоят из одного и того же числа точек𝑚 = |𝑓−1(𝑦)|, число элементов
в образе отображения 𝑓 связано с числом элементов в множестве 𝑋 соотношением

|𝑋| = 𝑚 ⋅ | im 𝑓| , (0-4)

которое при всей своей простоте имеет много разнообразных применений.

Пример 0.2 (мультиномиальные коэффициенты)
При раскрытии скобок в выражении (𝑎1 + … + 𝑎𝑚)𝑛 получится сумма одночленов вида

𝑎𝑘11 … 𝑎𝑘𝑚𝑚 , где каждый показатель 𝑘𝑖 заключён в пределах 0 ⩽ 𝑘𝑖 ⩽ 𝑛, а общая степень
𝑘1 + … +𝑘𝑚 = 𝑛. Коэффициент, возникающий при таком одночлене после приведения
подобных слагаемых, называется мультиномиальным коэффициентом и обозначается

( 𝑛
𝑘1…𝑘𝑚). Таким образом,

(𝑎1 + … + 𝑎𝑚)𝑛 = ∑
𝑘1+…+𝑘𝑚=𝑛

∀𝑖 0⩽𝑘𝑖⩽𝑛

(
𝑛

𝑘1 … 𝑘𝑚) ⋅ 𝑎𝑘11 … 𝑎𝑘𝑚𝑚 , (0-5)

Чтобы явно выразить ( 𝑛
𝑘1…𝑘𝑚) через 𝑘1, … , 𝑘𝑚, заметим, что раскрытие 𝑛 скобок

(𝑎1 + … + 𝑎𝑚)(𝑎1 + … + 𝑎𝑚) … (𝑎1 + … + 𝑎𝑚)

заключается в выборе внутри каждойиз скобок какой-нибудь однойбуквыивыписыва-
нии их слева направо друг за другом в одно 𝑛-буквенное слово. Это надо сделать всеми
возможными способами и сложить все полученные слова. Подобные слагаемые, внося-
щие вклад в коэффициент при 𝑎𝑘11 𝑎𝑘22 … 𝑎𝑘𝑚𝑚 , суть слова, состоящие ровно из 𝑘1 букв 𝑎1,
𝑘2 букв 𝑎2, … , 𝑘𝑚 букв 𝑎𝑚. Количество таких слов легко подсчитать по формуле (0-4).
А именно, сделаем на время 𝑘1 букв 𝑎1 попарно разными, снабдив каждую из них до-
полнительным верхним индексом; аналогично поступим с 𝑘2 буквами 𝑎2, 𝑘3 буквами
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𝑎3 и т. д. В результате получим 𝑛 = 𝑘1 + … + 𝑘𝑚 попарно разных букв:

𝑎(1)
1 , 𝑎(2)

1 , … , 𝑎(𝑘1)
1⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑘1 меченых букв 𝑎1

, 𝑎(1)
2 , 𝑎(2)

2 , … , 𝑎(𝑘2)
2⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑘2 меченых букв 𝑎2

, … … … , 𝑎(1)
𝑚 , 𝑎(2)

𝑚 , … , 𝑎(𝑘𝑚)
𝑚⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑘𝑚 меченых букв 𝑎𝑚

.

Обозначим через 𝑋 множество всех 𝑛-буквенных слов, которые можно написать эти-
ми 𝑛 различными буквами, используя каждую букву ровно по одному разу. Как мы уже
знаем, |𝑋| = 𝑛!. В качестве 𝑌 возьмём интересующее нас множество слов из 𝑘1 одина-
ковых букв 𝑎1, 𝑘2 одинаковых букв 𝑎2, и т. д. и рассмотрим отображение 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌,
стирающее верхние индексы у всех букв. Оно эпиморфно, и полный прообраз каждого
слова 𝑦 ∈ 𝑌 состоит из 𝑘1!⋅𝑘2!⋅ … ⋅𝑘𝑚! слов, которые получаются из 𝑦 всевозможными
расстановками 𝑘1 верхних индексов у букв 𝑎1, 𝑘2 верхних индексов у букв 𝑎2, и т. д. По
формуле (0-4)

(
𝑛

𝑘1 … 𝑘𝑚) = 𝑛!
𝑘1! ⋅ 𝑘2! ⋅ … ⋅ 𝑘𝑚! . (0-6)

Тем самым, разложение (0-5) имеет вид

(𝑎1 + … + 𝑎𝑚)𝑛 = ∑
𝑘1+…+𝑘𝑚=𝑛

∀𝑖 0⩽𝑘𝑖⩽𝑛

𝑛! ⋅ 𝑎𝑘11 … 𝑎𝑘𝑚𝑚
𝑘1! ⋅ … ⋅ 𝑘𝑚! . (0-7)

Упражнение 0.7. Сколько всего слагаемых в правой части формулы (0-7) ?

В частности, при 𝑚 = 2 мы получаем известную формулу для раскрытия бинома с на-
туральным показателем1:

(𝑎 + 𝑏)𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑛!
𝑘!(𝑛 − 𝑘)! 𝑎

𝑘𝑏𝑛−𝑘 . (0-8)

При𝑚 = 2 мультиномиальный коэффициент ( 𝑛
𝑘,𝑛−𝑘) принято обозначать (𝑛𝑘) или 𝐶𝑘𝑛 и

называть 𝑘-тым биномиальным коэффициентом степени 𝑛 или числом сочетаний из 𝑛
по 𝑘. Он равен

(
𝑛
𝑘) = 𝐶𝑘𝑛 = 𝑛 ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ … ⋅ (𝑛 − 𝑘 + 1)

𝑘 ⋅ (𝑘 − 1) ⋅ … ⋅ 1
(сверху и снизу стоит по 𝑘 последовательно убывающих сомножителей).

Пример 0.3 (диаграммы Юнга)
Разбиение конечного множества 𝑋 = {1, 2, … , 𝑛} в объединение непересекающихся
подмножеств

𝑋 = 𝑋1 ⊔ 𝑋2 ⊔ … ⊔ 𝑋𝑘 (0-9)

1Это частный случай формулы Ньютона, которую мы обсудим в полной общности, когда будем зани-
маться степенными рядами.
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можно кодировать следующим образом. Занумеруем подмножества в порядке нестро-
гого убывания их размера и обозначим количество элементов в 𝑖-том подмножестве
через 𝜆𝑖 = |𝑋𝑖|. Получим невозрастающую последовательность чисел

𝜆 = (𝜆1, … , 𝜆𝑘) , 𝜆1 ⩾ 𝜆2 ⩾ … ⩾ 𝜆𝑘 ,

которая называетсяформой разбиения (0-9). Форму разбиения удобноизображать диа-
граммой Юнга — картинкой вида

, (0-10)

составленной из выровненных по левому краю горизонтальных клетчатых полосок, за-
нумерованных сверху вниз, так что в 𝑖-й сверху полоске 𝜆𝑖 клеток. Общее число клеток
в диаграмме 𝜆 называется её весом и обозначается |𝜆|, а количество строк называется
длиной и обозначается 𝓁(𝜆). Так, диаграмма Юнга (0-10) отвечает разбиению формы
𝜆 = (6, 5, 5, 3, 1), имеет вес |𝜆| = 20 и длину 𝓁(𝜆) = 5.

Упражнение 0.8. Подсчитайте количество всех диаграммЮнга, умещающихся в прямоуголь-
нике размером 𝑘 × 𝑛 клеток (включая пустую диаграмму и сам прямоугольник).

Будем называть заполнением диаграммы 𝜆множеством𝑋 из |𝑋| = |𝜆| элементов произ-
вольную расстановку этих элементов в клетки диаграммы по одному элементу в каж-
дую клетку. Таким образом, всякая диаграмма 𝜆 веса 𝑛 имеет 𝑛! различных заполнений
заданным 𝑛-элементным множеством 𝑋.

Объединяя элементы, стоящие в 𝑖-й строке диаграммы в одно подмножество 𝑋𝑖, мы
получаем разбиение множества 𝑋 в дизъюнктное объединение 𝑘 непересекающихся
подмножеств 𝑋1, … ,𝑋𝑘. Поскольку любое разбиение (0-9) заданной формы 𝜆 можно
получить таким образом, возникает сюрьективное отображение из множества запол-
нений диаграммы 𝜆 в множество разбиений множества 𝑋 формы 𝜆. Покажем, что все
слои этого отображения состоят из одного и того же числа элементов. Два заполнения
приводят к одинаковым разбиениям тогда и только тогда, когда они получаются друг
из друга перестановками элементов внутри строк и перестановками строк одинаковой
длинымежду собою как единого целого. Если обозначить через𝑚𝑖 = 𝑚𝑖(𝜆) число строк
длины1 𝑖 в диаграмме 𝜆, то перестановок первого типа будет ∏ 𝜆𝑖! = ∏𝑛

𝑖=1(𝑖!)𝑚𝑖 штук,
а второго типа — ∏𝑛

𝑖=1𝑚𝑖! штук. Так как все эти перестановки действуют независимо
друг от друга, каждый слой нашего отображения состоит из ∏𝑛

𝑖=1(𝑖!)𝑚𝑖𝑚𝑖! элементов.
Из формулы (0-4) вытекает

Предложение 0.3
Число разбиений 𝑛-элементного множества 𝑋 в дизъюнктное объединение 𝑚1 1-эле-
ментных,𝑚2 2-элементных, … ,𝑚𝑛 𝑛-элементных подмножеств равно

𝑛!
∏𝑛

𝑖=1𝑚𝑖! ⋅ (𝑖!)𝑚𝑖
. (0-11)

1Отметим, что многие𝑚𝑖 = 0, поскольку |𝜆| = 𝑛 = 𝑚1 + 2𝑚2 + … + 𝑛𝑚𝑛.
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0.4. Классыэквивалентности.Альтернативныйспособразбить заданноемножество𝑋
в дизъюнктное объединение подмножеств состоит в том, чтобы объявить элементы,
входящие в одно подмножество такого разбиения «эквивалентными». Формализуется
это так. Назовём бинарным отношением на множестве 𝑋 любое подмножество

𝑅 ⊂ 𝑋 × 𝑋 = {(𝑥1, 𝑥2) | 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋} .

Принадлежность пары (𝑥1, 𝑥2) отношению 𝑅 обычно записывают как 𝑥1 ∼
𝑅
𝑥2.

Например, на множестве целых чисел 𝑋 = ℤ имеются бинарные отношения

равенство 𝑥1 ∼
𝑅
𝑥2

def
⟺ 𝑥1 = 𝑥2 (0-12)

неравенство 𝑥1 ∼
𝑅
𝑥2

def
⟺ 𝑥1 ⩽ 𝑥2 (0-13)

делимость 𝑥1 ∼
𝑅
𝑥2

def
⟺ 𝑥1|𝑥2 (0-14)

сравнимость по модулю 𝑛 𝑥1 ∼
𝑅
𝑥2

def
⟺ 𝑥1 ≡ 𝑥2 (mod 𝑛) (0-15)

(последнее условие 𝑥1 ≡ 𝑥2 (mod 𝑛) читается как «𝑥1 сравнимо с 𝑥2 по модулю 𝑛» и по
определению означает, что 𝑥1 − 𝑥2 делится на 𝑛).

Определение 0.1
Бинарное отношение ∼

𝑅
называется эквивалентностью, если оно обладает следующи-

ми тремя свойствами:

рефлексивность : ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 𝑥∼
𝑅
𝑥

транзитивность : ∀ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ 𝑋 из 𝑥1 ∼
𝑅
𝑥2 и 𝑥2 ∼

𝑅
𝑥3 вытекает 𝑥1 ∼

𝑅
𝑥3

симметричность : ∀ 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 𝑥1 ∼
𝑅
𝑥2 ⟺ 𝑥2 ∼

𝑅
𝑥1.

Среди бинарных отношений (0-12) – (0-15) первое и последнее являются эквивалент-
ностями, а (0-13) и (0-14) не являются (они не симметричны).

Если множество 𝑋 разбито в объединение непересекающихся подмножеств, то от-
ношение 𝑥1 ∼ 𝑥2, означающее, что 𝑥1 и 𝑥2 лежат в одном и том же подмножестве этого
разбиения, очевидно, является эквивалентностью.

Наоборот, пустьнамножестве𝑋 заданоотношение эквивалентности𝑅. Рассмотрим
для каждого 𝑥 ∈ 𝑋 подмножество в 𝑋, состоящее из всех элементов, эквивалентных 𝑥.
Оно называется классом эквивалентности элемента 𝑥 и обозначается

[𝑥]𝑅 = {𝑧 ∈ 𝑋 | 𝑥∼
𝑅
𝑧} = {𝑧 ∈ 𝑋 | 𝑧∼

𝑅
𝑥}

(второе равенство выполняется благодаря симметричности отношения 𝑅). Любые два
класса [𝑥]𝑅 и [𝑦]𝑅 либо вообще не пересекаются, либо полностью совпадают. В самом
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деле, если существует элемент 𝑧, эквивалентный и 𝑥 и 𝑦, то в силу симметричности и
транзитивности отношения ∼

𝑅
элементы 𝑥 и 𝑦 будут эквивалентны между собой, а зна-

чит, любой элемент, эквивалентный 𝑥, будет эквивалентен также и 𝑦, и наоборот. Та-
ким образом, множество 𝑋 распадается в дизъюнктное объединение различных клас-
сов эквивалентности.

Множество классов эквивалентности по отношению 𝑅 ⊂ 𝑋 × 𝑋 обозначается 𝑋∕𝑅
и называется фактором множества 𝑋 по эквивалентности 𝑅. Сюрьекия

𝑓∶ 𝑋 ↠ 𝑋∕𝑅 , 𝑥 ↦ [𝑥]𝑅 , (0-16)

сопоставляющая каждому элементу 𝑥 ∈ 𝑋 его класс эквивалентности [𝑥]𝑅 ∈ 𝑋∕𝑅, на-
зывается отображением факторизации. Слои этого отображения суть классы эквива-
лентных элементов. Наоборот, любое сюрьективное отображение 𝑓∶ 𝑋 ↠ 𝑌 является
отображением факторизации по отношению эквивалентности 𝑥1 ∼ 𝑥2, означающему,
что 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2).

Пример 0.4 (классы вычетов)
Фиксируем ненулевое целое число 𝑛 ∈ ℤ. Фактор множества целых чисел ℤ по отноше-
нию сравнимости по модулю 𝑛 из (0-15) обозначается ℤ∕(𝑛). Мы будем записывать его
элементы символами [𝑧]𝑛, где 𝑧 ∈ ℤ, и опускать индекс 𝑛, когда понятно чему он равен.
Класс эквивалентности

[𝑧]𝑛 ≝ {𝑥 ∈ ℤ | (𝑧 − 𝑥) ⫶ 𝑛} (0-17)

называется классом вычетов по модулю 𝑛. Отображение факторизации

ℤ ↠ ℤ∕(𝑛) , 𝑧 ↦ [𝑧]𝑛
называется приведением по модулю 𝑛. Множество ℤ∕(𝑛) состоит из 𝑛 различных классов

[0]𝑛 , [1]𝑛 , … , [𝑛 − 1]𝑛 .

При желании их можно воспринимать как остатки от деления на 𝑛, но в практических
вычислениях удобнее работать с ними именно как с подмножествами в ℤ, поскольку
возможность по-разному записывать один и тот же класс часто упрощает вычисления.
Например, остаток от деления 12100 на 13 можно искать как

[12100]13 = [12]10013 = [−1]10013 = [(−1)100]13 = [1]13 . (0-18)

Упражнение 0.9.Докажите правомочность этого вычисления: проверьте, что классы вычетов
[𝑥 + 𝑦]𝑛 и [𝑥𝑦]𝑛 не зависят от выбора чисел 𝑥 ∈ [𝑥]𝑛 и 𝑦 ∈ [𝑦]𝑛, т. е. правила

[𝑥]𝑛 + [𝑦]𝑛 ≝ [𝑥 + 𝑦]𝑛 (0-19)

[𝑥]𝑛 ⋅ [𝑦]𝑛 ≝ [𝑥𝑦]𝑛 (0-20)

корректно определяют на множестве ℤ∕(𝑛) операции сложения и умножения1.

1Именно такое умножение [12]100 = [12] ⋅ [12] ⋅ … ⋅ [12]⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
100

= [12100] было использовано в (0-18).
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0.4.1. Неявное задание эквивалентности. Для любого семейства отношений эквива-
лентности 𝑅𝜈 ⊂ 𝑋 × 𝑋 пересечение ⋂𝜈 𝑅𝜈 ⊂ 𝑋 × 𝑋 также является отношением эквива-
лентности. В самом деле, если каждое из множеств 𝑅𝜈 ⊂ 𝑋 × 𝑋 содержит диагональ

𝛥 = {(𝑥, 𝑥) | 𝑥 ∈ 𝑋} ⊂ 𝑋 × 𝑋 ,

переходит в себя при симметрии (𝑥, 𝑦) ⇆ (𝑦, 𝑥) и вместе с каждой парой точек вида
(𝑥, 𝑦), (𝑦, 𝑧) содержит также и точку (𝑥, 𝑧), то этими свойствами обладает и пересечение
⋂𝜈 𝑅𝜈 всех этих множеств. Поэтому для любого подмножества 𝑅 ⊂ 𝑋 × 𝑋 существует

наименьшее по включению отношение эквивалентности𝑅, содержащее𝑅, а именно, пе-
ресечение всех содержащих 𝑅 отношений эквивалентности. Отношение 𝑅 называется
эквивалентностью, порождённой отношением 𝑅.

Упражнение 0.10. Проверьте, что (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 если и только если в 𝑋 существует такая конечная
последовательность точек 𝑥 = 𝑧0, 𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛 = 𝑦, что (𝑧𝑖−1, 𝑧𝑖) ∈ 𝑅 или (𝑧𝑖, 𝑧𝑖−1) ∈ 𝑅
при каждом 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.

К сожалению, по данному подмножеству 𝑅 ⊂ 𝑋 × 𝑋 не всегда легко судить о том, как
устроена порождённая им эквивалентность𝑅. Даже выяснить, не окажутся ли в резуль-
тате все точки эквивалентными друг другу может быть не просто.

Пример 0.5 (дроби)
Множество рациональных чисел ℚ обычно определяют как множество дробей 𝑎∕𝑏 с
𝑎, 𝑏 ∈ ℤ и 𝑏 ≠ 0. При этом под дробью понимается класс эквивалентности упорядочен-
ных пар (𝑎, 𝑏), где 𝑎 ∈ ℤ, 𝑏 ∈ ℤ −0, по минимальному отношению эквивалентности,
содержащему все отождествления

(𝑎, 𝑏) ∼ (𝑎𝑐, 𝑏𝑐) с произвольными 𝑐 ∈ ℤ −{0} . (0-21)

Отношения (0-21) выражают собою равенства дробей 𝑎∕𝑏 = (𝑎𝑐)∕(𝑏𝑐), но сами по се-
бе не образуют эквивалентности. Например, при 𝑎1𝑏2 = 𝑎2𝑏1 в двухшаговой цепочке
отождествлений (𝑎1, 𝑏1) ∼ (𝑎1𝑏2, 𝑏1𝑏2) = (𝑎2𝑏1, 𝑏1𝑏2) ∼ (𝑎2, 𝑏2) самый левый и самый
правый элементы могут не отождествляться напрямую по правилу (0-21), как, напри-
мер, 3∕6 и 5∕10. Поэтому эквивалентность, порождённая отождествлениями (0-21),
обязана содержать все отождествления

(𝑎1, 𝑏1) ∼ (𝑎2, 𝑏2) при 𝑎1𝑏2 = 𝑎2𝑏1 . (0-22)

Оказывается, что к этим отношениям больше уже ничего добавлять не надо.

Упражнение 0.11. Проверьте, что набор отношений (0-22) рефлексивен, симметричен и тран-
зитивен.

Тем самым, он являетсяминимальнымотношением эквивалентности, содержащимвсе
отождествления (0-21). Отметим, что если в отношениях (0-21) разрешить нулевые 𝑐,
то все пары (𝑎, 𝑏) окажутся эквивалентны паре (0, 0).
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0.5. Композиции отображений. Отображение 𝑋 → 𝑍, получающееся в результате по-
следовательного выполнения двух отображений 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌 и 𝑔∶ 𝑌 → 𝑍 называется
композицией отображений 𝑔 и 𝑓 и обозначается 𝑔 ∘ 𝑓 или просто 𝑔𝑓. Таким образом,
композиция 𝑔𝑓 определена если и только если образ 𝑓 содержится в множестве, на ко-
тором определено отображение 𝑔, и 𝑔𝑓∶ 𝑋 → 𝑍 , 𝑥 ↦ 𝑔(𝑓(𝑥)).

Хотя композицию и принято записывать точно так же, как умножение чисел, един-
ственным общим свойством этих операций является их ассоциативность или сочета-
тельный закон: композиция трёх последовательных отображений

𝑋 𝑓 //𝑌 𝑔 //𝑍 ℎ //𝑇 ,

как и произведение трёх чисел, не зависит от того, в каком порядке перемножаются по-
следовательные пары элементов, т. е. (ℎ𝑔)𝑓 = ℎ(𝑔𝑓), если хотя бы одна из двух частей
этого равенства определена. Действительно, в этом случае вторая часть тоже опреде-
лена, и обе части действуют на каждую точку 𝑥 ∈ 𝑋 по правилу 𝑥 ↦ ℎ(𝑔(𝑓(𝑥))).

В остальном алгебраические свойства композиции весьма далеки от привычных
свойств умножения чисел. Если композиция 𝑓𝑔 определена, то противоположная ком-
позиция 𝑔𝑓 часто бывает не определена. Даже если 𝑓,𝑔∶ 𝑋 → 𝑋 являются эндомор-
физмами одного и того же множества 𝑋, так что обе композиции 𝑓𝑔 и 𝑔𝑓 определены,
равенство 𝑓𝑔 = 𝑔𝑓 может не выполняться.

Упражнение 0.12. Рассмотрим на плоскости пару различных прямых 𝓁1, 𝓁2, пересекающихся
в точке 𝑂, и обозначим через 𝜎1 и 𝜎2 осевые симметрии относительно этих прямых. Явно
опишите движения плоскости, задаваемые композициями 𝜎1𝜎2 и 𝜎2𝜎1. При каком условии
на прямые выполняется равенство 𝜎1𝜎2 = 𝜎2𝜎1?

Общие множители тоже бывает нельзя сокращать, т. е. ни равенство 𝑓𝑔 = 𝑓ℎ, ни ра-
венство 𝑔𝑓 = ℎ𝑓, вообще говоря, не влекут равенства 𝑔 = ℎ.

Пример 0.6 (эндоморфизмы двухэлементного множества)
Двухэлементное множество 𝑋 = {1, 2} имеет ровно четыре эндоморфизма. Если ко-
дировать отображение 𝑓∶ 𝑋 → 𝑋 двубуквенным словом (𝑓(1), 𝑓(2)), как в прим. 0.1 на
стр. 7, то эти четыре эндоморфизма запишутся словами (1, 1), (1, 2) = Id𝑋, (2, 1) и (2, 2).
Все композиции между ними определены, и таблица композиций 𝑔𝑓 имеет вид:

𝑔⟍𝑓 (1, 1) (1, 2) (2, 1) (2, 2)
(1, 1) (1, 1) (1, 1) (1, 1) (1, 1)
(1, 2) (1, 1) (1, 2) (2, 1) (2, 2)
(2, 1) (2, 2) (2, 1) (1, 2) (1, 1)
(2, 2) (2, 2) (2, 2) (2, 2) (2, 2)

(0-23)

Обратите внимание на то, что (2, 2)∘(1, 1) ≠ (1, 1)∘(2, 2)и что (1, 1)∘(1, 2) = (1, 1)∘(2, 1),
хотя (1, 2) ≠ (2, 1), и (1, 1) ∘ (2, 2) = (2, 1) ∘ (2, 2), хотя (1, 1) ≠ (2, 1).

Лемма 0.1 (левые обратные отображения)
Если 𝑋 ≠ ∅, то следующие условия на отображение 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌 эквивалентны:
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1) 𝑓 инъективно

2) существует такое отображение 𝑔∶ 𝑌 → 𝑋, что 𝑔𝑓 = Id𝑋

3) для любых отображений 𝑔1,𝑔2 ∶ 𝑍 → 𝑋 из равенства 𝑓𝑔1 = 𝑓𝑔2 вытекает равен-
ство 𝑔1 = 𝑔2.

Доказательство. Импликация (1) ⇒ (2): для точек 𝑦 = 𝑓(𝑥) ∈ im 𝑓 положим 𝑔(𝑦) = 𝑥,
а в точках 𝑦 ∉ im 𝑓 зададим 𝑔 как угодно1. Импликация (2) ⇒ (3): если 𝑓𝑔1 = 𝑓𝑔2,
то умножая обе части слева на любое такое отображение 𝑔∶ 𝑌 → 𝑋, что 𝑔𝑓 = Id𝑋,
получаем 𝑔1 = 𝑔2. Импликация (3) ⇒ (1) доказывается от противного. Пусть 𝑥1 ≠ 𝑥2,
но 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2). Положим 𝑔1 = Id𝑋, и пусть 𝑔2 ∶ 𝑋 ⥲ 𝑋 переставляет между собою
точки 𝑥1, 𝑥2, а все остальные точки оставляет на месте. Тогда 𝑔1 ≠ 𝑔2, но 𝑓𝑔1 = 𝑓𝑔2.□

Определение 0.2
Отображение 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌, удовлетворяющее лем. 0.1, называется обратимым слева, и
всякое такое отображение 𝑔∶ 𝑌 → 𝑋, что 𝑔𝑓 = Id𝑋, называется левым обратным к 𝑓
или ретракцией 𝑌 на 𝑓(𝑋).

Упражнение 0.13. В условиях лем. 0.1 убедитесь, что вложение 𝑓 тогда и только тогда имеет
несколько различных левых обратных, когда оно не сюрьективно.

0.5.1. Правое обратное отображение и аксиома выбора. Стремление к гармонии вы-
зываетжеланиеиметь «правую»версиюлем. 0.1—хочется, чтобыследующиетри свой-
ства отображения 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌 тоже были эквивалентны:

1) 𝑓 сюрьективно

2) существует такое отображение 𝑔∶ 𝑌 → 𝑋, что 𝑓𝑔 = Id𝑌

3) для любых отображений 𝑔1,𝑔2 ∶ 𝑌 → 𝑍 из равенства 𝑔1𝑓 = 𝑔2𝑓 вытекает равен-
ство 𝑔1 = 𝑔2.

Отображение𝑓, удовлетворяющее свойству (2), называется обратимым справа, а такое
отображение 𝑔∶ 𝑌 → 𝑋, что 𝑓𝑔 = Id𝑌, называется правым обратным к 𝑓 или сечением
эпиморфизма 𝑓. Второе название связано с тем, что отображение 𝑔, удовлетворяющее
свойству (2), переводит каждую точку 𝑦 ∈ 𝑌 в точку 𝑔(𝑦) ∈ 𝑓−1(𝑦), лежащую в слое
отображения 𝑓 над точкой 𝑦.

В строгой теории множеств, углубления в которую мы пытаемся избежать, импли-
кация (1) ⇒ (2) постулируется в качестве одной из аксиом. Эта аксиома называется ак-
сиомой выбора и утверждает, что в каждом слое любого сюрьективного отображения
можно выбрать по элементу2.

1Например, отобразим их все в одну и ту же произвольно выбранную точку 𝑥 ∈ 𝑋.
2Иными словами, если имеется множество попарно непересекающихся множеств, то в каждомиз них

можно выбрать по элементу.
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Доказательствоимпликации (2)⇒ (3) полностьюсимметричнодоказательству ана-
логичной импликации из лем. 0.1: применяя отображения, стоящие в обеих частях ра-
венства 𝑔1𝑓 = 𝑔2𝑓, вслед за таким отображением 𝑔∶ 𝑌 → 𝑋, что 𝑓𝑔 = Id𝑌, получаем
равенство 𝑔1 = 𝑔2.

Импликация (3) ⇒ (1), как и в лем. 0.1, доказывается от противного: если 𝑦 ∉
im 𝑓, то свойство (3) не выполняется для отображения 𝑔1 = Id𝑌 и любого отображе-
ния 𝑔2 ∶ 𝑌 → 𝑌, переводящего точку 𝑦 в какую-нибудь точку из im 𝑓 и оставляющего
на месте все остальные точки.

Таким образом, перечисленные выше свойства (1) – (3) действительно эквивалент-
ны друг другу, если включить аксиому выбора в список свойств, определяющих множе-
ства.

0.5.2. Обратимые отображения. Если отображение 𝑔∶ 𝑋 ⥲ 𝑌 биективно, то прооб-
раз 𝑔−1(𝑦) ⊂ 𝑋 каждой точки 𝑦 ∈ 𝑌 состоит ровно из одной точки. В этом случае прави-
ло 𝑦 ↦ 𝑔−1(𝑦) определяет отображение 𝑔−1 ∶ 𝑌 → 𝑋, которое является одновременно
и левым, и правым обратным к 𝑔 в смысле опр. 0.2 и n∘ 0.5.1, т. е.

𝑔 ∘ 𝑔−1 = Id𝑌 и 𝑔−1 ∘ 𝑔 = Id𝑋 (0-24)

Отображение 𝑔−1 называется обратным к биективному отображению 𝑔.

Предложение 0.4
Следующие условия на отображение 𝑔∶ 𝑋 → 𝑌 эквивалентны друг другу:

1) 𝑔 взаимно однозначно

2) существует такое отображение 𝑔′ ∶ 𝑌 → 𝑋, что1 𝑔 ∘ 𝑔′ = Id𝑌 и 𝑔′ ∘ 𝑔 = Id𝑋

3) 𝑔 обладает левым и правым обратными отображениями2.

При выполнении этих условий все левые и правые обратные к 𝑔 отображения равны
друг другу и отображению 𝑔−1, описанному перед формулировкой предложения.

Доказательство.Импликация (1)⇒ (2) уже была установлена.Очевидно, что (2)⇒ (3).
Докажем, что (3) ⇒ (2). Если у отображения 𝑔∶ 𝑋 → 𝑌 есть левое обратное 𝑓∶ 𝑌 → 𝑋
и правое обратное ℎ∶ 𝑌 → 𝑋, то 𝑓 = 𝑓 ∘ Id𝑌 = 𝑓 ∘ (𝑔 ∘ ℎ) = (𝑓 ∘ 𝑔) ∘ ℎ = Id𝑋 ∘ ℎ = ℎ и
условие (2) выполнено для 𝑔′ = 𝑓 = ℎ. Остаётся показать, что (2) ⇒ (1), и 𝑔′ = 𝑔−1.
Так как 𝑔(𝑔′(𝑦)) = 𝑦 для любого 𝑦 ∈ 𝑌, прообраз 𝑔−1(𝑦) каждой точки 𝑦 ∈ 𝑌 содержит
точку 𝑔′(𝑦). C другой стороны, поскольку для всех 𝑥 ∈ 𝑔−1(𝑦) выполнено равенство
𝑥 = Id𝑋(𝑥) = 𝑔′(𝑔(𝑥)) = 𝑔′(𝑦), прообраз 𝑓−1(𝑦) состоит из единственной точки 𝑔′(𝑦),
т. е. 𝑔— биекция, и 𝑔′ = 𝑔−1. □

1Т. е. 𝑔′ двусторонне обратно к 𝑔.
2Обратите внимание, что совпадения левого обратного отображения с правым обратным отображе-

нием не требуется.
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0.6. Группы преобразований. Непустой набор 𝐺 взаимно однозначных отображений
множества 𝑋 в себя называется группой преобразований множества 𝑋, если вместе с
каждым отображением 𝑔 ∈ 𝐺 в 𝐺 лежит и обратное к нему отображение 𝑔−1, а вместе
с каждыми двумя отображениями 𝑓,𝑔 ∈ 𝐺 в 𝐺 лежит и их композиция 𝑓𝑔. Эти усло-
вия гарантируют, что тождественное преобразование Id𝑋 тоже лежит в 𝐺, поскольку
Id𝑋 = 𝑔−1𝑔 для любого 𝑔 ∈ 𝐺. Если группа преобразований 𝐺 конечна, число элемен-
тов в ней обозначается |𝐺| и называется порядком группы 𝐺. Если подмножество𝐻 ⊂ 𝐺
тоже является группой, то 𝐻 называются подгруппой группы 𝐺.

Пример 0.7 (группы перестановок)
Множество Aut(𝑋) всех взаимно однозначных отображений 𝑋 → 𝑋 является группой.
Эта группаназывается симметрической группойили группой перестановокмножества𝑋.
Все прочие группы преобразований множества 𝑋 являются подгруппами этой группы.
Группа перестановок 𝑛-элементного множества {1, 2, … , 𝑛} обозначается 𝑆𝑛 и назы-
вается 𝑛-й симметрической группой. Согласно предл. 0.2 на стр. 7 порядок |𝑆𝑛| = 𝑛!.
Перестановки

𝜎∶ {1, 2, … , 𝑛} → {1, 2, … , 𝑛}
принято записывать строчками 𝜎 = (𝜎1, … ,𝜎𝑛) их значений 𝜎𝑖 ≝ 𝜎(𝑖), как в прим. 0.1
на стр. 7. Например, перестановки 𝜎 = (3, 4, 2, 1) и 𝜏 = (2, 3, 4, 1) представляют собою
отображения

1

��
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��
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��
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��
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и

1

��

2

��

3

��

4

��
2 3 4 1

а их композиции записываются как 𝜎𝜏 = (4, 2, 1, 3) и 𝜏𝜎 = (4, 1, 3, 2).

Упражнение 0.14. Составьте таблицу умножения шести элементов группы 𝑆3, аналогичную
таблице (0-23) на стр. 14.

Пример 0.8 (абелевы группы)
Группа 𝐺, в которой любые два элемента 𝑓,𝑔 ∈ 𝐺 перестановочны, т. е. удовлетворяют
соотношению 𝑓𝑔 = 𝑔𝑓, называется коммутативной или абелевой. Примерами абеле-
вых групп являются группы параллельных переносов плоскости или пространства, а
также группа SO2 поворотов плоскости вокруг фиксированной точки. Для каждого на-
турального 𝑛 ⩾ 2 повороты на углы, кратные 2𝜋∕𝑛, образуют в группе SO2 конечную
подгруппу. Она называется циклической группой порядка 𝑛.

0.7. Частично упорядоченные множества. Бинарное отношение1 𝑥 ⩽ 𝑦 на множе-
стве 𝑍 называется частичным порядком, если оно рефлексивно и транзитивно2, но в
отличие от эквивалентности не симметрично, а кососимметрично, т. е. из 𝑥 ⩽ 𝑦 и 𝑦 ⩽ 𝑥
вытекает равенство 𝑥 = 𝑦. Если на множестве задан частичный порядок, мы пишем

1См. n∘ 0.4 на стр. 11.
2Ср. с опр. 0.1 на стр. 11.
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𝑥 < 𝑦, когда 𝑥 ⩽ 𝑦 и 𝑥 ≠ 𝑦. Частичный порядок на множестве 𝑍 называется линей-
ным (или просто порядком), если любые два элемента сравнимы, т. е. для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍
выполняется одно из трёх альтернативных условий: или 𝑥 < 𝑦, или 𝑥 = 𝑦, или 𝑦 < 𝑥.
Например, обычное неравенствомежду числами является линейнымпорядкомнамно-
жестве натуральных чиселℕ, тогда как отношение делимости 𝑛 ∣ 𝑚, означающее, что 𝑛
делит𝑚, задаёт наℕ частичный порядок, который не является линейным. Другим важ-
ным примером частичного, но не линейного порядка является отношение включения
𝑋 ⊆ 𝑌 на множестве 𝒮(𝑀) всех подмножеств заданного множества𝑀.

Упражнение 0.15 (предпорядок). Предпорядком на множестве 𝑍 называется любое рефлек-
сивное транзитивное бинарное отношение 𝑥 ≺ 𝑦. Убедитесь, что для каждого предпорядка
бинарное отношение 𝑥 ∼ 𝑦, означающее, что одновременно 𝑥 ≺ 𝑦 и 𝑦 ≺ 𝑥, является отно-
шением эквивалентности, и на факторе 𝑍∕∼ корректно определено1 бинарное отношение
[𝑥] ⩽ [𝑦], означающее, что 𝑥 ≾ 𝑦, которое является частичным порядком. Продумайте, как
всё это работает для отношения делимости 𝑛 ∣ 𝑚 на множестве целых чисел ℤ.

Множество 𝑃 с зафиксированным на нём частичным порядком называется частично
упорядоченным множеством, сокращённо— чумом. Если порядок линейный, чум𝑃 на-
зывается линейно упорядоченным. Всякое подмножество 𝑋 любого чума 𝑃 также явля-
ется чумом по отношению к частичному порядку, имеющемуся на 𝑃. Если этот инду-
цированный с 𝑃 порядок на 𝑋 оказывается линейным, подмножество 𝑋 ⊂ 𝑃 называют
цепью в чуме 𝑃. Элементы 𝑥, 𝑦 чума 𝑃 называются сравнимыми, если 𝑥 ⩽ 𝑦 или 𝑦 ⩽ 𝑥.
Если же ни одно из этих условий не выполняется, то 𝑥 и 𝑦 называются несравнимыми.
Несравнимые элементы автоматически различны. Частичный порядок линеен тогда и
только тогда, когда любые два элемента сравнимы.

Отображение 𝑓∶ 𝑀 → 𝑁 между чумами 𝑀, 𝑁 называется сохраняющим порядок2

или морфизмом чумов, если 𝑓(𝑥) ⩽ 𝑓(𝑦) для всех 𝑥 ⩽ 𝑦. Два чума 𝑀, 𝑁 называются
изоморфными, если имеется сохраняющая порядок биекция𝑀 ⥲ 𝑁. В таком случае мы
пишем𝑀 ≃ 𝑁. Отображение 𝑓 называется строго возрастающим, если 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑦) для
всех 𝑥 < 𝑦. Всякое сохраняющее порядок вложение является строго возрастающим.
Обратное справедливо для возрастающих отображений из линейного упорядоченного
множества, однако неверно в общем случае.

Элемент 𝑦 чума 𝑃 называется верхней гранью подмножества 𝑋 ⊂ 𝑃, если 𝑥 ⩽ 𝑦 для
всех 𝑥 ∈ 𝑋. Еслипри этом𝑦 ∉ 𝑋, то верхняя грань𝑦 называется внешней. В таком случае
для всех 𝑥 ∈ 𝑋 выполнено строгое неравенство 𝑥 < 𝑦.

Элемент𝑚∗ ∈ 𝑋 называется максимальным в подмножестве 𝑋 ⊂ 𝑃, если для 𝑥 ∈ 𝑋
неравенство 𝑚∗ ⩽ 𝑥 выполняется только при 𝑥 = 𝑚∗. Заметьте, что максимальный
элемент не обязан быть сравним со всеми элементами 𝑥 ∈ 𝑋 и, тем самым, может
не являться верхней гранью для 𝑋. Частично упорядоченное множество может иметь
несколько различных максимальных элементов или не иметь их вовсе, как, например,
чумℕ по отношениюк делимости или к обычному неравенству между числами. Линей-

1Т. е. выполнение или невыполнение условия 𝑥 ≾ 𝑦 не зависит от выбора представителей 𝑥 и 𝑦 в
классах [𝑥] и [𝑦].

2А также неубывающим или нестрого возрастающим.
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но упорядоченный чум имеет не более одного максимального элемента, и если такой
элемент существует, то он является верхней гранью.

Симметричным образом, элемент 𝑚∗ ∈ 𝑋 называется минимальным в 𝑋, если для
𝑥 ∈ 𝑋 неравенство𝑚∗ ⩾ 𝑥 выполняется только при 𝑥 = 𝑚∗. Аналогично определяются
и нижние грани, и всё сказанное выше о максимальных элементах и верхних гранях в
равной степени относится и к минимальным элементам и нижним граням.

0.8. Вполне упорядоченные множества. Линейно упорядоченное множество 𝑊 на-
зывается вполне упорядоченным, если каждое непустое подмножество 𝑆 ⊂ 𝑊 содержит
такой элемент 𝑠∗ ∈ 𝑆, что 𝑠∗ ⩽ 𝑠 для всех 𝑠 ∈ 𝑆. Этот элемент автоматически един-
ствен и называется начальным элементом подмножества 𝑆. Например, множество на-
туральных чисел ℕ со стандартным отношением неравенства между числами вполне
упорядочено, как и любое дизъюнктное объединение вида ℕ ⊔ ℕ ⊔ ℕ ⊔ …, в котором
все элементы каждой копиимножестваℕ полагаются строго большими всех элементов
всех предыдущих копий. Пустое множество тоже вполне упорядочено. Напротив, мно-
жествоℚ со стандартным отношением неравенства между числами не является вполне
упорядоченным.

Вполне упорядоченные множества замечательны тем, что их элементы можно ре-
курсивно перебрать точно также, как и элементы множества ℕ. А именно, пусть неко-
торое утверждение𝛷(𝑤) зависит от элемента𝑤 вполне упорядоченного множества𝑊.
Если 𝛷(𝑤) истинно для начального элемента 𝑤∗ множества 𝑊, и для каждого 𝑤 ∈ 𝑊
истинность утверждения 𝛷(𝑥) при всех 𝑥 < 𝑤 влечёт за собою истинность утвержде-
ния 𝛷(𝑤), то 𝛷(𝑤) истинно для всех 𝑤 ∈ 𝑊.

Упражнение 0.16. Убедитесь в этом.

Такой способ доказательства утверждения 𝛷(𝑤) для всех 𝑤 ∈ 𝑊 называется трансфи-
нитной индукцией. Используемые для индуктивного перехода подмножества, состоя-
щие из всех элементов, предшествующих данному элементу 𝑤, называются начальны-
ми интервалами частично упорядоченного множества𝑊 и обозначаются

[𝑤) ≝ {𝑥 ∈ 𝑊 | 𝑥 < 𝑤} .

Элемент 𝑤 ∈ 𝑊 называется точной верхней гранью начального интервала [𝑤) ⊂ 𝑊
и однозначно восстанавливается по интервалу [𝑤) как начальный элемент множества
𝑊 −[𝑤). Отметим, что начальный элемент 𝑤∗ ∈ 𝑊 является точной верхней гранью
пустого начального интервала [𝑤∗) = ∅.

Упражнение 0.17. Покажите, что собственное подмножество 𝐼 ⊊ 𝑊 тогда и только тогда яв-
ляется начальным интервалом вполне упорядоченного множества 𝑊, когда [𝑥) ⊂ 𝐼 для
каждого 𝑥 ∈ 𝐼, и в этом случае точная верхняя грань интервала 𝐼 однозначно восстанавли-
вается по 𝐼 как начальный элемент дополнения𝑊 −𝐼.

Между вполне упорядоченными множествами имеется отношение порядка 𝑈 ⩽ 𝑊,
означающее, что 𝑈 можно биективно и с сохранением порядка отобразить на 𝑊 или
на какой-нибудь начальный интервал [𝑤) ⊂ 𝑊. Если при этом 𝑈 и 𝑊 не изоморфны,
мы пишем 𝑈 < 𝑊. Хорошим упражнением на трансфинитную индукцию является
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Упражнение 0.18. Убедитесь, что для любой пары вполне упорядоченных множеств 𝑈,𝑊 вы-
полнено ровно одно из соотношений: или 𝑈 < 𝑊, или 𝑈 ≃ 𝑊, или𝑊 < 𝑈.

Классы изоморфных вполне упорядоченных множеств называют ординалами. Множе-
ство ℕ со стандартным порядком можно воспринимать как множество всех конечных
ординалов. Все остальные ординалы, включая ℕ, называются трансфинитными.

0.9. ЛеммаЦорна. Рассмотрим произвольное частично упорядоченное множество𝑃 и
обозначим через𝒲(𝑃) множество всех подмножеств𝑊 ⊂ 𝑃, которые вполне упорядо-
ченыимеющимся на𝑃 отношением 𝑥 ⩽ 𝑦. Множество𝒲(𝑃) непусто и содержит пустое
подмножество ∅ ⊂ 𝑃, а также все конечные цепи1 𝐶 ⊂ 𝑃, в частности, все элементы
множества 𝑃.
Лемма 0.2
Не существует такого отображения 𝜚∶ 𝒲(𝑃) → 𝑃, что 𝜚(𝑊) > 𝑤 для всех𝑊 ∈ 𝒲(𝑃) и
𝑤 ∈ 𝑊.

Доказательство. Пусть такое отображение 𝜚 существует. Назовём вполне упорядочен-
ное подмножество𝑊 ⊂ 𝑃 рекурсивным, если 𝜚([𝑤)) = 𝑤 для всех 𝑤 ∈ 𝑊. Например,
подмножество

{𝜚(∅), 𝜚({𝜚(∅)}), 𝜚({𝜚(∅), 𝜚({𝜚(∅)})}), … }
рекурсивно и его можно расширять дальше вправо, пока 𝑃 не исчерпается, что проти-
воречит наложенному на 𝜚 условию. Уточним сказанное. Если два рекурсивных вполне
упорядоченных подмножества имеют общий начальный элемент, то либо они совпада-
ют, либо одно из них является начальным интервалом другого.

Упражнение 0.19. Докажите это.

Обозначим через 𝑈 ⊂ 𝑃 объединение всех рекурсивных вполне упорядоченных под-
множеств в 𝑃 с начальным элементом 𝜚(∅).

Упражнение 0.20. Убедитесь, что подмножество 𝑈 ⊂ 𝑃 вполне упорядочено и рекурсивно.

Поскольку элемент 𝜚(𝑈) строго больше всех элементов из 𝑈, он не лежит в 𝑈. С другой
стороны,множество𝑊 = 𝑈∪{𝜚(𝑈)} вполне упорядочено, рекурсивно, и его начальным
элементом является 𝜚(∅). Следовательно,𝑊 ⊂ 𝑈, откуда 𝜚(𝑈) ∈ 𝑈. Противоречие. □
Предложение 0.5
Если каждое вполне упорядоченное подмножество чума 𝑃 имеет верхнюю грань2, то
в 𝑃 есть максимальный элемент3 (возможно не единственный).

Доказательство. Еслимаксимального элемента нет, то для любого 𝑝 ∈ 𝑃 имеется такой
элемент 𝑝′ ∈ 𝑃, что 𝑝 < 𝑝′. Тогда для каждого вполне упорядоченного подмножества
𝑊 ⊂ 𝑃 найдётся такой элемент 𝑤∗ ∈ 𝑃, что 𝑤 < 𝑤∗ для всех 𝑤 ∈ 𝑊. Сопоставляя
каждому𝑊 ∈ 𝒲 один4 из таких элементов 𝑤∗, мы получаем отображение 𝜚∶ 𝒲 → 𝑃,

1Т. е. конечные линейно упорядоченные подмножества.
2Т. е. для любого вполне упорядоченного𝑊 ⊂ 𝑃 найдётся такой 𝑝 ∈ 𝑃, что𝑤 ⩽ 𝑝 для всех𝑤 ∈ 𝑊.
3Т. е. такой 𝑝∗ ∈ 𝑃, что неравенство 𝑝∗ ⩽ 𝑥 выполняется в 𝑃 только для 𝑥 = 𝑝∗, см. последние два

абзаца перед n∘ 0.8 на стр. 19.
4Для этого придётся воспользоваться аксиомой выбора из n∘ 0.5.1 на стр. 15.
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которого не может быть по лем. 0.2. □

Определение 0.3 (полные чумы)
Частично упорядоченное множество называется полным, если каждая его цепь имеет
верхнюю грань.

Следствие 0.1 (лемма Цорна)
В каждом полном чуме есть максимальный элемент (возможно не единственный). □

Упражнение 0.21 (лемма Бурбаки – Витта о неподвижной точке). Пусть отображение из пол-
ного чума в себя 𝑓∶ 𝑃 → 𝑃 таково, что 𝑓(𝑥) ⩾ 𝑥 для всех 𝑥 ∈ 𝑃. Покажите, что существует
такое 𝑝 ∈ 𝑃, что 𝑓(𝑝) = 𝑝.

Упражнение 0.22 (теорема Цермелло). Докажите, что каждое множество можно вполне упо-
рядочить.

Упражнение 0.23 (теорема Хаусдорфа о максимальной цепи). Докажите, что в любом чуме
каждая цепь содержится в некоторой максимальной по включению цепи.



§1. Поля, коммутативные кольца и абелевы группы

1.1. Определения и примеры. Говоря вольно, поле представляет собою числовую область, где
определенычетыре стандартные арифметических операции: сложение, вычитание, умножение
и деление, которые обладают теми же свойствами, что и соответствующие действия над раци-
ональными числами. Точный перечень этих свойств идёт ниже.

Определение 1.1

Множество𝔽 с двумя операциями𝔽×𝔽 → 𝔽: сложением (𝑎, 𝑏) ↦ 𝑎+𝑏 и умножением (𝑎, 𝑏) ↦ 𝑎𝑏
называется полем, если выполняются следующие три набора аксиом:

свойства сложения

коммутативность: 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔽 (1-1)

ассоциативность: 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝔽 (1-2)

наличие нуля: ∃ 0 ∈ 𝔽 ∶ 𝑎 + 0 = 𝑎 ∀ 𝑎 ∈ 𝔽 (1-3)

наличие противоположных: ∀ 𝑎 ∈ 𝔽 ∃ (−𝑎) ∈ 𝔽 ∶ 𝑎 + (−𝑎) = 0 (1-4)

свойства умножения

коммутативность: 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔽 (1-5)

ассоциативность: 𝑎 (𝑏𝑐) = (𝑎𝑏) 𝑐 ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝔽 (1-6)

наличие единицы: ∃ 1 ∈ 𝔽 ∶ 1 𝑎 = 𝑎 ∀ 𝑎 ∈ 𝔽 (1-7)

наличие обратных: ∀ 𝑎 ∈ 𝔽 −0 ∃ 𝑎−1 ∈ 𝔽 ∶ 𝑎𝑎−1 = 1 (1-8)

свойства, связывающие сложение с умножением

дистрибутивность: 𝑎(𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝔽 (1-9)

нетривиальность: 0 ≠ 1 (1-10)

Пример 1.1 (поле из двух элементов)

Простейший объект, удовлетворяющий всем аксиомам из опр. 1.1 — это поле 𝔽2, состоящее
толькоиз двух таких элементов0и1, что0+1 = 1⋅1 = 1, а все остальные суммыипроизведения
равны нулю.

Упражнение 1.1. Проверьте, что 𝔽2 действительно является полем.

Элементы этого поля можно воспринимать как классы вычетов помодулю 2, т. е. «чётное» = 0 и
«нечётное» = 1, со сложением и умножением, заданными формулами (0-19) – (0-20) на стр. 12.
С другой стороны, элементы поля 𝔽2 могут интерпретироваться как «ложь» = 0 и «истина» = 1,
сложение — как логическое «исключающее или»1, а умножение — как логическое «и»2. При
такой интерпретации алгебраические вычисления в поле 𝔽2 превращаются в логические мани-
пуляции с высказываниями.

Упражнение 1.2. Напишите многочлен от 𝑥 с коэффициентами из поля 𝔽2, равный «не 𝑥», а

1Т. е. высказывание 𝐴 + 𝐵 истинно тогда и только тогда, когда истинно ровно одно из высказываний
𝐴, 𝐵. На языке формул: 0 + 1 = 1 + 0 = 1, а 0 + 0 = 1 + 1 = 0.

2Т. е. высказывание 𝐴 ⋅ 𝐵 истинно если и только если истинны оба высказывания 𝐴 и 𝐵 : 1 ⋅ 1 = 1, но
0 ⋅ 1 = 1 ⋅ 0 = 0 ⋅ 0 = 0.

22
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также многочлен от 𝑥 и 𝑦, равный «𝑥 или1 𝑦».

Пример 1.2 (рациональные числа)

Напомню2, что поле рациональных чиселℚ можно определить как множество дробей 𝑎∕𝑏, где
под «дробью» понимается класс эквивалентности упорядоченной пары (𝑎, 𝑏) с 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ и 𝑏 ≠ 0
по отношению (𝑎1, 𝑏1) ∼ (𝑎2, 𝑏2)при𝑎1𝑏2 = 𝑎2𝑏1, которое являетсяминимальнымотношением
эквивалентности3, содержащим все отождествления

𝑎
𝑏 = 𝑎𝑐

𝑏𝑐 ∀ 𝑐 ≠ 0 .

Сложение и умножение дробей определяется формулами

𝑎
𝑏 + 𝑐

𝑑 ≝ 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐
𝑏𝑑 , 𝑎

𝑏 ⋅ 𝑐
𝑑 ≝ 𝑎𝑐

𝑏𝑑 . (1-11)

Упражнение 1.3. Проверьте, что эти операции определены корректно (результат не зависит
от выбора представителей в классах) и удовлетворяют аксиомам поля.

Пример 1.3 (вещественные числа)

Множество вещественных чиселℝ определяется в курсе анализа несколькимиразличными спо-
собами: как множество классов эквивалентности десятичных4 дробей, как множество дедекин-
довых сечений упорядоченного множестваℚ, или как множество классов эквивалентности ра-
циональных последовательностей Коши. Мы полагаем, что читатель знаком с этими определе-
ниями и понимает, как они связаны друг с другом, либо скоро узнает об этом из курса анализа.
Какое бы описание множества ℝ ни использовалось, задание на нём сложения и умножения,
равно как и проверка аксиомиз опр. 1.1, требуют определённой умственной работы, также тра-
диционно проделываемой в курсе анализа.

1.1.1. Коммутативные кольца. Множество 𝐾 с операциями сложения и умножения назы-
вается коммутативным кольцом с единицей, если эти операции обладают всеми свойствами из
опр. 1.1 на стр. 22 за исключением свойства (1-8) существования мультипликативно обратных
элементов и условия 0 ≠ 1. Если, кроме этих двух аксиом из списка аксиом поля исключается
требование наличия единицы (1-7), то множество 𝐾 с двумя операциями, удовлетворяющими
оставшимся аксиомам, называется просто коммутативным кольцом. Примерами отличных от
полей колец с единицами являются кольцо целых чисел ℤ и кольцо многочленов с коэффициен-
тами в произвольном коммутативном кольце с единицей. Примеры коммутативных колец без
единицы доставляют чётные целые числа, многочлены с чётными целыми коэффициентами,
многочлены без свободного члена с коэффициентами в любом коммутативном кольце и т. п.

1.1.2. Абелевы группы. Множество 𝐴 с одной операцией 𝐴 × 𝐴 → 𝐴, удовлетворяющей
первым четырём аксиомам сложения из опр. 1.1, называется абелевой группой. Таким образом,
всякое коммутативное кольцо𝐾 является абелевой группой относительно операции сложения.
Эта группа называется аддитивной группой кольца. Пример абелевой группы, не являющейся
кольцом, доставляют векторы.

1Здесь имеется в виду обычное, не исключающее «или»: многочлен должен принимать значение 1
тогда и только тогда, когда хотя бы одна из переменных равна 1.

2См. прим. 0.5 на стр. 13.
3См. n∘ 0.4.1 на стр. 13.
4Или привязанных к какой-либо другой позиционной системе счисления, например, двоичных.
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Пример 1.4 (геометрические векторы)

Будем называть геометрическим вектором класс направленного отрезка (на плоскости или в
пространстве) по отношению эквивалентности, отождествляющему между собой все отрезки,
которые получающиеся друг из друга параллельным переносом. Нулевым вектором назовём
класс эквивалентности точки—это единственный вектор, имеющийнулевуюдлину ине имею-
щий направления. Сложение векторов определяется стандартным образом: надо выбрать пред-
ставителей векторов 𝑎 и 𝑏 так, чтобы конец 𝑎 совпал с началом 𝑏, и объявить 𝑎 + 𝑏 равным
вектору с началом в начале 𝑎 и концом в конце 𝑏. Коммутативность и ассоциативность этой
операции видны из рис. 1⋄1 и рис. 1⋄2.

𝑎

𝑏

𝑏

𝑎
𝑎

+
𝑏

𝑎 + 𝑏 𝑏 + 𝑐

𝑎

𝑏

𝑐

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
Рис. 1⋄1. Правило параллелограмма. Рис. 1⋄2. Правило четырёхугольника.

Нулевым элементом является нулевой вектор. Вектор −𝑎, противоположный вектору 𝑎, полу-
чается из вектора 𝑎 изменением его направления на противоположное.

Пример 1.5 (мультипликативная группа поля)

Четыре аксиомы умножения из опр. 1.1 на стр. 22 утверждают, то множество 𝔽× ≝ 𝔽 −0 всех
ненулевых элементов поля 𝔽 является абелевой группой относительно операции умножения.
Эту группу называют мультипликативной группой поля. Роль нуля из аддитивной группы 𝔽 в
мультипликативной группе 𝔽× исполняет единица. В абстрактной абелевой группе такой эле-
мент называется нейтральным. Мультипликативным аналогом перехода к противоположному
элементу является переход к обратному элементу.

Лемма 1.1

В любой абелевой группе 𝐴 нейтральный элемент единствен, и для каждого 𝑎 ∈ 𝐴 противопо-
ложный к 𝑎 элемент −𝑎 определяется по 𝑎 однозначно. В частности, −(−𝑎) = 𝑎.

Доказательство.Будем записывать операциюв𝐴 аддитивно. Если есть два нулевых элемента01
и 02, то 01 = 01+02 = 02 (первое равенство выплнено, так как 02 является нулевым элементом,
второе— поскольку нулевым элементом является 01). Если есть два элемента −𝑎 и −𝑎′, проти-
воположных к 𝑎, то −𝑎 = (−𝑎) + 0 = (−𝑎) + (𝑎+ (−𝑎′)) = ((−𝑎) + 𝑎) + (−𝑎′) = 0+ (−𝑎′) = −𝑎′.

□

Лемма 1.2

В любом коммутативном кольце для любого элемента 𝑎 выполняется равенство 0 ⋅ 𝑎 = 0, а в
любом коммутативном кольце с единицей— равенство (−1) ⋅ 𝑎 = −𝑎.

Доказательство. Так как 𝑎 ⋅ 0 = 𝑎 (0 + 0) = 𝑎 ⋅ 0 + 𝑎 ⋅ 0, прибавляя к обеим частям элемент,
противоположный к 𝑎 ⋅ 0, получаем 0 = 𝑎 ⋅ 0. Второе утверждение проверяется выкладкой
(−1) ⋅ 𝑎 + 𝑎 = (−1) ⋅ 𝑎 + 1 ⋅ 𝑎 = ((−1) + 1) ⋅ 𝑎 = 0 ⋅ 𝑎 = 0. □
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Замечание 1.1. Если в коммутативном кольце 𝐾 с единицей выполняется равенство 0 = 1, то 𝐾
состоит из одного нуля, так как для каждого 𝑎 ∈ 𝐾 имеем 𝑎 = 𝑎 ⋅ 1 = 𝑎 ⋅ 0 = 0. Образова-
ние, состоящее из одного нуля, согласно предыдущим определениям, является коммутативным
кольцом с единицей, но не полем.

1.1.3. Вычитание и деление.Из лем. 1.1 вытекает, что в любой абелевой группе корректно
определена разность любых двух элементов

𝑎 − 𝑏 ≝ 𝑎 + (−𝑏) . (1-12)

В частности, операция вычитания имеется в аддитивной группе любого коммутативного коль-
ца. В поле ненулевые элементы образуют абелеву группу по умножению. Поэтому в любом поле
имеется ровно один единичный элемент, и для любого ненулевого элемента 𝑎 обратный к нему
элемент 𝑎−1 однозначно определяется по 𝑎. Тем самым, в любом поле помимо сложения, умно-
жения и вычитания (1-12) имеется операция деления на любые ненулевые элементы

𝑎∕𝑏 ≝ 𝑎𝑏−1 , 𝑏 ≠ 0 . (1-13)

1.2. Делимость в кольце целых чисел.Основным отличием коммутативных колец с единицей
от полей является отсутствие обратных элементов к некоторым ненулевым элементам кольца.
Элемент 𝑎 коммутативного кольца 𝐾 c единицей называется обратимым, если в этом кольце
существует такой элемент 𝑎−1, что 𝑎−1𝑎 = 1. В противном случае элемент 𝑎 называется необра-
тимым. Например, в кольце ℤ обратимыми элементами являются только 1 и −1. В кольцеℚ[𝑥]
многочленов с рациональными коэффициентами обратимыми элементами являются ненуле-
вые константы (многочлены степени нуль) и только они.

Говорят, что элемент 𝑎 делится на элемент 𝑏, если в кольце существует такой элемент 𝑞,
что 𝑎 = 𝑏𝑞. Это записывается как 𝑏|𝑎 (читается «𝑏 делит 𝑎») или как 𝑎 ⫶ 𝑏 (читается «𝑎 делится
на 𝑏»). Отношение делимости тесно связано с решением линейных уравнений.

1.2.1. Уравнение 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 = 𝒌, НОД и НОК. Зафиксируем какие-нибудь целые числа 𝑎 и 𝑏
и обозначим через

(𝑎, 𝑏) ≝ {𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ} (1-14)

множество всех целых чисел, представимых в виде 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 с целыми 𝑥, 𝑦. Это множество за-
мкнуто относительно сложения и вместе с каждым своим элементом содержит все его целые
кратные. Кроме того, все числа из (𝑎, 𝑏) нацело делятся на каждый общий делитель чисел 𝑎 и 𝑏,
а сами 𝑎 и 𝑏 тоже входят в (𝑎, 𝑏). Обозначим через 𝑑 наименьшее положительное число в (𝑎, 𝑏).
Остаток от деления любого числа 𝑧 ∈ (𝑎, 𝑏) на 𝑑 лежит в (𝑎, 𝑏), поскольку представляется в ви-
де 𝑧 − 𝑘𝑑, где и 𝑧 и −𝑘𝑑 лежат в (𝑎, 𝑏). Так как этот остаток строго меньше 𝑑, он равен нулю.
Следовательно, (𝑎, 𝑏) совпадает с множеством всех чисел, кратных 𝑑.

Таким образом, число 𝑑 является общим делителем чисел 𝑎, 𝑏 ∈ (𝑎, 𝑏), представляется в
виде 𝑑 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 и делится на любой общий делитель чисел 𝑎 и 𝑏. При этом произвольное
число 𝑘 ∈ ℤ представляется в виде 𝑘 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 если и только если оно делится на 𝑑. Число 𝑑
называется наибольшим общим делителем чисел 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ и обозначается нод(𝑎, 𝑏).

Упражнение 1.4. Обобщите проделанные только что рассуждения: для любого конечного на-
бора чисел 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ ℤ укажите число 𝑑 ∈ ℤ, которое делит все 𝑎𝑖, делится на любой
их общий делитель и представляется в виде 𝑑 = 𝑎1𝑥1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑥𝑚 с целыми 𝑥𝑖. Покажите
также, что уравнение 𝑛 = 𝑎1𝑥1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑥𝑚 разрешимо относительно 𝑥𝑖 в кольце ℤ если и
только если 𝑛 ⫶ 𝑑.



26 §1Поля, коммутативные кольца и абелевы группы

Записывая числа 𝑎 и 𝑏 как 𝑎 = 𝛼𝑑, 𝑏 = 𝛽𝑑, где 𝑑 = нод(𝑎, 𝑏), мы заключаем, что число

𝑐 = 𝛼𝛽𝑑 = 𝛽𝑎 = 𝛼𝑏 (1-15)

делится на𝑎 ина 𝑏. Покажем, что 𝑐 делит все общие кратные чисел𝑎 и 𝑏. Пусть𝑚 = 𝑘𝑎 = 𝓁𝑏. Так
как нод(𝛼,𝛽) = 1, существуют такие 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, что 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = 1. Умножая обе части этого равен-
ства на𝑚, мы заключаем, что𝑚 = 𝑚𝛼𝑥+𝑚𝛽𝑦 = 𝓁𝑏𝛼𝑥+𝑘𝑎𝛽𝑦 = 𝑐(𝓁𝑥+𝑘𝑦), как и утверждалось.
Число 𝑐 называется наименьшим общим кратным чисел 𝑎 и 𝑏 и обозначается нок(𝑎, 𝑏).

Упражнение 1.5. Убедитесь, что все целые решения (𝑥, 𝑦) уравнения 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑘 имеют вид
𝑥 = 𝑥0 + 𝑛𝛽, 𝑦 = 𝑦0 − 𝑛𝛼, где 𝛼 и 𝛽 те же, что и выше, (𝑥0, 𝑦0) — какое-то одно решение, а
𝑛 ∈ ℤ— любое.

1.2.2. Алгоритм Евклида – Гаусса.Найти нод(𝑎, 𝑏) для данных 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ и представить его в
виде нод(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 с целыми 𝑥, 𝑦 можно следующим образом. Составим таблицу

(
𝑎 1 0
𝑏 0 1) (1-16)

и будем преобразовывать её строки, поэлементно прибавляя к одной строке другую, умножен-
нуюнаподходящее целое число так, чтобыодиниз элементов первого столбца каждыйраз стро-
го уменьшался по абсолютной величине. Это возможно до тех пор, пока один из элементов в
первом столбце не обнулится. После этого, меняя при необходимости строки местами и/или
меняя знак у всех элементов одной из строк, можем переписать полученную таблицу в виде

(
𝑑 𝑥 𝑦
0 𝑘 𝓁) , (1-17)

где 𝑥, 𝑦, 𝑘, 𝓁 ∈ ℤ и 𝑑 ∈ ℕ. Это означает, что нод(𝑎, 𝑏) = 𝑑 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦, а нок(𝑎, 𝑏) = |𝑘𝑎| = |𝓁𝑏|,
причём нод(𝑘, 𝓁) = 1. Например, для чисел 𝑎 = 5 073 и 𝑏 = 1 064 получаем1:

(
5 073 1 0
1 064 0 1) (1) ↦ (1) − 5 ⋅ (2)

(
−247 1 −5
1 064 0 1 ) (2) ↦ (2) + 4 ⋅ (1)

(
−247 1 −5
76 4 −19) (1) ↦ (1) + 3 ⋅ (2)

(
−19 13 −62
76 4 −19) (2) ↦ (2) + 4 ⋅ (1)

(
−19 13 −62
0 56 −267) (1) ↦ −(1)

(
19 −13 62
0 56 −267) .

Тем самым, нод(5 073, 1 064) = 19 = −13 ⋅ 5 073 + 62 ⋅ 1 064, нок(5 073, 1 064) = 5 073 ⋅ 56 =
= 1 064 ⋅ 267.

1Запись вроде (1) ↦ (1) − 5 ⋅ (2) означает, что к 1-й строке прибавляется 2-я, умноженная на −5.
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Упражнение 1.6. Убедитесь, что в каждой возникающей по ходу вычисления таблице

(
𝑚 𝑥 𝑦
𝑛 𝑠 𝑡)

кроме, может быть, итоговой (полученной перестановкой строк и/или сменой знака в од-
ной из строк) выполняются равенства𝑚 = 𝑥𝑎 + 𝑏𝑦, 𝑛 = 𝑎𝑠 + 𝑏𝑡 и 𝑥𝑡 − 𝑦𝑠 = 1.

Из упражнения вытекает, что элементы возникающей в конце вычисления таблице вида

(
𝑑′ 𝑥 𝑦
0 𝑠 𝑡) или (

0 𝑠 𝑡
𝑑′ 𝑥 𝑦)

(где 𝑑′ ∈ ℤ может отличаться от итогового 𝑑 ∈ ℕ лишь знаком) выполняются равенства

𝑑′ = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 , 𝑠𝑎 = −𝑡𝑏 , 𝑡𝑥 − 𝑠𝑦 = 1 . (1-18)

Из первого следует, что 𝑑′ делится на все общие делители чисел 𝑎 и 𝑏. Умножая последнее ра-
венство на 𝑎 и на 𝑏 и пользуясь первыми двумя равенствами, заключаем, что

𝑎 = 𝑎𝑡𝑥 − 𝑎𝑠𝑦 = 𝑎𝑡𝑥 + 𝑏𝑡𝑦 = 𝑡𝑑′ и 𝑏 = 𝑏𝑡𝑥 − 𝑏𝑠𝑦 = −𝑎𝑠𝑥 − 𝑏𝑠𝑦 = −𝑠𝑑′

оба делятся на 𝑑′, откуда 𝑑 = |𝑑′| = нод(𝑎, 𝑏). Второе равенство (1-18) показывает, что число
𝑐′ = 𝑠𝑎 = −𝑡𝑏 является общимкратным𝑎 и 𝑏. Умножая третье равенство (1-18) на любое общее
кратное𝑚 = 𝑘𝑎 = 𝓁𝑏 чисел 𝑎 и 𝑏, убеждаемся, что𝑚 = 𝑚𝑡𝑥−𝑚𝑠𝑦 = 𝓁𝑏𝑡𝑥−𝑘𝑎𝑠𝑦 = −𝑐′(𝓁𝑥+𝑘𝑦)
делится на 𝑐′, откуда 𝑐 = |𝑐′| = нок(𝑎, 𝑏).

Замечание 1.2. С вычислительной точки зрения отыскание нод(𝑎, 𝑏) и нок(𝑎, 𝑏) по алгоритму
Евклида – Гаусса несопоставимо быстрее разложения чисел 𝑎 и 𝑏 на простые множители. Чита-
телю предлагается убедиться в этом, попробовав вручную разложить на простые множители
числа 10 203 и 4 687. Вычисление по алгоритму Евклида – Гаусса занимает 6 строк:

(
10 203 1 0
4 687 0 1) (1) ↦ (1) − 2 ⋅ (2)

(
829 1 −2
4 687 0 1 ) (2) ↦ (2) − 6 ⋅ (1)

(
829 1 −2

−287 −6 13) (1) ↦ (1) + 3 ⋅ (2)

(
−32 −17 37

−287 −6 13) (2) ↦ (2) − 9 ⋅ (1)

(
−32 −17 37
1 147 −320) (1) ↦ (1) + 32 ⋅ (2)

(
0 4 687 10 203
1 147 −320 ) ,

(1-19)

откуда нод(10 203, 4 687) = 1 = 147 ⋅ 10 203− 320 ⋅ 4 687, нок(10 203, 4 687) = 10 203 ⋅ 4 687.
Если известно произведение двух очень больших простых чисел, то извлечь из него сами эти
числа за разумное время не под силу даже мощным компьютерам. Это обстоятельство лежит в
основе многих популярных систем шифрования данных.
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1.3. Взаимная простота. Выше мы видели, что в кольце ℤ условие нод(𝑎, 𝑏) = 1 равносиль-
но разрешимости в целых числах уравнения 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 1. Числа 𝑎, 𝑏, обладающие этим свой-
ством, называются взаимно простыми. В произвольном коммутативном кольце 𝐾 с единицей
из разрешимости уравнения 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 1 также вытекает отсутствие у элементов 𝑎 и 𝑏 необ-
ратимых общих делителей: если 𝑎 = 𝑑𝛼, 𝑏 = 𝑑𝛽, и 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 1, то 𝑑(𝛼 + 𝛽) = 1 и 𝑑 обра-
тим. Однако, отсутствие у 𝑎 и 𝑏 необратимых общих делителей, вообще говоря, не гарантирует
разрешимости уравнения 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 1. Например, в кольце многочленов от двух переменных
ℚ[𝑥, 𝑦] одночлены 𝑥 и 𝑦 не имеют общих делителей, отличных от констант, однако равенство
𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ 𝑥 + 𝑔(𝑥, 𝑦) ⋅ 𝑦 = 1 невозможно ни при каких 𝑓,𝑔 ∈ ℚ[𝑥, 𝑦].

Упражнение 1.7. Объясните почему.

Оказывается, что именно разрешимость уравнения 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 1 влечёт за собою наличие у
элементов 𝑎, 𝑏 многих приятных свойств, которыми обладают взаимно простые целые числа.

Определение 1.2

Элементы 𝑎 и 𝑏 произвольного коммутативного кольца 𝐾 с единицей называются взаимно про-
стыми, если уравнение 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 1 разрешимо в 𝐾 относительно 𝑥 и 𝑦.

Лемма 1.3

В произвольном коммутативном кольце 𝐾 с единицей для любого 𝑐 ∈ 𝐾 и любых взаимно про-
стых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 справедливы импликации:

(1) если 𝑎𝑐 делится на 𝑏, то 𝑐 делится на 𝑏
(2) если 𝑐 делится и на 𝑎, и на 𝑏, то 𝑐 делится и на 𝑎𝑏.

Кроме того, если 𝑎 ∈ 𝐾 взаимно прост с каждым из элементов 𝑏1, … , 𝑏𝑛, то он взаимно прост и
с их произведением 𝑏1 … 𝑏𝑚.

Доказательство. Умножая обе части равенства 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 1 на 𝑐, получаем соотношение

𝑐 = 𝑎𝑐𝑥 + 𝑏𝑐𝑦 ,

из которого вытекают обе импликации (1), (2). Если ∀ 𝑖 ∃ 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 ∈ 𝐾∶ 𝑎𝑥𝑖 + 𝑏𝑖𝑦𝑖 = 1, то пе-
ремножая все эти равенства и раскрывая скобки, получим в левой части сумму, в которой все
слагаемые, кроме (𝑏1 … 𝑏𝑛) ⋅ (𝑦1 … 𝑦𝑛), делятся на 𝑎. Вынося 𝑎 за скобку, приходим к соотноше-
нию 𝑎 ⋅ 𝑋 + (𝑏1 … 𝑏𝑛) ⋅ (𝑦1 … 𝑦𝑛) = 1. □

Упражнение 1.8. Пользуясь лем. 1.3, докажите следующую теорему об однозначности разло-
жения на простые множители в кольце ℤ: всякое необратимое целое число 𝑧 ≠ 0 является
произведением конечного числа простых1, причём любые два таких представления

𝑝1 … 𝑝𝑘 = 𝑧 = 𝑞1 … 𝑞𝑚

имеют одинаковое число сомножителей 𝑘 = 𝑚, и эти сомножителиможно перенумеровать
так, чтобы 𝑝𝑖 = ±𝑞𝑖 для всех 𝑖.

Замечание 1.3. (нод и нок в произвольном кольце) В произвольном коммутативном кольце𝐾
принято называть наибольшим общим делителем элементов 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 любой элемент 𝑑 ∈ 𝐾,

1Напомним, что ненулевое необратимое целое число называется простым, если оно не раскладыва-
ется в произведение двух необратимых целых чисел.
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который делит 𝑎 и 𝑏 и делится на все их общие делители. Это определение не гарантирует ни
существования, ни единственности наибольшего общего делителя, ни его представимости в
виде 𝑑 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦. Аналогично, наименьшим общим кратным элементов 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 называется
любой элемент 𝑐 ∈ 𝐾, который делится на 𝑎 и 𝑏 и делит все их общие кратные. Такого элемента
тоже может не быть, а если он есть, то не обязательно единствен.

1.4. Кольцо вычетов ℤ∕(𝒏). Напомню1, что числа 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ называются сравнимыми по моду-
лю 𝑛, что записывается как 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑛), если их разность 𝑎 − 𝑏 делится на 𝑛. Сравнимость
по модулю 𝑛 является отношением эквивалентности2 и разбивает множество целых чисел на
непересекающиеся классы сравнимых по модулю 𝑛 чисел. Эти классы называются классами вы-
четов по модулю 𝑛, а их совокупность обозначается через ℤ∕(𝑛). Мы будем писать [𝑎]𝑛 ∈ ℤ∕(𝑛)
для обозначения класса, содержащего число 𝑎 ∈ ℤ. Такое обозначение не однозначно: разные
числа 𝑥 ∈ ℤ и 𝑦 ∈ ℤ задают один и тот же класс [𝑥]𝑛 = [𝑦]𝑛 если и только если 𝑥 = 𝑦 + 𝑑𝑛
для некоторого 𝑑 ∈ ℤ. Всего в ℤ∕(𝑛) имеется 𝑛 различных классов: [0]𝑛, [1]𝑛, … , [(𝑛 − 1)]𝑛.
Сложение и умножение классов вычетов задаётся правилами:

[𝑎] + [𝑏] ≝ [𝑎 + 𝑏] , [𝑎] ⋅ [𝑏] ≝ [𝑎𝑏] . (1-20)

Согласно упр. 0.9 на стр. 12, эти операции определены корректно3. Они очевидным образом
удовлетворяют аксиомам коммутативного кольца с единицей— формулы (1-20) сводят опера-
ции над вычетами к операциям над целыми числами, для которых аксиомы выполнены.

1.4.1. Делители нуля и нильпотенты. В ℤ∕(10) произведение классов [2] и [5] равно нулю,
хотя каждый из них отличен от нуля, а в кольце ℤ∕(8) ненулевой класс [2] имеет нулевой куб
[2]3 = [8] = [0]. Элемент 𝑎 произвольного коммутативного кольца 𝐾 называется делителем
нуля, если 𝑎𝑏 = 0 для некоторого ненулевого 𝑏 ∈ 𝐾. Тривиальным делителем нуля является
нуль. Обратимый элемент 𝑎 ∈ 𝐾 не может быть делителем нуля, поскольку, умножая обе части
равенства 𝑎𝑏 = 0 на 𝑎−1, мы получаем 𝑏 = 0. Тем самым, кольцо с ненулевыми делителями нуля
неможет быть полем. Кольцо с единицей без ненулевых делителей нуля называется целостным.

Элемент 𝑎 кольца 𝐾 называется нильпотентом, если 𝑎𝑛 = 0 для некоторого 𝑛 ∈ ℕ. Триви-
альным нильпотентом является нуль. Всякий нильпотент автоматически делит нуль. Кольцо с
единицей без ненулевых нильпотентов называется приведённым. Например, каждое целостное
кольцо приведено.

1.4.2. Обратимые элементы кольца вычетов. Обратимость класса [𝑚]𝑛 ∈ ℤ∕(𝑛) означает
существование такого класса [𝑥]𝑛, что [𝑚]𝑛[𝑥]𝑛 = [𝑚𝑥]𝑛 = [1]𝑛. Последнее равенство равно-
сильно наличию таких 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, что 𝑚𝑥 + 𝑛𝑦 = 1 в ℤ. Тем самым, класс [𝑚]𝑛 обратим в ℤ∕(𝑛)
если и только если нод(𝑚, 𝑛) = 1 в кольце ℤ.

Проверить, обратим ли данный класс [𝑚]𝑛, и если да, вычислить [𝑚]−1
𝑛 , можно при помощи

алгоритма Евклида – Гаусса4. Так, проделанное в форм. (1-19) на стр. 27 вычисление показыва-
ет, что класс [10 203] обратим в ℤ∕(4 687) и 10 203−1 = 147 (mod 4 687), а класс [4 687] обратим
в ℤ∕(10 203) и 4 687−1 = −320 (mod 10 203).

1См. прим. 0.4 на стр. 12.
2См. n∘ 0.4 на стр. 11.
3Т. е. не зависят от способа записи классов или, что то же самое — от выбора представителей 𝑎 ∈ [𝑎]

и 𝑏 ∈ [𝑏].
4См. n∘ 1.2.2 на стр. 26.
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Обратимые элементы кольца ℤ∕(𝑛) образуют мультипликативную абелеву группу. Она на-
зывается группой обратимых вычетов помодулю 𝑛 и обозначаетсяℤ∕(𝑛)×. Порядок этой группы
равен количеству натуральных чисел, меньших 𝑛 и взаимно простых с 𝑛. Он обозначается

𝜑(𝑛) ≝ |ℤ∕(𝑛)×|

и называется функцией Эйлера числа 𝑛 ∈ ℤ.

Пример 1.6 (теорема Эйлера и порядок обратимого вычета)

Умножение на фиксированный обратимый вычет [𝑎] ∈ ℤ∕(𝑛)× задаёт биекцию1

𝑎∶ ℤ∕(𝑛)× ⥲ ℤ∕(𝑛)× , [𝑥] ↦ [𝑎𝑥] , (1-21)

обратной к которой является умножение на вычет [𝑎]−1. Последовательно применяя отображе-
ние (1-21) к произвольному элементу [𝑧] ∈ ℤ∕(𝑛)×, получаем цепочку его образов

[𝑧] 𝑎↦ [𝑎𝑧] 𝑎↦ [𝑎2𝑧] 𝑎↦ [𝑎3𝑧] 𝑎↦ … , (1-22)

которые начнут повторяться, ибо множество вычетов конечно. В силу биективности отобра-
жения (1-21), самым первым повторно встретившимся элементом цепочки (1-22) станет её на-
чальный элемент [𝑧], т. е. цепочка (1-22) является циклом. В силу всё тойже биективности отоб-
ражения (1-21) два таких цикла, проходящие через классы [𝑥] и [𝑦], либо не пересекаются, либо
полностью совпадают. Кроме того, все циклы имеют одинаковую длину.

Упражнение 1.9. Убедитесь, что отображения умножения на [𝑥]−1[𝑦] и на [𝑦]−1[𝑥] суть взаим-
но обратные биекции между циклами, проходящими через классы [𝑥] и [𝑦].

Мы заключаем, что ℤ∕(𝑛)× распадается в объединение непересекающихся циклов (1-22) одина-
ковой длины𝑚, которая таким образом является делителем числа𝜑(𝑛) = |ℤ∕(𝑛)×|. Умножая обе
части равенства [𝑧] = [𝑎]𝑚[𝑧] на [𝑧]−1, получаем [𝑎𝑚] = [1], откуда и [𝑎𝜑(𝑛)] = [1]. Иными сло-
вами, для любых взаимно простых целых чисел 𝑎 и 𝑛 выполняется сравнение 𝑎𝜑(𝑛) ≡ 1 (mod 𝑛).
Этот факт известен как теорема Эйлера. Число𝑚 однозначно характеризуется как наименьшее
такое 𝑘 ∈ ℕ, что [𝑎]𝑘 = 1, и называется порядком обратимого вычета [𝑎] ∈ ℤ∕(𝑛)×. Как мы
видели, порядок каждого обратимого вычета в ℤ∕(𝑛)× делит 𝜑(𝑛).

1.4.3. Поля вычетов 𝔽𝒑 = ℤ∕(𝒑). Из сказанного в начале n∘ 1.4.2 вытекает, что кольцо вы-
четов ℤ∕(𝑛) является полем тогда и только тогда, когда 𝑛 является простым числом. В самом
деле, если 𝑛 = 𝑚𝑘 составное, ненулевые классы [𝑚], [𝑘] ∈ ℤ∕(𝑛) делят нуль и не могут быть об-
ратимы. Напротив, если 𝑝 простое, то нод(𝑚, 𝑝) = 1 для всех𝑚, не кратных 𝑝, и значит, каждый
ненулевой класс [𝑚] ∈ ℤ∕(𝑝) обратим. Поле ℤ∕(𝑝), где 𝑝 простое, принято обозначать 𝔽𝑝.

Пример 1.7 (бином Ньютона по модулю 𝑝)

В поле 𝔽𝑝 = ℤ∕(𝑝) выполняется замечательное равенство

1 + 1 + ⋯ + 1⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑝 раз

= 0 . (1-23)

Из него вытекает, что для любых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔽𝑝 выполняется равенство

(𝑎 + 𝑏)𝑝 = 𝑎𝑝 + 𝑏𝑝 . (1-24)

1См. n∘ 0.5.2 на стр. 16.
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В самом деле, раскрывая скобки в биноме (𝑎+ 𝑏)𝑝, мы для каждого 𝑘 получим (𝑝𝑘) = 𝑝!
𝑘!(𝑝−𝑘)! од-

ночленов 𝑎𝑘𝑏𝑝−𝑘, сумма которых равна (1+…+1)⋅𝑎𝑘𝑏𝑝−𝑘, где внутри скобок складываются (𝑝𝑘)
единиц поля 𝔽𝑝. Такая сумма равна нулю при 0 < 𝑘 < 𝑝 в силу следующей леммы.

Лемма 1.4

При простом 𝑝 и любом натуральном 𝑘 в пределах 1 ⩽ 𝑘 ⩽ (𝑝 − 1) биномиальный коэффици-
ент (𝑝𝑘) делится на 𝑝.

Доказательство. Так как число 𝑝 взаимно просто со всеми числами от 1 до 𝑝−1, оно по лем. 1.3
взаимно просто с произведением 𝑘!(𝑝−𝑘)!. Поскольку 𝑝! делится на 𝑘!(𝑝−𝑘)!, из тойже лем. 1.3
следует, что (𝑝 − 1)! делится на 𝑘!(𝑝 − 𝑘)!, а значит, (𝑝𝑘) = 𝑝!

𝑘!(𝑝−𝑘)! делится на 𝑝. □

Следствие 1.1 (малая теорема Ферма)

Для любого 𝑎 ∈ ℤ и любого простого 𝑝 ∈ ℕ выполняется сравнение 𝑎𝑝 ≡ 𝑎 (mod 𝑝).

Доказательство. Надо показать, что [𝑎𝑝] = [𝑎] в поле 𝔽𝑝. Согласно (1-24)

[𝑎]𝑝 = ([1] + … + [1]⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑎 раз

)
𝑝 = [1]𝑝 + … + [1]𝑝⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑎 раз

= [1] + … + [1]⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑎 раз

= [𝑎] .
□

Упражнение 1.10. Выведите малую теорему Ферма из теоремы Эйлера1.

Упражнение 1.11. Покажите, что (𝑚𝑝𝑛
𝑝𝑛 ) ≡ 𝑚 (mod 𝑝) для простого 𝑝 ∤ 𝑚.

1.5. Гомоморфизмы. Отображение абелевых групп 𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 называется гомоморфизмом,
если для любых 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴 в группе 𝐵 выполнено соотношение

𝜑(𝑎1 + 𝑎2) = 𝜑(𝑎1) + 𝜑(𝑎2) . (1-25)

В частности, этим условиям удовлетворяет нулевой (или тривиальный) гомоморфизм, отобра-
жающий все элементы 𝐴 в нулевой элемент 𝐵.

Упражнение 1.12. Убедитесь, что композиция2 гомоморфизмов — это тоже гомоморфизм.

Любой гомоморфизм 𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 переводит нулевой элемент группы 𝐴 в нулевой элемент груп-
пы 𝐵, так как из равенств 𝜑(0) = 𝜑(0 + 0) = 𝜑(0) + 𝜑(0) вытекает, что 0 = 𝜑(0). Выкладка

𝜑(𝑎) + 𝜑(−𝑎) = 𝜑(𝑎 + (−𝑎)) = 𝜑(0) = 0

показывает, что 𝜑(−𝑎) = −𝜑(𝑎). Тем самым, образ im𝜑 = 𝜑(𝐴) ⊂ 𝐵 любого гомоморфизма
𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 является абелевой подгруппой в 𝐵.

1.5.1. Ядро. Полный прообраз нулевого элемента группы 𝐵 при гомоморфизме 𝜑∶ 𝐴 → 𝐵
называется ядром гомоморфизма 𝜑 и обозначается

ker𝜑 = 𝜑−1(0) = {𝑎 ∈ 𝐴 | 𝜑(𝑎) = 0} .

Ядро образует в 𝐴 подгруппу, так как из равенств 𝜑(𝑎1) = 0 и 𝜑(𝑎2) = 0 вытекает равенство

𝜑(𝑎1 ± 𝑎2) = 𝜑(𝑎1) ± 𝜑(𝑎2) = 0 ± 0 = 0 .
1См. прим. 1.6 на стр. 30.
2См. n∘ 0.5 на стр. 14.
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Предложение 1.1

Каждый непустой слой1 гомоморфизма абелевых групп 𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 является сдвигом его ядра:

𝜑−1(𝜑(𝑎)) = 𝑎 + ker𝜑 = {𝑎 + 𝑎′ | 𝑎′ ∈ ker𝜑} для всех 𝑎 ∈ 𝐴.

В частности, все непустые слои находятся в биекции друг с другом, и инъективность гомомор-
физма 𝜑 равносильна равенству ker𝜑 = {0}.

Доказательство. Равенства 𝜑(𝑎1) = 𝜑(𝑎2) и 𝜑(𝑎1 − 𝑎2) = 𝜑(𝑎1) − 𝜑(𝑎2) = 0 равносильны.
Поэтому элементы 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴 переходят в один и тот же элемент из 𝐵 тогда и только тогда,
когда 𝑎1 − 𝑎2 ∈ ker(𝜑). □

Пример 1.8 (квадраты в поле 𝔽𝑝)

Зафиксируем простое 𝑝 > 2. Отображение 𝜑∶ 𝔽×
𝑝 → 𝔽×

𝑝, 𝑥 ↦ 𝑥2, является гомоморфизмом
мультипликативной группы ненулевых элементов поля 𝔽𝑝 в себя. Его ядро состоит из таких
𝑥 ∈ 𝔽×

𝑝, что 𝑥2 = 1. Поскольку в поле равенство 𝑥2 − 1 = (𝑥 + 1)(𝑥 − 1) = 0 возможно только
для 𝑥 = ±1, мы заключаем, что ker𝜑 = {±1}, и все непустые слои гомоморфизма 𝜑 состоят
из двух элементов. Поэтому | im𝜑| = (𝑝 − 1) ∕ 2, т. е. ровно половина ненулевых элементов
поля 𝔽𝑝 является квадратами. Узнать, является ли квадратом заданное число 𝑎 ∈ 𝔽×

𝑝 можно

при помощи другого гомоморфизма 𝜓∶ 𝔽×
𝑝 → 𝔽×

𝑝, 𝑥 ↦ 𝑥
𝑝−1
2 . По малой теореме Ферма2 все

(𝑝 − 1)∕2 ненулевых квадратов лежат в его ядре. Поэтому | im𝜓| ⩽ 2.
Упражнение 1.13. Покажите, что ненулевой многочлен степени𝑚 с коэффициентами в произ-

вольном поле 𝕜 имеет в этом поле не более𝑚 различных корней.

Из упражнения вытекает, что равенство 𝑥
𝑝−1
2 = 1 не может выполняться сразу для всех 𝑝 − 1

элементов группы𝔽×
𝑝. Поэтому | im𝜓| = 2и | ker𝜓| = (𝑝−1)∕2. Мы заключаем, что ker𝜓 состоит

в точности из ненулевых квадратов поля 𝔽𝑝. Иными словами, 𝑎 ∈ 𝔽×
𝑝 является квадратом если

и только если 𝑎
𝑝−1
2 = 1. Например, −1 является квадратом в поле 𝔽𝑝 если и только если (𝑝−1)∕2

чётно.

Упражнение 1.14. Покажите, что im𝜓 = {±1}.
1.5.2. Группа гомоморфизмов. Для абелевых групп 𝐴, 𝐵 через Hom(𝐴,𝐵) мы обозначаем

множество всех гомоморфизмов 𝐴 → 𝐵. Это множество является абелевой группой относитель-
но операциипоточечного сложения значений, т. е.𝜑1+𝜑2 ∶ 𝑎 ↦ 𝜑1(𝑎)+𝜑2(𝑎). Нулевымэлемен-
том группы Hom(𝐴,𝐵) является нулевой гомоморфизм, отображающий все элементы группы 𝐴
в нулевой элемент группы 𝐵.

1.5.3. Гомоморфизмы колец. Отображение колец 𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 называется гомоморфизмом
колец, если для любых 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴 в кольце 𝐵 выполнены соотношения:

𝑓(𝑎1 + 𝑎2) = 𝑓(𝑎1) + 𝑓(𝑎2)
𝑓(𝑎1𝑎2) = 𝑓(𝑎1)𝑓(𝑎2) .

(1-26)

Поскольку гомоморфизм колец 𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 является гомоморфизмом аддитивных абелевых
групп, он обладает всеми свойствами гомоморфизмов абелевых групп. В частности, 𝜑(0) = 0,

1Ср. с n∘ 0.3 на стр. 8.
2См. сл. 1.1 на стр. 31.
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𝜑(−𝑎) = −𝜑(𝑎), и все непустые слои 𝜑 являются сдвигами слоя над нулём: если 𝜑(𝑎) = 𝑏, то
𝜑−1(𝑏) = 𝑎+ ker𝜑 = {𝑎+ 𝑎′ | 𝑎′ ∈ ker𝜑}. Поэтому гомоморфизм 𝜑 инъективен тогда и только
тогда, когда ker𝜑 = {0}. Ядро гомоморфизма колец 𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 вместе с каждым элементом
𝑎 ∈ ker𝜑 содержит и все кратные ему элементы 𝑎𝑎′, поскольку 𝜑(𝑎𝑎′) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑎′) = 0. В
частности, ядро ker𝜑 является подкольцом в 𝐴. Образ гомоморфизма колец𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 является
подкольцом в 𝐵, но он может не содержать единицы, и 1 ∈ 𝐴 может не перейти в 1 ∈ 𝐵.

Упражнение 1.15. Убедитесь, что отображение ℤ∕(2) → ℤ∕(6), [0] ↦ [0], [1] ↦ [3], является
гомоморфизмом колец.

Предложение 1.2

Любой ненулевой гомоморфизм произвольного кольца с единицей в любое целостное1 кольцо
переводит единицу в единицу.

Доказательство. Из равенств 𝜑(1) = 𝜑(1 ⋅ 1) = 𝜑(1) ⋅ 𝜑(1) вытекает, что 𝜑(1)(1 − 𝜑(1)) = 0.
В целостном кольце такое возможно либо при 𝜑(1) = 1, либо при 𝜑(1) = 0. Во втором случае
𝜑(𝑎) = 𝜑(1 ⋅ 𝑎) = 𝜑(1) ⋅ 𝜑(𝑎) = 0 для всех 𝑎 ∈ 𝐴. □

1.5.4. Гомоморфизмыполей. Если кольца𝐴 и𝐵 являются полями, то всякий ненулевой го-
моморфизм колец 𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 является гомоморфизмом мультипликативных групп этих полей.
В частности, 𝜑(1) = 1 и 𝜑(𝑎∕𝑏) = 𝜑(𝑎)∕𝜑(𝑏) для всех 𝑎 и всех 𝑏 ≠ 0.

Предложение 1.3

Любой ненулевой гомоморфизм из поля в произвольное кольцо является вложением.

Доказательство. Если 𝜑(𝑎) = 0 для какого-нибудь 𝑎 ≠ 0, то для каждого 𝑏

𝜑 (𝑏) = 𝜑 (𝑏𝑎−1𝑎) = 𝜑 (𝑏𝑎−1)𝜑(𝑎) = 0 .

Поэтому любой ненулевой гомоморфизм из поля имеет нулевое ядро. □

1.5.5. Характеристика. Для любого кольца 𝐾 с единицей имеется канонический гомомор-
физм колец 𝜘∶ ℤ → 𝐾, заданный правилом

𝜘(±𝑛) = ±(1 + … + 1⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑛

) , где 𝑛 ∈ ℕ . (1-27)

Его образ im 𝜘 является наименьшим по включениюподкольцом в𝐾 с единицей, равной едини-
це кольца𝐾. Если гомоморфизм 𝜘 инъективен, то говорят, что кольцо𝐾 имеет характеристику
нуль. В противном случае характеристикой char(𝐾) кольца𝐾 называютнаименьшее𝑚 ∈ ℕ, для
которого 1 + 1 + ⋯ + 1⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑚

= 0. Равенство

1 + 1 + ⋯ + 1⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑚𝑛

= (1 + 1 + ⋯ + 1⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑚

) ⋅ (1 + 1 + ⋯ + 1⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑛

)

1Напомню, что целостным называется кольцо с единицей без ненулевых делителей нуля, см. n∘ 1.4.1
на стр. 29.
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показывает, что характеристика целостного кольца либо равна нулю, либо является простым
числом. Для целостного кольца 𝐾 характеристики 𝑝 > 0 гомоморфизм 𝜘 переводит все числа,
кратные 𝑝, в нуль и корректно факторизуется до гомоморфизма поля вычетов

𝜘𝑝 ∶ ℤ∕(𝑝) → 𝐾 , 𝑎 (mod 𝑝) ↦ 𝜘(𝑎) . (1-28)

По предл. 1.3 гомоморфизм (1-28) инъективен, и значит, im 𝜘 = im𝜘𝑝 ≃ 𝔽𝑝. Таким образом,
наименьшее содержащее единицу подкольцо целостного кольца 𝐾 положительной характери-
стики является полем, изоморфным полю вычетов ℤ∕(𝑝) по простому модулю 𝑝 ∈ ℕ, равному
характеристике char𝐾.

1.5.6. Простое подполе. Пусть теперь 𝐾 = 𝔽 является полем. Его наименьшее по вклю-
чению подполе называется простым подполем в 𝔽. В силу своего определения простое подполе
содержит образ im(𝜘) гомоморфизма (1-27). Если char(𝔽) = 𝑝 > 0, то простое подполе совпадает
с im 𝜘 = im𝜘𝑝 и изоморфно полю вычетов ℤ∕(𝑝). Если char(𝔽) = 0, то гомоморфизм 𝜘 инъектив-
но вкладывает ℤ в 𝔽. Так как простое подполе содержит обратные ко всем элементам из im 𝜘,
правило 𝑝∕𝑞 ↦ 𝜘(𝑝)∕𝜘(𝑞) продолжает𝜘 до вложения полей𝜘∶ ℚ ↪→ 𝔽, образ которого совпадает
с простым подполем. Тем самым, простое подполе поля характеристики нуль изоморфно полю
рациональных чиселℚ.

Упражнение 1.16. Покажите, что а) каждый ненулевой гомоморфизм из поля в себя тожде-
ственно действует на простом подполе б) между полями разной характеристики не суще-
ствует ненулевых гомоморфизмов.

Пример 1.9 (автоморфизмы поля ℝ)

Покажем, что каждый ненулевой гомоморфизм 𝜑∶ ℝ → ℝ тождествен. Поскольку неравен-
ство 𝑥1 < 𝑥2 равносильно тому, что 𝑥2 − 𝑥1 = 𝑎2 для некоторого 𝑎 ≠ 0, мы заключаем, что
для всех 𝑥1 < 𝑥2 выполняется неравенство 𝜑(𝑥1) < 𝜑(𝑥2), ибо 𝜑(𝑥2) − 𝜑(𝑥1) = 𝜑(𝑥2 − 𝑥1) =
= 𝜑(𝑎2) = 𝜑(𝑎)2 > 0. Таким образом, 𝜑 является строго монотонной функцией, совпадающей
с тождественным отображением 𝜑(𝑥) = 𝑥 на простом подполеℚ ⊂ ℝ.

Упражнение 1.17 (по анализу). Покажите, что строго монотонная функция ℝ → ℝ, совпада-
ющая с функцией 𝜑(𝑥) = 𝑥 на подмножествеℚ ⊂ ℝ, совпадает с нею всюду.

Пример 1.10 (гомоморфизм Фробениуса)

В поле 𝔽 характеристики char(𝔽) = 𝑝 > 0 отображение возведения в 𝑝-тую степень

𝐹𝑝 ∶ 𝔽 → 𝔽 , 𝑥 ↦ 𝑥𝑝 , (1-29)

является гомоморфизмом, поскольку ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔽 выполняются равенства (𝑎𝑏)𝑝 = 𝑎𝑝𝑏𝑝 и

(𝑎 + 𝑏)𝑝 = 𝑎𝑝 + 𝑏𝑝 +
𝑝−1

∑
𝑘=1

(1 + 1 + ⋯ + 1⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

(𝑝𝑘)

) ⋅ 𝑎𝑘𝑏𝑝−𝑘 = 𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

(ср. с прим. 1.7 и лем. 1.4 на стр. 31). Гомоморфизм (1-29) называется гомоморфизмом Фро-
бениуса. Как и всякий ненулевой гомоморфизм из поля в себя, он тождественно действует на
простом подполе 𝔽𝑝 ⊂ 𝔽, что ещё раз доказывает малую теорему Ферма1.

1См. сл. 1.1 на стр. 31.
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1.6. Прямые произведения. Прямое произведение абелевых групп 𝐴1, … ,𝐴𝑚

∏
𝜈
𝐴𝜈 = 𝐴1 × … × 𝐴𝜈 ≝ {(𝑎1, … , 𝑎𝑚) | 𝑎𝜈 ∈ 𝐴𝜈 ∀ 𝜈} (1-30)

состоит из упорядоченных наборов (𝑎1, … , 𝑎𝑚) элементов 𝑎𝜈 ∈ 𝐴𝜈 и наделяется структурой
абелевой группы посредством покомпонентных операций:

(𝑎1, … , 𝑎𝑚) + (𝑏1, … , 𝑏𝑚) ≝ (𝑎1 + 𝑏1, … , 𝑎𝑚 + 𝑏𝑚) . (1-31)

Упражнение 1.18. Проверьте, что так определённая операция коммутативна и ассоциативна,
нулевым элементом для неё является набор нулей (0, … , 0), а противоположным к набору
(𝑎1, … , 𝑎𝑚) является набор (−𝑎1, … , −𝑎𝑚).

Абелева группа (1-30) называется прямым произведением абелевых групп𝐴𝑖. Если все группы𝐴𝑖
конечны, прямое произведение (1-30) тоже конечно и имеет порядок

|∏𝐴𝑖| = ∏ |𝐴𝑖| .

Прямое произведение имеет смысл не только для конечного набора, но и для произвольного
семейства абелевых групп 𝐴𝑥, занумерованных элементами 𝑥 ∈ 𝑋 какого-нибудь множества 𝑋.
Такое произведение обозначается через ∏𝑥∈𝑋 𝐴𝑥.

Аналогичным образом, для любого семейства коммутативных колец {𝐾𝑥}𝑥∈𝑋 определено
прямое произведение ∏𝐾𝑥, элементами которого являются семейства (𝑎𝑥)𝑥∈𝑋, где каждый
элемент 𝑎𝑥 лежит в своём кольце 𝐾𝑥. Операции сложения и умножения определяются также
покомпонентно:

(𝑎𝑥)𝑥∈𝑋 + (𝑏𝑥)𝑥∈𝑋 ≝ (𝑎𝑥 + 𝑏𝑥)𝑥∈𝑋 , (𝑎𝑥)𝑥∈𝑋 ⋅ (𝑏𝑥)𝑥∈𝑋 ≝ (𝑎𝑥 ⋅ 𝑏𝑥)𝑥∈𝑋 .

Упражнение 1.19. Убедитесь, что ∏𝐾𝑥 является кольцом, причём если все кольца 𝐾𝑥 имеют
единицы, то ∏𝐾𝑥 тоже имеет единицу (1, … , 1).

Например, если 𝑋 = ℝ и все𝐾𝑥 = ℝ, т. е. перемножается континуальное семейство одинаковых
экземпляров поля ℝ, занумерованных действительными числами 𝑥 ∈ ℝ, то прямое произве-
дение ∏𝑥∈ℝℝ𝑥 изоморфно кольцу функций 𝑓∶ ℝ → ℝ с обычными операциями поточечного
сложения и умножения значений функций. Этот изоморфизм переводит семейство веществен-
ных чисел (𝑓𝑥) ∈ ∏𝑥∈ℝℝ𝑥, занумерованное вещественным числом 𝑥, в функцию 𝑓∶ ℝ → ℝ,
значение которой в точке 𝑥 ∈ ℝ равно 𝑥-тому элементу семейства: 𝑓(𝑥) = 𝑓𝑥.

В прямом произведении колец любой ненулевой элемент, имеющий хотя бы одну нулевую
компоненту, является делителем нуля. Например, (0, 1, … , 1) делит нуль:

(0, 1, … , 1)(1, 0, … , 0) = (0, … , 0) .

Поэтому произведение нескольких колец никогда не является полем. Например, в произведе-
нии𝔽𝑝×𝔽𝑞 конечных полей𝔽𝑝 и𝔽𝑞, состоящих из 𝑝 и 𝑞 элементов, есть (𝑝−1)(𝑞−1) обратимых
пар (𝑎, 𝑏), составляющих мультипликативную группу 𝔽×

𝑝 × 𝔽×
𝑞, а также есть 𝑝 + 𝑞 − 1 делителей

нуля, имеющих вид (𝑎, 0) и (0, 𝑏).
В общем случае элемент 𝑎 = (𝑎1, … , 𝑎𝑚) ∈ 𝐾1 × … ×𝐾𝑚 обратим если и только если каждая

его компонента 𝑎𝜈 ∈ 𝐾𝜈 обратима в своём кольце 𝐾𝜈. Поэтому группа обратимых элементов
кольца ∏𝐾𝜈 является прямым произведением групп обратимых элементов колец 𝐾𝜈:

(∏𝐾𝜈)
×

= ∏𝐾×
𝜈 (1-32)



36 §1Поля, коммутативные кольца и абелевы группы

1.7. Китайская теорема об остатках.Пусть целое число 𝑛 = 𝑛1 … 𝑛𝑚 является произведением
попарно взаимно простых чисел 𝑛1, … , 𝑛𝑚 ∈ ℤ. Отображение, переводящее вычет 𝑧 (mod 𝑛) в
набор вычетов 𝑧 (mod 𝑛𝑖) :

𝜑∶ ℤ∕(𝑛) → ℤ∕(𝑛1) × … × ℤ∕(𝑛𝑚) , [𝑧]𝑛 ↦ ([𝑧]𝑛1 , … , [𝑧]𝑛𝑚) , (1-33)

l корректно определено, поскольку при выборе другого представителя 𝑧1 ≡ 𝑧2 (mod 𝑛) разность
𝑧1 − 𝑧2 делится на произведение 𝑛 = 𝑛1 … 𝑛𝑚, и [𝑧1]𝑛𝑖 = [𝑧2]𝑛𝑖 при всех 𝑖. Легко видеть, что 𝜑
перестановочно со сложением:

𝜑([𝑧]𝑛 + [𝑤]𝑛) = 𝜑([𝑧 + 𝑤]𝑛) = ([𝑧 + 𝑤]𝑛1 , … , [𝑧 + 𝑤]𝑛𝑚) =
= ([𝑧]𝑛1 + [𝑤]𝑛1 , … , [𝑧]𝑛𝑚 + [𝑤]𝑛𝑚) =

= ([𝑧]𝑛1 , … , [𝑧]𝑛𝑚) + ([𝑤]𝑛1 , … , [𝑤]𝑛𝑚) = 𝜑([𝑧]𝑛) + 𝜑([𝑤]𝑛) .

Аналогично проверяется, что 𝜑 перестановочно с умножением, т. е. является гомоморфизмом
колец. Если [𝑧]𝑛 ∈ ker𝜑, то 𝑧 делится на каждое 𝑛𝑖, а значит, по лем. 1.3 на стр. 28, делится
и на их произведение 𝑛 = 𝑛1 … 𝑛𝑚, откуда [𝑧]𝑛 = 0. Так как гомоморфизм с нулевым ядром
инъективен и в кольцах ℤ∕(𝑛) и ∏ℤ∕(𝑛𝑖) одинаковое число элементов 𝑛 = 𝑛1 … 𝑛𝑚, отображе-
ние (1-33) биективно. Этот факт известен как китайская теорема об остатках.

На житейском языке он означает, что для любого набора остатков 𝑟1, … , 𝑟𝑚 от деления на
попарно взаимно простые числа 𝑛1, … , 𝑛𝑚 всегда найдётся число 𝑧, имеющее остаток 𝑟𝑖 от де-
ления на𝑛𝑖 одновременно для всех 𝑖, причём любые два таких числа 𝑧1, 𝑧2 различаются на целое
кратное числа 𝑛 = 𝑛1 … 𝑛𝑘. Практическое отыскание такого 𝑧 осуществляется с помощью ал-
горитма Евклида – Гаусса следующим образом. Из взаимной простоты числа 𝑛𝑖 с остальными
числами 𝑛𝜈 вытекает1, что 𝑛𝑖 взаимно просто с произведением𝑚𝑖 = ∏𝜈≠𝑖 𝑛𝜈. Поэтому для каж-
дого 𝑖 найдутся такие 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 ∈ ℤ, что 𝑛𝑖𝑥𝑖 + 𝑚𝑖𝑦𝑖 = 1. Число 𝑏𝑖 = 𝑚𝑖𝑦𝑖 даёт остаток 1 от деления
на 𝑛𝑖 и делится на все 𝑛𝜈 с 𝜈 ≠ 𝑖. Число 𝑧 = 𝑟1𝑏1 + … + 𝑟𝑚𝑏𝑚 решает задачу.

Пример 1.11

Найдём наименьшее натуральное число, имеющее остатки 𝑟1 = 2, 𝑟2 = 7 и 𝑟3 = 43 от деления,
соответственно, на 𝑛1 = 57, 𝑛2 = 91 и 𝑛3 = 179. Сначала найдём число, обратное к 91 ⋅ 179
по модулю 57: замечаем, что 91 ⋅ 179 ≡ 34 ⋅ 8 ≡ −13 (mod 57), применяем алгоритм Евклида –
Гаусса2 к 𝑎 = 57 и 𝑏 = 13 и приходим к равенству 22 ⋅ 13 − 5 ⋅ 57 = 1. Таким образом, число

𝑏1 = −22 ⋅ 91 ⋅ 179 (≡ 22 ⋅ 13 (mod 57))

даёт при делении на 57, 91 и 179 остатки (1, 0, 0). Аналогично находим числа

𝑏2 = −33 ⋅ 57 ⋅ 179 (≡ 33 ⋅ 11 (mod 91))
𝑏3 = −45 ⋅ 57 ⋅ 91 (≡ 45 ⋅ 4 (mod 179))

дающие при делении на 57, 91 и 179 остатки (0, 1, 0) и (0, 0, 1) соответственно. Требуемые
остатки (2, 7, 43) имеет число

𝑧 = 2 𝑏1 + 7 𝑏2 + 43 𝑏3 = −(2 ⋅ 22 ⋅ 91 ⋅ 179 + 7 ⋅ 33 ⋅ 57 ⋅ 179 + 43 ⋅ 45 ⋅ 57 ⋅ 91) =
= −(716 716 + 2 356 893 + 10 036 845) = −13 110 454 ,

1По всё той же лем. 1.3 на стр. 28.
2См. n∘ 1.2.2 на стр. 26.
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а также все числа, отличаются от него на целые кратные числа 𝑛 = 57 ⋅ 91 ⋅ 179 = 928 473.
Наименьшим положительным среди них является 𝑧 + 15 𝑛 = 816 641.



§2. Многочлены и расширения полей

Всюду в этом параграфе мы обозначаем через 𝐾 произвольное коммутативное кольцо с едини-
цей, а через 𝕜—произвольное поле.

2.1. Ряды и многочлены. Бесконечное выражение вида

𝑓(𝑥) = ∑
𝜈⩾0

𝑎𝜈𝑥𝜈 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + … , где 𝑎𝑖 ∈ 𝐾, (2-1)

называется формальным степенным рядом от 𝑥 с коэффициентами в кольце 𝐾. Ряды

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + …
𝑔(𝑥) = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥2 + …

(2-2)

равны, если 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖 для всех 𝑖. Сложение и умножение рядов (2-2) осуществляется по стандарт-
ным правилам раскрытия скобок и приведения подобных слагаемых: коэффициенты 𝑠𝑚 и 𝑝𝑚
рядов 𝑠(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝑠0 + 𝑠1𝑥 + 𝑠2𝑥2 + … и 𝑝(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 𝑝0 + 𝑝1𝑥 + 𝑝2𝑥2 + … суть1

𝑠𝑚 = 𝑎𝑚 + 𝑏𝑚
𝑝𝑚 = ∑

𝛼+𝛽=𝑚
𝑎𝛼𝑏𝛽 = 𝑎0𝑏𝑚 + 𝑎1𝑏𝑚−1 + … + 𝑎𝑚−1𝑏1 + 𝑎𝑚𝑏0 (2-3)

Упражнение 2.1. Убедитесь, что эти две операции удовлетворяют аксиомам коммутативного
кольца с единицей.

Кольцо формальных степенных рядов от переменной 𝑥 с коэффициентами в кольце 𝐾 обозна-
чается через 𝐾⟦𝑥⟧. Начальный коэффициент 𝑎0 ряда (2-1) называется свободным членом это-
го ряда. Самый левый ненулевой коэффициент в (2-1) называется младшим коэффициентом
ряда 𝑓, а его номер — порядком ряда 𝑓 и обозначается ord 𝑓. Если в кольце 𝐾 нет делителей
нуля, младший коэффициент произведения двух рядов равен произведению младших коэффи-
циентов сомножителей. Поэтому кольцо формальных степенных рядов с коэффициентами из
целостного кольца тоже является целостным и ord(𝑓𝑔) = ord(𝑓) + ord(𝑔).

Кольцо 𝐾⟦𝑥1, … , 𝑥𝑛⟧ формальных степенных рядов от 𝑛 переменных определяется по ин-
дукции:𝐾⟦𝑥1, … , 𝑥𝑛⟧ ≝ 𝐾⟦𝑥1, … , 𝑥𝑛−1⟧ ⟦𝑥𝑛⟧представляет собоюмножествоформальных сумм
вида 𝐹(𝑥) = ∑𝜈1,…,𝜈𝑛∈ℤ⩾0

𝑎𝜈1…𝜈𝑛𝑥
𝜈1
1 ⋯ 𝑥𝜈𝑛𝑛 .

2.1.1. Алгебраические операции над рядами.Назовём 𝑛-арной алгебраической операцией
в 𝐾⟦𝑥⟧ правило, сопоставляющее 𝑛 рядам 𝑓1, … , 𝑓𝑛 новый ряд 𝑓 так, что каждый коэффициент
ряда 𝑓 вычисляется по коэффициентам рядов 𝑓1, … , 𝑓𝑛 при помощи конечного числа2 операций
в𝐾. Например, сложение и умножение рядов— это бинарные алгебраические операции, а под-
становка вместо 𝑥 численного значения𝛼 ∈ 𝐾 алгебраической операцией обычно не является3.

1Говоря формально, операции, о которых тут идёт речь, являются операциями над последовательно-
стями (𝑎𝜈) и (𝑏𝜈) элементов кольца 𝐾. Буква 𝑥 служит лишь для облегчения их восприятия.

2Которое может зависеть от номера коэффициента.
3Очевидным исключением из этого правила служит вычисление значения ряда 𝑓(𝑥) при 𝑥 = 0, даю-

щее в качестве результата свободный член этого ряда. Однако при произвольных 𝛼 и 𝑓 вычисление 𝑓(𝛼)
требует, вообще говоря, выполнения бесконечно большого количества сложений.
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Пример 2.1 (замена переменной)

Подстановка в ряд (2-1) вместо 𝑥 любого ряда 𝑔(𝑥) = 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥2 + … с нулевым свободным
членом является бинарной алгебраической операцией, дающей на выходе ряд

𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑎0 + 𝑎1(𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥2 + …) + 𝑎2(𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥2 + …)2 + 𝑎3(𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥2 + …)3 + … =
= 𝑎0 + (𝑎1𝑏1) ⋅ 𝑥 + (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏21) ⋅ 𝑥2 + (𝑎1𝑏3 + 2 𝑎2𝑏1𝑏2 + 𝑎3𝑏31) ⋅ 𝑥3 + … ,

в котором на коэффициент при 𝑥𝑚 влияют лишь начальные члены первых𝑚 слагаемых в 𝑓.

Пример 2.2 (обращение)

Покажем, что ряд 𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + … ∈ 𝐾⟦𝑥⟧ обратим в 𝐾⟦𝑥⟧ если и только если
его свободный член 𝑎0 обратим в 𝐾, и в этом случае обращение 𝑓 ↦ 𝑓−1 является унарной
алгебраической операцией над обратимым рядом 𝑓. Пусть

(𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + …) ⋅ (𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥2 + …) = 1 .

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 𝑥 в левой и правой части, получаем бес-
конечную систему уравнений

𝑎0𝑏0 = 1
𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 = 0

𝑎0𝑏2 + 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏0 = 0
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

(2-4)

на коэффициенты 𝑏𝑖. Разрешимость первого уравнения равносильна обратимости 𝑎0, и в этом
случае 𝑏0 = 𝑎−1

0 и 𝑏𝑘 = −𝑎−1
0 (𝑎1𝑏𝑘−1 + 𝑎2𝑏𝑘−2 + … + 𝑎𝑘𝑏0) при всех 𝑘 ⩾ 1.

Упражнение 2.2. Вычислите вℚ⟦𝑥⟧ а) (1 − 𝑥)−1 б) (1 − 𝑥2)−1 в) (1 − 𝑥)−2.

2.1.2. Многочлены. Ряды с конечным числом ненулевых коэффициентов называются мно-
гочленами. Многочленыот 𝑥1, … , 𝑥𝑛 с коэффициентами в𝐾 образуют в кольце степенных рядов
подкольцо, которое обозначается 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] ⊂ 𝐾⟦𝑥1, … , 𝑥𝑛⟧. Многочлен от одной перемен-
ной 𝑥 представляет собоюформальное выражение вида 𝑓(𝑥) = 𝑎0+𝑎1𝑥+…+𝑎𝑛𝑥𝑛. Самый пра-
выйненулевой коэффициент в нёмназывается старшим, а его номер— степеньюмногочлена 𝑓
и обозначается deg 𝑓. Многочлены со старшим коэффициентом 1 называются приведёнными, а
многочлены степени нуль — константами.

Так как старшийкоэффициентпроизведенияравенпроизведениюстаршихкоэффициентов
сомножителей, для многочленов 𝑓1, 𝑓2 с коэффициентами в целостном1 кольце 𝐾 выполняется
равенство deg(𝑓1𝑓2) = deg(𝑓1)+deg(𝑓2). В частности, кольцо𝐾[𝑥] тоже целостное, и обратимыми
элементами в нём являются только обратимые константы.

Упражнение 2.3. Покажите, что 𝑦𝑛 − 𝑥𝑛 делится в ℤ[𝑥, 𝑦] на 𝑦 − 𝑥 и найдите частное.

2.1.3. Дифференциальное исчисление. Заменим в 𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + … перемен-
ную 𝑥 на 𝑥 + 𝑡, где 𝑡— ещё одна переменная. Получим ряд

𝑓(𝑥 + 𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1(𝑥 + 𝑡) + 𝑎2(𝑥 + 𝑡)2 + … ∈ 𝐾⟦𝑥, 𝑡⟧ .

1Т. е. с единицей и без делителей нуля.
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Раскроем в нём все скобки, затем сгруппируем слагаемые по степеням переменной 𝑡 и обозна-
чим через 𝑓𝑚(𝑥) ∈ 𝐾⟦𝑥⟧ ряд, возникающий как коэффициент при 𝑡𝑚:

𝑓(𝑥 + 𝑡) = 𝑓0(𝑥) + 𝑓1(𝑥) ⋅ 𝑡 + 𝑓2(𝑥) ⋅ 𝑡2 + 𝑓3(𝑥) ⋅ 𝑡3 + … = ∑
𝑚⩾0

𝑓𝑚(𝑥) ⋅ 𝑡𝑚 . (2-5)

Упражнение 2.4. Убедитесь, что 𝑓0(𝑥) = 𝑓(𝑥) совпадает с исходным рядом 𝑓.
Ряд𝑓1(𝑥)называетсяпроизводнойотисходногоряда𝑓 иобозначается𝑓′ или 𝑑

𝑑𝑥𝑓. Оноднозначно
определяется равенством

𝑓(𝑥 + 𝑡) = 𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥) ⋅ 𝑡 + (члены, делящиеся на 𝑡2)

и может быть вычислен при помощи упр. 2.3 как результат подстановки 𝑡 = 0 в ряд

𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥)
𝑡 = ∑

𝑘⩾1
𝑎𝑘

(𝑥 + 𝑡)𝑘 − 𝑡𝑘
𝑡 = ∑

𝑘⩾1
𝑎𝑘((𝑥 + 𝑡)𝑘−1 + (𝑥 + 𝑡)𝑘−2𝑥 + … + 𝑥𝑘−1) ,

что даёт
𝑓′(𝑥) = ∑

𝑘⩾1
𝑘 𝑎𝑘𝑥𝑘−1 = 𝑎1 + 2𝑎2𝑥 + 3𝑎3𝑥2 + … . (2-6)

Пример 2.3 (ряды с нулевой производной)

Изформулы (2-6) вытекает, что производная от константы равна нулю. Если1 char𝐾 = 0, то вер-
но и обратное: 𝑓′ = 0 тогда и только тогда, когда 𝑓 = 𝑎0. Но если char𝐾 = 𝑝 > 0, то производная
от каждого монома вида 𝑥𝑘𝑝 занулится, поскольку коэффициент 𝑚 при 𝑥𝑚−1 в формуле (2-6)
представляет собою сумму 𝑚 единиц кольца 𝐾. Мы заключаем, над целостным кольцом 𝐾 ха-
рактеристики 𝑝 > 0 равенство 𝑓′(𝑥) = 0 означает, что 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥𝑝) для некоторого 𝑔 ∈ 𝐾⟦𝑥⟧.

Упражнение 2.5. Покажите, что при простом 𝑝 ∈ ℕ для любого ряда 𝑔 ∈ 𝔽𝑝⟦𝑥⟧ выполняется
равенство 𝑔(𝑥𝑝) = 𝑔(𝑥)𝑝.

Предложение 2.1 (правила дифференцирования)

Для любого 𝛼 ∈ 𝐾 и любых 𝑓,𝑔 ∈ 𝐾⟦𝑥⟧ справедливы равенства

(𝛼𝑓)′ = 𝛼 ⋅ 𝑓′ , (𝑓 + 𝑔)′ = 𝑓′ + 𝑔′ , (𝑓𝑔)′ = 𝑓′ ⋅ 𝑔 + 𝑓 ⋅ 𝑔′ . (2-7)

Кроме того, если ряд 𝑔 не имеет свободного члена, то

(𝑓(𝑔(𝑥))
′ = 𝑔′(𝑥) ⋅ 𝑓′(𝑔(𝑥)) , (2-8)

а если ряд 𝑓 обратим, то
𝑑
𝑑𝑥𝑓

−1 = −𝑓′∕𝑓2 . (2-9)

Доказательство. Первые два равенства в (2-7) вытекают прямо из формулы (2-6). Для доказа-
тельства третьего перемножим ряды

𝑓(𝑥 + 𝑡) = 𝑓(𝑥) + 𝑡 ⋅ 𝑓′(𝑥) + (члены, делящиеся на 𝑡2)
𝑔(𝑥 + 𝑡) = 𝑔(𝑥) + 𝑡 ⋅ 𝑔′(𝑥) + (члены, делящиеся на 𝑡2) .

1См. n∘ 1.5.5 на стр. 33.
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С точностью до членов, делящихся на 𝑡2, получим

𝑓(𝑥 + 𝑡)𝑔(𝑥 + 𝑡) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑡 ⋅ (𝑓′(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)) + (члены, делящиеся на 𝑡2) ,

откуда (𝑓𝑔)′ = 𝑓′ ⋅ 𝑔 + 𝑓 ⋅ 𝑔′. Формула (2-8) доказывается похожим образом: подставляя в 𝑓(𝑥)
вместо 𝑥 ряд 𝑔(𝑥 + 𝑡), получаем 𝑓(𝑔(𝑥 + 𝑡)) = 𝑓(𝑔(𝑥) + 𝑡 ⋅ 𝑔′(𝑥) + (члены, делящиеся на 𝑡2)).
Полагая 𝜏(𝑥, 𝑡) ≝ 𝑔(𝑥 + 𝑡) − 𝑔(𝑥) = 𝑡 ⋅ 𝑔′(𝑥) + (члены, делящиеся на 𝑡2) и переписывая правую
часть предыдущего ряда как

𝑓(𝑔(𝑥 + 𝑡)) = 𝑓(𝑔(𝑥) + 𝜏(𝑥, 𝑡)) =
= 𝑓(𝑔(𝑥)) + 𝜏(𝑥, 𝑡) ⋅ 𝑓′(𝑔(𝑥)) + (члены, делящиеся на 𝜏(𝑥, 𝑡)2) =

= 𝑓(𝑔(𝑥)) + 𝑡 ⋅ 𝑔′(𝑥) ⋅ 𝑓′(𝑔(𝑥)) + (члены, делящиеся на 𝑡2) ,

заключаем, что (𝑓(𝑔(𝑥))
′ = 𝑔′(𝑥) ⋅ 𝑓′(𝑔(𝑥)). Для доказательства формулы (2-9) достаточно

продифференцировать обе части равенства 𝑓 ⋅ 𝑓−1 = 1. □
Упражнение 2.6. Покажите, что при char𝕜 = 0 в разложении (2-5) каждый ряд 𝑓𝑚(𝑥) равен

1
𝑚! (

𝑑
𝑑𝑥)

𝑚𝑓(𝑥), где ( 𝑑
𝑑𝑥)

𝑚
означает𝑚-кратное применение операции 𝑑

𝑑𝑥 .

2.2. Делимость в кольце многочленов. Школьный алгоритм «деления уголком» работает для
многочленов с коэффициентами в произвольном коммутативном кольце с единицей при усло-
вии, что многочлен-делитель имеет обратимый старший коэффициент.

Предложение 2.2 (деление с остатком)

Пусть 𝐾 — произвольное коммутативное кольцо с единицей, и старший коэффициент много-
члена 𝑢 ∈ 𝐾[𝑥] обратим. Тогда для любого 𝑓 ∈ 𝐾[𝑥] существуют такие 𝑞, 𝑟 ∈ 𝐾[𝑥], что 𝑓 = 𝑢𝑞+𝑟
и deg(𝑟) < deg(𝑢) или 𝑟 = 0. Если кольцо 𝐾 целостное, то 𝑞 и 𝑟 однозначно определяются этими
свойствами по 𝑓 и 𝑢.

Доказательство. Пусть 𝑓 = 𝑎𝑛𝑥𝑛+…+𝑎1𝑥+𝑎0 и 𝑢 = 𝑏𝑘𝑥𝑘+…+𝑏1𝑥+𝑏0, где 𝑏𝑘 обратим. Если
𝑛 < 𝑘, можно взять 𝑞 = 0 и 𝑟 = 𝑓. Если 𝑘 = 0, т. е. 𝑢 = 𝑏0, можно взять 𝑟 = 0, 𝑞 = 𝑏−1

0 𝑓. Пусть
𝑛 ⩾ 𝑘 > 0, и по индукции предложение справедливо для всех многочленов 𝑓 с deg 𝑓 < 𝑛. Тогда
𝑓−𝑎𝑛𝑏−1

𝑘 𝑥𝑛−𝑘𝑢 = 𝑞𝑢+ 𝑟, где deg 𝑟 < deg 𝑢 или 𝑟 = 0, ибо deg(𝑓−𝑎𝑛𝑏−1
𝑘 𝑥𝑛−𝑘𝑢) < 𝑛. Тем самым,

𝑓 = (𝑞 + 𝑎𝑛𝑏−1
𝑘 𝑥𝑛−𝑘) ⋅ 𝑢 + 𝑟, как и утверждалось. Если кольцо 𝐾 целостное и 𝑝, 𝑠 ∈ 𝐾[𝑥] таковы,

что deg(𝑠) < deg(𝑢) и 𝑢𝑝+ 𝑠 = 𝑓 = 𝑢𝑞+ 𝑟, то 𝑢(𝑞−𝑝) = 𝑟− 𝑠. При 𝑝− 𝑞 ≠ 0 степень левой части
не менее deg 𝑢, что строго больше степени правой. Поэтому, 𝑝 − 𝑞 = 0, откуда и 𝑟 − 𝑠 = 0. □

Определение 2.1

Многочлены 𝑞 и 𝑟, удовлетворяющие условиям предл. 2.2 называются неполным частным и
остатком от деления 𝑓 на 𝑢 в 𝐾[𝑥].

Следствие 2.1

Для любыхмногочленов 𝑓,𝑔 с коэффициентами в любомполе𝕜 существует единственная такая
пара многочленов 𝑞, 𝑟 ∈ 𝕜[𝑥], что 𝑓 = 𝑔 ⋅ 𝑞 + 𝑟 и deg(𝑟) < deg(𝑔) или 𝑟 = 0. □

Пример 2.4 (вычисление значения многочлена в точке)

Остаток от деления многочлена 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + … + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 на линейный двучлен 𝑥 − 𝛼 имеет
степень нуль и равен значению 𝑓(𝛼) многочлена 𝑓 при 𝑥 = 𝛼, в чём легко убедиться, подставляя
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𝑥 = 𝛼 в равенство 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝛼) ⋅ 𝑞(𝑥) + 𝑟. При «делении уголком» значение 𝑓(𝛼) вычисляется
в виде

𝑓(𝛼) = 𝛼(…𝛼(𝛼(𝛼𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1) + 𝑎𝑛−2) + …) + 𝑎0 ,

что гораздо эффективнее «лобовой подстановки» значения 𝑥 = 𝛼 в 𝑎𝑛𝑥𝑛 + … + 𝑎1𝑥 + 𝑎0.

Предложение 2.3

Над произвольным полем 𝕜 для любого набора многочленов 𝑓1, … , 𝑓𝑛 ∈ 𝕜[𝑥] существует един-
ственный приведённый многочлен 𝑑 ∈ 𝕜[𝑥], который делит каждый из многочленов 𝑓𝑖 и делит-
ся на любой многочлен, делящий каждый из многочленов 𝑓𝑖. Он представляется в виде

𝑑 = 𝑓1ℎ1 + … + 𝑓𝑛ℎ𝑛 , где ℎ𝑖 ∈ 𝕜[𝑥] . (2-10)

Произвольный многочлен 𝑔 ∈ 𝕜[𝑥] представим в виде (2-10) если и только если 𝑑|𝑔.

Доказательство. Единственность очевидна: два многочлена, каждый из которых делится на
другой, имеют равные степени и могут различаться лишь постоянным множителем, который
равен единице, коль скоро оба многочлена приведены. Существование доказывается тем же
рассуждением, что и в n∘ 1.4.2 на стр. 29. Обозначим множество всех многочленов 𝑔 ∈ 𝕜[𝑥],
представимых в виде (2-10), через (𝑓1, … , 𝑓𝑛) ≝ {𝑓1ℎ1 + … + 𝑓𝑛ℎ𝑛 | ℎ𝑖 ∈ 𝕜[𝑥]}. Это подколь-
цо в 𝕜[𝑥], содержащее вместе с каждым многочленом 𝑔 и все кратные ему многочлены ℎ𝑔 с
любым ℎ ∈ 𝕜[𝑥]. Кроме того, (𝑓1, … , 𝑓𝑛) содержит каждый из многочленов 𝑓𝑖, и все многочле-
ны из (𝑓1, … , 𝑓𝑛) делятся на любой общий делитель всех многочленов 𝑓𝑖. Возьмём в качестве 𝑑
приведённый многочлен наименьшей степени в (𝑓1, … , 𝑓𝑛). Для любого 𝑔 ∈ (𝑓1, … , 𝑓𝑛) остаток
𝑟 = 𝑔− 𝑞𝑑 от деления 𝑔 на 𝑑 лежит в (𝑓1, … , 𝑓𝑛), и так как неравенство deg 𝑟 < deg𝑑 невозмож-
но, мы заключаем, что 𝑟 = 0, т. е. все 𝑔 ∈ (𝑓1, … , 𝑓𝑛) делятся на 𝑑. □

Определение 2.2

Многочлен 𝑑 из предл. 2.3 называется наибольшим общим делителем1 многочленов 𝑓𝑖 и обо-
значается нод(𝑓1, … , 𝑓𝑛).

2.2.1. Взаимная простота.Из предл. 2.3 вытекает, что для любого поля𝕜 взаимная просто-
та2 многочленов 𝑓1, … , 𝑓𝑚 ∈ 𝕜[𝑥], т. е. наличие таких ℎ1, … , ℎ𝑚 ∈ 𝕜[𝑥], что ℎ1𝑓1+…+ℎ𝑛𝑓𝑛 = 1,
равносильна отсутствию у многочленов 𝑓1, … , 𝑓𝑛 общих делителей положительной степени —
точно также, как это происходит в кольце целых чисел ℤ.

Определение 2.3

Необратимыймногочлен 𝑓 ∈ 𝐾[𝑥] с коэффициентами в целостном3 кольце𝐾 называется непри-
водимым, если из равенства 𝑓 = 𝑔ℎ вытекает, что 𝑔 или ℎ является обратимой константой.

Упражнение 2.7. Пусть 𝕜 — любое поле. Пользуясь лем. 1.3, докажите следующую теорему
об однозначности разложения на простые множители в кольце 𝕜[𝑥]: каждый многочлен 𝑓
положительной степени является произведением конечного числа неприводимых много-
членов, причём в любых двух таких представлениях 𝑝1 … 𝑝𝑘 = 𝑓 = 𝑞1 … 𝑞𝑚 одинаковое
количество множителей 𝑘 = 𝑚, и их можно перенумеровать так, чтобы 𝑝𝑖 = 𝜆𝑖𝑞𝑖 при всех 𝑖
для некоторых ненулевых констант 𝜆𝑖 ∈ 𝕜.

1Ср. с зам. 1.3. на стр. 28.
2См. опр. 1.2 на стр. 28.
3Т. е. с единицей и без делителей нуля.
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2.2.2. Алгоритм Евклида – Гаусса из n∘ 1.2.2 также применим к многочленам с коэффици-
ентами из любого поля 𝕜. Покажем, как он работает, вычислив нод(𝑓,𝑔) для

𝑓 = 𝑥7 + 3𝑥6 + 4𝑥5 + 𝑥4 + 5𝑥2 + 3𝑥3 + 3𝑥 + 4 и 𝑔 = 𝑥5 + 5𝑥4 + 11𝑥3 + 12𝑥2 + 7𝑥 + 4 .

Как и в n∘ 1.2.2 на стр. 26, составляем таблицу

(
𝑓 1 0
𝑔 0 1) = (

𝑥7 + 3𝑥6 + 4𝑥5 + 𝑥4 + 3𝑥3 + 5𝑥2 + 3𝑥 + 4 1 0
𝑥5 + 5𝑥4 + 11𝑥3 + 12𝑥2 + 7𝑥 + 4 0 1) .

и преобразуем её строки, умножая какую-нибудь из них на ненулевую константу и прибавляя к
результату другую строку, умноженную на подходящий многочлен, так, чтобы степень одного
из многочленов в левом столбце строго уменьшалась, пока один из них не обнулится:

(1) ↦ (1) − 𝑥2 (2)∶ (
−2𝑥6 − 7𝑥5 − 11𝑥4 − 4𝑥3 + 𝑥2 + 3𝑥 + 4 1 −𝑥2

𝑥5 + 5𝑥4 + 11𝑥3 + 12𝑥2 + 7𝑥 + 4 0 1 )

(1) ↦ (1) + 2𝑥 (2)∶ (
3𝑥5 + 11𝑥4 + 20𝑥3 + 15𝑥2 + 11𝑥 + 4 1 −𝑥2 + 2𝑥
𝑥5 + 5𝑥4 + 11𝑥3 + 12𝑥2 + 7𝑥 + 4 0 1 )

(1) ↦ (1) − 3 (2)∶ (
−4𝑥4 − 13𝑥3 − 21𝑥2 − 10𝑥 − 8 1 −𝑥2 + 2𝑥 − 3
𝑥5 + 5𝑥4 + 11𝑥3 + 12𝑥2 + 7𝑥 + 4 0 1 )

(2) ↦ 4 (2) + 𝑥 (1)∶ (
−4𝑥4 − 13𝑥3 − 21𝑥2 − 10𝑥 − 8 1 −𝑥2 + 2𝑥 − 3
7𝑥4 + 23𝑥3 + 38𝑥2 + 20𝑥 + 16 𝑥 −𝑥3 + 2𝑥2 − 3𝑥 + 4)

(2) ↦ 4 (2) + 7 (1)∶ (
−4𝑥4 − 13𝑥3 − 21𝑥2 − 10𝑥 − 8 1 −𝑥2 + 2𝑥 − 3

𝑥3 + 5𝑥2 + 10𝑥 + 8 4𝑥 + 7 −4𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥 − 5)

(1) ↦ (1) + 4𝑥 (2)∶ (
7𝑥3 + 19𝑥2 + 22𝑥 − 8 16𝑥2 + 28𝑥 + 1 −16𝑥4 + 4𝑥3 + 7𝑥2 − 18𝑥 − 3
𝑥3 + 5𝑥2 + 10𝑥 + 8 4𝑥 + 7 −4𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥 − 5 )

(1) ↦ (1) − 7 (2)∶ (
−16𝑥2 − 48𝑥 − 64 16𝑥2 − 48 −16𝑥4 + 32𝑥3 − 32𝑥 + 32
𝑥3 + 5𝑥2 + 10𝑥 + 8 4𝑥 + 7 −4𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥 − 5 )

(2) ↦ (2) + 𝑥 (1)∕16∶ (
𝑥2 + 3𝑥 + 4 −𝑥2 + 3 𝑥4 − 2𝑥3 + 2𝑥 − 2
2𝑥2 + 6𝑥 + 8 𝑥3 + 𝑥 + 7 −𝑥5 + 2𝑥4 − 4𝑥3 − 𝑥2 + 4𝑥 − 5)

(2) ↦ (2) − 2 (1)∶ (
𝑥2 + 3𝑥 + 4 −𝑥2 + 3 𝑥4 − 2𝑥3 + 2𝑥 − 2

0 𝑥3 + 2𝑥2 + 𝑥 + 1 −𝑥5 − 𝑥2 − 1 )

Полученный результат означает, что нод(𝑓,𝑔) = 𝑥2+3𝑥+4 = −(𝑥2−3)⋅𝑓+(𝑥4−2𝑥3+2𝑥−2)⋅𝑔,
а нок(𝑓,𝑔) = (𝑥3 + 2𝑥2 + 𝑥 + 1) ⋅ 𝑓 = (𝑥5 + 𝑥2 + 1) ⋅ 𝑔.

Упражнение 2.8. Убедитесь, что в каждой возникающей по ходу вычисления таблице

(
𝑝 𝑟 𝑠
𝑞 𝑢 𝑤)

выполняются равенства 𝑝 = 𝑟𝑓+𝑠𝑔, 𝑞 = 𝑢𝑓+𝑤𝑔, а многочлен 𝑟𝑤−𝑢𝑠 является ненулевой
константой, и выведите из них, что в итоговой таблице вида

(
𝑑′ ℎ1 ℎ2
0 𝑚1 𝑚2) или (

0 𝑚1 𝑚2
𝑑′ ℎ1 ℎ2 )

многочлен 𝑑′ = 𝑓ℎ1 + 𝑔ℎ2 делит 𝑓 и 𝑔, а многочлен 𝑐′ = 𝑓𝑚1 = −𝑔𝑚2 делит любое общее
кратное 𝑓 и 𝑔.
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2.3. Корнимногочленов.Число 𝛼 ∈ 𝐾 называется корнем многочлена 𝑓 ∈ 𝐾[𝑥], если 𝑓(𝛼) = 0.
Как мы видели в прим. 2.4 на стр. 41, это равносильно тому, что 𝑓(𝑥) делится в 𝐾[𝑥] на 𝑥 − 𝛼.

Упражнение 2.9. Пусть 𝕜 — поле. Проверьте, что многочлен степени 2 или 3 неприводим
в 𝕜[𝑥] если и только если у него нет корней в поле 𝕜.

Предложение 2.4

Пусть 𝐾 — целостное кольцо и 𝑓 ∈ 𝐾[𝑥] имеет 𝑠 различных корней 𝛼1, … ,𝛼𝑠 ∈ 𝐾. Тогда 𝑓
делится в 𝐾[𝑥] на произведение ∏𝑖(𝑥 − 𝛼𝑖). В частности, deg(𝑓) ⩾ 𝑠 или 𝑓 = 0.

Доказательство. Так как в 𝐾 нет делителей нуля и (𝛼𝑖 − 𝛼1) ≠ 0 при 𝑖 ≠ 1, подставляя в ра-
венство 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝛼1) ⋅ 𝑞(𝑥) значения 𝑥 = 𝛼2, … ,𝛼𝑠, убеждаемся, что они являются корнями
многочлена 𝑞(𝑥), и применяем индукцию. □

Следствие 2.2

Пусть кольцо𝐾 целостное, и 𝑓,𝑔 ∈ 𝐾[𝑥]имеют степени, не превосходящие 𝑛. Если 𝑓(𝛼𝑖) = 𝑔(𝛼𝑖)
для более, чем 𝑛 попарно разных 𝛼𝑖 ∈ 𝐾, то 𝑓 = 𝑔 в 𝐾[𝑥].

Доказательство. Так как deg(𝑓 − 𝑔) ⩽ 𝑛, и у 𝑓 − 𝑔 больше 𝑛 корней, 𝑓 − 𝑔 = 0. □

Пример 2.5 (интерполяционный многочлен Лагранжа)

Пусть 𝕜 — поле. По сл. 2.2 для любых наборов из 𝑛 + 1 различных чисел 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝕜 и
произвольных значений 𝑏0, 𝑏1, … , 𝑏𝑛 ∈ 𝕜 имеется не более одного многочлена 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥] степе-
ни⩽ 𝑛 со значениями 𝑓(𝑎𝑖) = 𝑏𝑖 при всех 𝑖. Единственный такоймногочлен всегда существует и
называется интерполяционным многочленом Лагранжа. Чтобы выписать его явно заметим, что
произведение ∏𝜈≠𝑖(𝑥 − 𝑎𝜈) зануляется во всех точках 𝑎𝜈 кроме 𝑖-той, где его значение отлично
от нуля. Деля на него, получаем многочлен 𝑓𝑖(𝑥) = ∏𝜈≠𝑖(𝑥 − 𝑎𝜈)∕∏𝜈≠𝑖(𝑎𝑖 − 𝑎𝜈) со значениями
𝑓𝑖(𝑎𝜈) = 0 при 𝜈 ≠ 𝑖 и 𝑓𝑖(𝑎𝑖) = 1. Искомый многочлен Лагранжа имеет вид

𝑛

∑
𝑖=0

𝑏𝑖 𝑓𝑖(𝑥) =
𝑛

∑
𝑖=0

𝑏𝑖 ∏
𝜈≠𝑖

𝑥 − 𝑎𝜈
𝑎𝑖 − 𝑎𝜈

.

2.3.1. Присоединение корней. Зафиксируем произвольный отличный от константы мно-
гочлен 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥]. Кольцо вычетов 𝕜[𝑥]∕(𝑓) определяется аналогично кольцу1 ℤ∕(𝑛). А именно,
обозначим через (𝑓) = {𝑓ℎ | ℎ ∈ 𝕜[𝑥]} подкольцо в 𝕜[𝑥], состоящее из всех многочленов, деля-
щихся на 𝑓. Сдвиги этого подкольца на всевозможные элементы 𝑔 ∈ 𝕜[𝑥] обозначаются

[𝑔]𝑓 = 𝑔 + (𝑓) = {𝑔 + 𝑓ℎ | ℎ ∈ 𝕜[𝑥]}

и называются классами вычетов по модулю 𝑓. Два таких класса [𝑔]𝑓 и [ℎ𝑓] либо не пересекают-
ся, либо совпадают, причём последнее означает, что 𝑔1 − 𝑔2 ∈ (𝑓).

Упражнение 2.10. Убедитесь, что отношение 𝑔1 ≡ 𝑔2 (mod 𝑓), означающее, что 𝑔1 − 𝑔2 ∈ (𝑓),
является эквивалентностью2.

Множество классов вычетов обозначается через𝕜[𝑥]∕(𝑓). Сложениеи умножение в нём задаётся
формулами [𝑔]𝑓 + [ℎ]𝑓 ≝ [𝑔 + ℎ]𝑓, [𝑔]𝑓 ⋅ [ℎ]𝑓 ≝ [𝑔ℎ]𝑓.

1См. n∘ 1.4 на стр. 29.
2См. опр. 0.1 на стр. 11.
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Упражнение 2.11. Проверьте корректность1 этого определения и выполнение в 𝕜[𝑥]∕(𝑓) всех
аксиом коммутативного кольца с единицей.

Нулём кольца 𝕜[𝑥]∕(𝑓) является класс [0]𝑓 = (𝑓), единицей— класс [1]𝑓 = 1 + (𝑓). Так как кон-
станты не делятся на многочлены положительной степени, классы всех констант 𝑐 ∈ 𝕜 различ-
ны по модулю 𝑓. Иначе говоря, поле 𝕜 гомоморфно вкладывается в кольцо 𝕜[𝑥]∕(𝑓) в качестве
подполя, образованного классами констант. Поэтому классы чисел 𝑐 ∈ 𝕜 обычно записываются
как 𝑐, а не [𝑐]𝑓.

Упражнение 2.12. Покажите, что для любого 𝛼 ∈ 𝕜 поле 𝕜[𝑥]∕(𝑥 − 𝛼) изоморфно полю 𝕜.
Каждый многочлен 𝑔 ∈ 𝕜[𝑥] однозначно представляется в виде 𝑔 = 𝑓ℎ + 𝑟, где deg 𝑟 < deg 𝑓.
Поэтому в каждом классе [𝑔]𝑓 есть ровно один многочлен 𝑟 ∈ [𝑔]𝑓 с deg(𝑟) < deg(𝑓). Таким
образом, каждый элемент кольца 𝕜[𝑥]∕(𝑓) однозначно записывается в виде

[𝑎0 + 𝑎1𝑥 + … + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1]𝑓 = 𝑎0 + 𝑎1𝜗 + … + 𝑎𝑛−1𝜗𝑛−1 , где 𝜗 = [𝑥]𝑓 и 𝑎𝑖 ∈ 𝕜 .

Класс 𝜗 = [𝑥]𝑓 удовлетворяет в кольце 𝕜[𝑥]∕(𝑓) уравнению 𝑓(𝜗) = 0, ибо

𝑓(𝜗) = 𝑓 ([𝑥]𝑓) = [𝑓(𝑥)]𝑓 = [0]𝑓 .

В таких обозначениях сложение и умножение вычетов представляет собою формальное сло-
жение и умножение записей 𝑎0 + 𝑎1𝜗 + … + 𝑎𝑛−1𝜗𝑛−1 по стандартным правилам раскрытия
скобок и приведения подобных слагаемых с учётом соотношения 𝑓(𝜗) = 0. По этой причине
кольцо 𝕜[𝑥]∕ (𝑓) часто обозначают через 𝕜[𝜗], где 𝑓(𝜗) = 0, и называют расширением поля 𝕜
путём присоединения к нему корня 𝜗 многочлена 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥].

Например, кольцоℚ[𝑥]∕(𝑥2 −2) можно воспринимать как множество формальных записей

вида 𝑎+𝑏√2, где √2 ≝ [𝑥]. Сложение и умножение таких записей происходит по стандартным

правилам раскрытия скобок с учётом того, что √2 ⋅ √2 = 2:

(𝑎 + 𝑏√2) + (𝑐 + 𝑑√2) = (𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)√2

(𝑎 + 𝑏√2)(𝑐 + 𝑑√2) = (𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑) + (𝑐𝑏 + 𝑎𝑑)√2 .

Упражнение 2.13. Проверьте, что ℚ[√2] является полем, и выясните, являются ли полями
кольцаℚ[𝜗], в которых а) 𝜗3 + 1 = 0 б) 𝜗3 + 2 = 0.

Предложение 2.5

Пусть 𝕜—произвольное поле и 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥]. Кольцо 𝕜[𝑥]∕(𝑓) является полем если и только если 𝑓
неприводим в 𝕜[𝑥].

Доказательство. Если 𝑓 = 𝑔ℎ, где степени 𝑓 и 𝑔 строго меньше deg 𝑓, ненулевые классы [𝑔], [ℎ]
являются делителями нуля в кольце 𝕜[𝑥]∕(𝑓), что невозможно в поле. Если 𝑓 неприводим, то
нод(𝑓,𝑔) = 1 для любого 𝑔 ∉ (𝑓), и значит, 𝑓ℎ + 𝑔𝑞 = 1 для некоторых ℎ, 𝑞 ∈ 𝕜[𝑥], откуда
[𝑞] ⋅ [𝑔] = [1], т. е. класс [𝑔] обратим в 𝕜[𝑥]∕(𝑓). □

Упражнение 2.14. Найдите (1 + 𝜗)−1 в полеℚ[𝜗], где 𝜗2 + 𝜗 + 1 = 0.

1Т. е. независимость классов [𝑔 + ℎ]𝑓 и [𝑔ℎ]𝑓 от выбора представителей 𝑔 ∈ [𝑔]𝑓 и ℎ ∈ [ℎ]𝑓.
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Теорема 2.1

Для любого поля 𝕜 и произвольного 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥] существует такое поле 𝔽 ⊃ 𝕜, что в кольце 𝔽[𝑥]
многочлен 𝑓 разлагается в произведение deg 𝑓 линейных множителей.

Доказательство. Индукция по 𝑛 = deg 𝑓. Пусть для любого поля 𝕜 и каждого многочлена степе-
ни < 𝑛 из 𝕜[𝑥] искомое поле имеется1. Рассмотрим многочлен 𝑓 степени 𝑛. Если он приводим,
т. е. 𝑓 = 𝑔ℎ и deg𝑔, deg ℎ < 𝑛, то по индуктивному предположению существует поле 𝕃 ⊃ 𝕜 над
которым 𝑔 полностью разлагается на линейные множители, а также поле 𝔽 ⊃ 𝕃 над которым
полностьюразлагается ℎ, а с ними 𝑓. Если 𝑓 неприводим, рассмотримполе𝕃 = 𝕜[𝑥]∕(𝑓). Оно со-
держит 𝕜 в качестве классов констант, и многочлен 𝑓 делится в 𝕃[𝑥] на (𝑥−𝜗), где 𝜗 = [𝑥]𝑓 ∈ 𝕃.
Частное от этого деления имеет степень 𝑛−1 и по индукции раскладывается на линейные мно-
жители над некоторым полем 𝔽 ⊃ 𝕃. Тем самым и 𝑓 полностью раскладывается над 𝔽. □

Теорема 2.2 (китайская теорема об остатках)

Пусть многочлен 𝑓 = 𝑓1 … 𝑓𝑚 ∈ 𝕜[𝑥] является произведением 𝑚 попарно взаимно простых
многочленов 𝑓𝑖 ∈ 𝕜[𝑥]. Тогда отображение

𝜑∶ 𝕜[𝑥]
(𝑓) → 𝕜[𝑥]

(𝑓1) × ⋯ × 𝕜[𝑥]
(𝑓𝑚) , [𝑔]𝑓 ↦ ([𝑔]𝑓1 , … , [𝑔]𝑓𝑚) , (2-11)

корректно определено и является изоморфизмом колец.

Доказательство. Проверка того, что отображение (2-11) корректно определено2, является го-
моморфизмом колец и имеет нулевое ядро, дословно та же, что в n∘ 1.7 на стр. 36, и мы остав-
ляем её читателям. Докажем, что гомоморфизм (2-11) сюрьективен. Для каждого 𝑖 обозначим
через 𝐹𝑖 = 𝑓∕𝑓𝑖 произведение всех многочленов 𝑓𝜈 кроме 𝑖-го. Так как 𝑓𝑖 взаимно прост с каж-
дым 𝑓𝜈 при 𝜈 ≠ 𝑖, многочлены 𝐹𝑖 и 𝑓𝑖 взаимно просты по лем. 1.3 на стр. 28. Поэтому существует
такоймногочленℎ𝑖 ∈ 𝕜[𝑥], что [1]𝑓𝑖 = [𝐹𝑖]𝑓𝑖[ℎ𝑖]𝑓𝑖 = [𝐹𝑖ℎ𝑖]𝑓𝑖 в𝕜[𝑥]∕(𝑓𝑖).Мы заключаем, что класс
многочлена 𝐹𝑖ℎ𝑖 нулевой во всех кольцах 𝕜[𝑥]∕(𝑓𝜈) с 𝜈 ≠ 𝑖 и равен единице в 𝕜[𝑥]∕(𝑓𝑖). Поэтому
для любого набора классов [𝑟𝑖]𝑓𝑖 ∈ 𝕜[𝑥]∕(𝑓𝑖) многочлен 𝑔 = ∑𝑖 𝑟𝑖𝐹𝑖ℎ𝑖 таков, что [𝑔]𝑓𝑖 = [𝑟𝑖]𝑓𝑖
сразу для всех 𝑖. □

2.3.2. Общие корни нескольких многочленов 𝑓1, … , 𝑓𝑚 ∈ 𝕜[𝑥] с коэффициентами в по-
ле 𝕜 искать обычно проще, чем корни каждого из многочленов 𝑓𝑖 в отдельности, так как об-
щие корни являются корнями многочлена нод(𝑓1, … , 𝑓𝑚), который находится при помощи ал-
горитма Евклида и как правило имеет меньшую степень, чем любой из 𝑓𝑖. Отметим, что при
нод(𝑓1, … , 𝑓𝑚) = 1 многочлены 𝑓𝑖 не имеют общих корней не только в поле 𝕜, но и ни в каком
большем кольце 𝐾 ⊃ 𝕜, поскольку существуют такие ℎ𝑖 ∈ 𝕜[𝑥], что 𝑓1ℎ1 + … + 𝑓𝑚ℎ𝑚 = 1.

2.3.3. Кратные корни. Пусть 𝕜—произвольное поле. Число 𝛼 ∈ 𝕜 называется𝑚-кратным
корнем многочлена 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥], если 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝛼)𝑚 ⋅ 𝑔(𝑥) и 𝑔(𝛼) ≠ 0. Корни кратности 𝑚 = 1
называются простыми, а более высоких кратностей — кратными.

Предложение 2.6

Число 𝛼 является кратным корнем многочлена 𝑓 если и только если 𝑓(𝛼) = 𝑓′(𝛼) = 0.

1Заметим, что при 𝑛 = 2 это так: достаточно взять 𝔽 = 𝕜.
2Т. е. 𝜑([𝑔]𝑓) = 𝜑([ℎ]𝑓) при [𝑔]𝑓 = [ℎ]𝑓.
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Доказательство. Если корень 𝛼 кратный, то 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝛼)2𝑔(𝑥). Дифференцируя, получаем

𝑓′(𝑥) = (𝑥 − 𝛼)(2𝑔(𝑥) + (𝑥 − 𝛼)𝑔′(𝑥)) ,

откуда 𝑓′(𝛼) = 0. Если корень 𝛼 не кратный, то 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝛼)𝑔(𝑥), где 𝑔(𝛼) ≠ 0. Подставляя
𝑥 = 𝛼 в 𝑓′(𝑥) = (𝑥 − 𝛼)𝑔′(𝑥) + 𝑔(𝑥), получаем 𝑓′(𝛼) = 𝑔(𝛼) ≠ 0. □

Предложение 2.7

Если char𝕜 = 0, то 𝛼 ∈ 𝕜 является𝑚-кратным корнем многочлена 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥] если и только если

𝑓(𝛼) = 𝑑
𝑑𝑥𝑓(𝛼) = … = 𝑑𝑚−1

𝑑𝑥𝑚−1 𝑓(𝛼) = 0 и
𝑑𝑚
𝑑𝑥𝑚 𝑓(𝛼) ≠ 0 .

Доказательство. Если 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝛼)𝑚𝑔(𝑥), то 𝑓′(𝑥) = (𝑥 − 𝛼)𝑚−1(𝑚𝑔(𝑥) + (𝑥 − 𝛼)𝑔′(𝑥)). При
𝑔(𝛼) ≠ 0 второй множитель в последнем равенстве ненулевой при 𝑥 = 𝛼. Поэтому 𝛼 является
𝑚-кратным корнем 𝑓 если и только если 𝛼 является (𝑚 − 1)-кратным корнем 𝑓′. □

2.3.4. Сепарабельность.Многочлен 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥] называется сепарабельным, если он взаимно
прост со своей производной. Это равносильно отсутствию у 𝑓 кратных корней в любом кольце
𝐾 ⊃ 𝕜. В самом деле, если deg нод(𝑓, 𝑓′) ⩾ 1 или 𝑓′ = 0, то по теор. 2.1 нод(𝑓, 𝑓′) или, соот-
ветственно, сам 𝑓 имеет корень в некотором поле 𝔽 ⊃ 𝕜, и по предл. 2.6 этот корень кратный
для 𝑓. Наоборот, если нод(𝑓, 𝑓′) = 1, то 𝑝𝑓 + 𝑞𝑓′ = 1 для подходящих 𝑝, 𝑞 ∈ 𝕜[𝑥], и поэтому 𝑓
и 𝑓′ не могут одновременно обратиться в нуль ни в каком расширении 𝐾 ⊃ 𝕜.

Пример 2.6 (сепарабельность и несепарабельность неприводимых многочленов)

Если многочлен 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥] неприводим, то он взаимно прост со всеми ненулевыми многочлена-
ми меньшей степени. Поэтому нод(𝑓, 𝑓′) = 1, если 𝑓′ ≠ 0 в𝕜[𝑥]. Поскольку над полем характе-
ристики нуль каждый многочлен положительной степени имеет ненулевую производную, все
неприводимые многочлены над таким полем сепарабельны. Если char𝕜 = 𝑝 > 0, то 𝑓′ = 0
если и только если1 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥𝑝) для некоторого 𝑔(𝑥) = 𝑏𝑚𝑥𝑚 + … + 𝑏1𝑥 + 𝑏0 ∈ 𝕜[𝑥]. Так
как в характеристике 𝑝 возведение в 𝑝-тую степень является гомоморфизмом колец2 и тожде-
ственно действует на простом поле 𝔽𝑝, для любого многочлена 𝑔 с коэффициентами в простом
конечном поле 𝕜 = 𝔽𝑝 выполняются равенства

𝑔(𝑥𝑝) = 𝑏𝑚𝑥𝑝𝑚 + … + 𝑏1𝑥𝑝 + 𝑏0 = 𝑏𝑝𝑚𝑥𝑝𝑚 + … + 𝑏𝑝1 𝑥𝑝 + 𝑏𝑝0 =
= (𝑏𝑚𝑥𝑚 + … + 𝑏1𝑥 + 𝑏0)𝑝 = 𝑔𝑝(𝑥) .

Поэтому в 𝔽𝑝[𝑥] каждый многочлен с нулевой производной является чистой 𝑝-той степенью и
тем самым приводим. Мы заключаем, что в 𝔽𝑝[𝑥] все неприводимые многочлены тоже сепара-
бельны.

Упражнение 2.15. Покажите, что неприводимый многочлен над любым конечным полем се-
парабелен.

Неприводимый многочлен над бесконечным полем положительной характеристики не обяза-
тельно сепарабелен. Например, можно показать, что над полем 𝕜 = 𝔽𝑝(𝑡) рациональных функ-
ций от одной переменной 𝑡 с коэффициентами в поле 𝔽𝑝 многочлен 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑝 − 𝑡 неприводим,
но поскольку 𝑓′ = 0, многочлен 𝑓 не сепарабелен.

1См. прим. 2.3 на стр. 40.
2См. прим. 1.7 на стр. 30.
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2.4. Поле комплексных чисел ℂ ≝ ℝ[𝒕]∕(𝒕𝟐 + 𝟏) получается из поля ℝ присоединением корня
неприводимого надℝмногочлена 𝑡2+1 = 0 и состоит из элементов 𝑥+ 𝑖𝑦, где 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, а 𝑖 ≝ [𝑡]
удовлетворяет соотношению 𝑖2 = −1. Обратным к ненулевому числу 𝑥 + 𝑦𝑖 является число

1
𝑥 + 𝑦𝑖 = 𝑥 − 𝑖𝑦

(𝑥 + 𝑖𝑦)(𝑥 − 𝑖𝑦) = 𝑥
𝑥2 + 𝑦2 − 𝑦

𝑥2 + 𝑦2 ⋅ 𝑖 .

Комплексное число 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 удобно изображать на плоскости ℝ2 с фиксированной прямо-
угольной системой координат (𝑥, 𝑦) радиус вектором 𝑧, ведущим из начала координат в точку
𝑧 = (𝑥, 𝑦), как на рис. 2⋄1. Координаты (𝑥, 𝑦) называются действительной и мнимой частями
числа 𝑧 ∈ ℂ и обозначаются через Re(𝑧) и Im(𝑧), а длина |𝑧| ≝ √𝑥2 + 𝑦2 называется модулем
или абсолютной величиной комплексного числа 𝑧. Множество всех таких 𝜗 ∈ ℝ, что поворот
плоскости вокруг нуля на угол 𝜗 совмещает направление координатной оси 𝑥 с направлением
вектора 𝑧, называется аргументом числа 𝑧 и обозначается Arg(𝑧) = {𝛼 + 2𝜋𝑘 | 𝑘 ∈ ℤ}, где
𝛼 ∈ ℝ—ориентированная длина какой-нибудь дуги единичной окружности, ведущей из точки
(1, 0) в точку1 𝑧∕|𝑧|. Такимобразом, каждое комплексное числоимеет вид 𝑧 = |𝑧|⋅(cos𝛼+𝑖⋅sin𝛼),
где 𝛼 ∈ Arg(𝑧), и Re(𝑧) = |𝑧| ⋅ cos𝛼, а Im(𝑧) = |𝑧| ⋅ sin𝛼.

𝑂

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦

|௭|=√௫మ+௬మ
Arg(௭)=ఈ+ଶగ௞ , ௞∈ℤ

𝑧−ଵ

𝒊

𝟏

𝛼

−𝛼
𝑥 = Re(𝑧)

𝑦 = Im(𝑧)

|௭−భ|=|௭|−భ , Arg(௭−భ)=−ఈ+ଶగ௞ , ௞∈ℤ

Рис. 2⋄1. Числа 𝑧 = |𝑧| ⋅ (cos𝛼 + 𝑖 sin𝛼) и 𝑧−1 = |𝑧|−1(cos𝛼 − 𝑖 sin𝛼).

На множестве векторов в ℝ2 имеется своя внутренняя операция сложения векторов, отно-
сительно которой радиус векторы точек 𝑧 ∈ ℝ2 образуют абелеву группу. Зададим на множе-
стве векторов вℝ2 операцию умножения требованием, чтобы длиныперемножаемых векторов
перемножались, а аргументы— складывались, т. е.

|𝑧1𝑧2| = |𝑧1| ⋅ |𝑧2|
Arg(𝑧1𝑧2) = Arg(𝑧1) + Arg(𝑧2) ≝ {𝜗1 + 𝜗2 | 𝜗1 ∈ Arg(𝑧1) , 𝜗2 ∈ Arg(𝑧2)} .

(2-12)

Упражнение 2.16. Проверьте корректность нижней формулы, т. е. убедитесь, что любые два
числа в правом множестве отличаются на целое кратное 2𝜋.

1Любые две таких дуги отличаются друг от друга на целое число оборотов, а «ориентированность»
означает, что длину дуги следует брать со знаком «+», если движение вдоль неё происходит против ча-
совой стрелки, и со знаком «−» если по часовой стрелке.
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Лемма 2.1

Множество радиус векторов точек 𝑧 евклидовой координатной плоскостиℝ2 c описанными вы-
ше сложением и умножением является полем. Отображение ℂ → ℝ2, сопоставляющее ком-
плексному числу 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ ℂ точку 𝑧 = (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, является изоморфизмом полей.

Доказательство. Радиус векторы точек плоскости образуют абелеву группу по сложению. Оче-
видно также, что ненулевые векторы образуют абелеву группу относительно операции умноже-
ния, задаваемой формулами (2-12). Единицей этой группы служит единичный направляющий
вектор оси 𝑥, а обратный к ненулевому 𝑧 вектор 𝑧−1 имеет |𝑧−1| = 1∕|𝑧| и Arg(𝑧−1) = −Arg(𝑧)
(см. рис. 2⋄1). Для проверки дистрибутивности заметим, что для любого 𝑎 ∈ ℝ2 отображение

𝑎∶ ℝ2 → ℝ2 , 𝑧 ↦ 𝑎𝑧 ,

состоящее в умножении всех векторов на 𝑎 по формулам (2-12), представляет собою поворот-
ную гомотетию1 плоскости ℝ2 относительно начала координат на угол Arg(𝑎) с коэффициен-
том |𝑎|. Аксиома дистрибутивности 𝑎(𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 утверждает, что поворотная гомотетия
перестановочна со сложением векторов2. Но это действительно так, поскольку и поворотыи го-
мотетии переводят параллелограммы в параллелограммы. Таким образом, радиус векторы то-
чек евклидовой координатной плоскости ℝ2 образуют поле. Векторы, параллельные горизон-
тальной координатной оси, составляют в нём подполе, изоморфное полю ℝ. Если обозначить
через 𝑖 единичный направляющий вектор вертикальной координатной оси, то радиус вектор
каждой точки 𝑧 = (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 однозначно запишется в виде 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, где числа 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ пони-
маются как векторы, параллельные горизонтальной координатной оси, а сложение и умноже-
ние происходят по правилам поля ℝ2. При этом 𝑖2 = −1 и для любых векторов 𝑧1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1 и
𝑧2 = 𝑥2 + 𝑖𝑦2 выполняются равенства 𝑧1 + 𝑧2 = (𝑥1 + 𝑥2) + 𝑖(𝑦1 + 𝑦2) и

𝑧1𝑧2 = (𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2) + 𝑖(𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1) ,

которыми описывается сложение и умножение вычетов [𝑥 + 𝑦𝑡] в поле ℂ = ℝ[𝑡]∕(𝑡2 + 1). □
2.4.1. Комплексное сопряжение. Числа 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 и 𝑧 ≝ 𝑥 − 𝑖𝑦 называются комплекс-

но сопряжёнными. В терминах комплексного сопряжения обратное к ненулевому 𝑧 ∈ ℂ число
можно записать как 𝑧−1 = 𝑧∕|𝑧|2. На геометрическом языке комплексное сопряжение 𝑧 ↦ 𝑧
представляет собою симметрию комплексной плоскости относительно вещественной оси 𝑥. С
алгебраической точки зрения сопряжение является инволютивным3 автоморфизмом поля ℂ,
т. е. 𝑧 = 𝑧 для всех 𝑧 ∈ ℂ, и 𝑧1 + 𝑧2 = 𝑧1 + 𝑧2, 𝑧1𝑧2 = 𝑧1𝑧2 для всех 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℂ.

2.4.2. Тригонометрия.Почтивсяшкольная тригонометрияпредставляет собоютруднодля
восприятия закодированную запись заурядных алгебраических вычислений с комплексными
числами, лежащими на единичной окружности.

Пример 2.7 (формулы сложения аргументов)

Произведение 𝑧1𝑧2 чисел 𝑧1 = cos𝜑1 + 𝑖 sin𝜑1 и 𝑧2 = cos𝜑2 + 𝑖 sin𝜑2 согласно лем. 2.1 рав-
но cos(𝜑1 + 𝜑2) + 𝑖 sin(𝜑1 + 𝜑2), а лобовое перемножение этих чисел путём раскрытия скобок

1Поворотной гомотетией относительно точки 0 на угол 𝛼 с коэффициентом 𝜚 > 0 называется ком-
позиция поворота на угол 𝛼 вокруг точки 0 и растяжения в 𝜚 раз относительно 0. Так такие растяжения
и повороты коммутируют друг с другом, неважно в каком порядке выполняется эта композиция.

2Т. е. является гомоморфизмом аддитивных групп.
3Эндоморфизм 𝜄∶ 𝑋 → 𝑋 произвольного множества 𝑋 называется инволюцией, если 𝜄 ∘ 𝜄 = Id𝑋. По

предл. 0.4 на стр. 16 всякая инволюция автоматически биективна.
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даёт 𝑧1𝑧2 = (cos𝜑1 cos𝜑2 − sin𝜑1 sin𝜑2) + 𝑖(cos𝜑1 sin𝜑2 + sin𝜑1 cos𝜑2), откуда cos(𝜑1 + 𝜑2) =
= cos𝜑1 cos𝜑2 − sin𝜑1 sin𝜑2 и sin(𝜑1 + 𝜑2) = cos𝜑1 sin𝜑2 + sin𝜑1 cos𝜑2. Таким образом мы
доказали тригонометрические формулы сложения аргументов.

Пример 2.8 (тригонометрические функции кратных углов)

По лем. 2.1 число 𝑧 = cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑 ∈ ℂ имеет 𝑧𝑛 = cos(𝑛𝜑) + 𝑖 sin(𝑛𝜑). Раскрывая скобки в
биноме (cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑)𝑛 по форм. (0-8) на стр. 9, получаем равенство

cos(𝑛𝜑) + 𝑖 sin(𝑛𝜑) = (cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑)𝑛 =

= cos𝑛𝜑 + 𝑖(
𝑛
1) cos𝑛−1𝜑 sin𝜑 − (

𝑛
2) cos𝑛−2𝜑 sin2𝜑 − 𝑖(

𝑛
3) cos𝑛−3𝜑 sin3𝜑 + … =

= ((
𝑛
0) cos𝑛𝜑 − (

𝑛
2) cos𝑛−2𝜑 sin2𝜑 + (

𝑛
4) cos𝑛−4𝜑 sin4𝜑 − ⋯ ) +

+ 𝑖 ⋅ ((
𝑛
1) cos𝑛−1𝜑 sin𝜑 − (

𝑛
3) cos𝑛−3𝜑 sin3𝜑 + (

𝑛
5) cos𝑛−5𝜑 sin5𝜑 − ⋯ )

заключающее в себе сразу все мыслимые формулы для кратных углов:

cos(𝑛𝜑) = (
𝑛
0) cos𝑛𝜑 − (

𝑛
2) cos𝑛−2𝜑 sin2𝜑 + (

𝑛
4) cos𝑛−4𝜑 sin4𝜑 − ⋯

sin(𝑛𝜑) = (
𝑛
1) cos𝑛−1𝜑 sin𝜑 − (

𝑛
3) cos𝑛−3𝜑 sin3𝜑 + (

𝑛
5) cos𝑛−5𝜑 sin5𝜑 − ⋯

Например, cos 3𝜑 = cos3 𝜑 − 3 cos𝜑 ⋅ sin2 𝜑 = 4 cos3 𝜑 − 3 cos2 𝜑.

Упражнение 2.17. Выразите sin(2𝜋∕5) и cos(2𝜋∕5) через радикалы от рациональных чисел.

2.4.3. Корни из единицы и круговые многочлены. Решим в поле ℂ уравнение 𝑧𝑛 = 1.
Сравнивая модули левой и правой части, заключаем, что |𝑧| = 1. Сравнивая аргументы, по-
лучаем 𝑛 Arg(𝑧) = Arg(1) = {2𝜋𝑘 | 𝑘 ∈ ℤ}. С точностью до прибавления целых кратных 2𝜋
существует ровно 𝑛 различных вещественных чисел, попадающих при умножении на 𝑛 в мно-
жество {2𝜋𝑘 | 𝑘 ∈ ℤ}. Это все геометрически различные углы 2𝜋𝑘 ∕𝑛 с 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛 − 1. Мы
заключаем, что уравнение 𝑧𝑛 = 1 имеет ровно 𝑛 корней

𝜁𝑘 = cos(2𝜋𝑘∕𝑛) + 𝑖 sin(2𝜋𝑘∕𝑛) , где 𝑘 = 0, 1, … , (𝑛 − 1) , (2-13)

расположенных в вершинах правильного 𝑛-угольника, вписанного в единичную окружность
так, что его вершина 𝜁0 находится в точке 1, см. рис. 2⋄2 и рис. 2⋄3.

𝑋

𝑌

𝜁0

𝜁1
𝜁2

𝜁3
𝜁4

𝑂
𝑋

𝑌

𝜁0

𝜁1𝜁2

𝜁3

𝜁4 𝜁5

𝑂

Рис. 2⋄2. Группа 𝞵5. Рис. 2⋄3. Группа 𝞵6.
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Корни (2-13) образуют абелеву группу относительно операции умножения. Эта группа обозна-
чается 𝞵𝑛 и называется группой корней 𝑛-й степени из единицы. Корень 𝜁 ∈ 𝞵𝑛 называются пер-
вообразным корнем степени 𝑛 из единицы, если все остальные элементы группы 𝞵𝑛 представля-
ются в виде 𝜁𝑘 с 𝑘 ∈ ℕ. Например, первообразным является корень 𝜁1 = cos(2𝜋∕𝑛) + 𝑖 sin(2𝜋∕𝑛),
имеющий наименьший положительный аргумент. Но бывают и другие: на рис. 2⋄2 все четыре
отличных от 1 элемента группы 𝞵5 являются первообразными корнями, тогда как в группе 𝞵6
на рис. 2⋄3 первообразными являются только 𝜁1 и 𝜁5 = 𝜁−1

1 = 𝜁51 . Множество всех первообраз-
ных корней обозначается через 𝑅𝑛 ⊂ 𝞵𝑛.

Упражнение 2.18. Покажите, что 𝜁𝑘1 = cos(2𝜋𝑘∕𝑛) + 𝑖 sin(2𝜋𝑘∕𝑛) ∈ 𝑅𝑛 если и только если
нод(𝑘, 𝑛) = 1.

Приведённыймногочлен𝛷𝑛(𝑧) = ∏𝜁∈𝑅𝑛(𝑧−𝜁), корнями которого являются все первообразные
корни 𝑛-й степени из единицыи только они, называется 𝑛-тым круговым или циклотомическим
многочленом. Например, пятый и шестой круговые многочлены имеют вид

𝛷5(𝑧) = (𝑧 − 𝜁1)(𝑧 − 𝜁2)(𝑧 − 𝜁3)(𝑧 − 𝜁4) = 𝑧4 + 𝑧3 + 𝑧2 + 𝑧 + 1
𝛷6(𝑧) = (𝑧 − 𝜁1)(𝑧 − 𝜁4) = 𝑧2 − 𝑧 + 1 .

Упражнение 2.19∗. Попытайтесь доказать, что 𝛷𝑛 ∈ ℤ[𝑥] и неприводим1 вℚ[𝑥] при всех 𝑛.

Пример 2.9 (уравнение 𝑧𝑛 = 𝑎)

Число 𝑧 = |𝑧| ⋅ (cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑) ∈ ℂ является корнем уравнения 𝑧𝑛 = 𝑎 если и только если
|𝑧|𝑛 = |𝑎| и 𝑛𝜑 ∈ Arg(𝑎). При 𝑎 ≠ 0 имеется ровно 𝑛 таких чисел. Они выражаются через
𝑟 = |𝑎| и 𝛼 ∈ Arg 𝑎 по формуле

𝑧𝑘 = 𝑛√𝑟 ⋅ (cos
𝛼 + 2𝜋𝑘

𝑛 + 𝑖 sin 𝛼 + 2𝜋𝑘
𝑛 ) , 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛 − 1 ,

и располагаются в вершинах правильного 𝑛-угольника, вписанного в окружность радиуса 𝑛√𝑟
с центром в нуле так, что радиус вектор одной из его вершин образует с осью 𝑥 угол 𝛼∕𝑛.

2.5. Конечные поля можно строить присоединяя к 𝔽𝑝 = ℤ∕(𝑝) корень какого-нибудь неприво-
димого многочлена 𝑓 ∈ 𝔽𝑝[𝑥]. Если deg 𝑓 = 𝑛, то получающееся таким образом поле вычетов
𝔽𝑝[𝑥]∕(𝑓) состоит из 𝑝𝑛 элементов вида 𝑎0 + 𝑎1𝜗 + … + 𝑎𝑛−1𝜗𝑛−1, где 𝑎𝑖 ∈ 𝔽𝑝 и 𝑓(𝜗) = 0.

Пример 2.10 (поле 𝔽9)

Многочлен 𝑥2 + 1 ∈ 𝔽3[𝑥] неприводим, так как не имеет корней в 𝔽3. Присоединяя к 𝔽3 его
корень, получаем поле 𝔽9 ≝ 𝔽3[𝑥]∕ (𝑥2 + 1), состоящее из девяти элементов вида 𝑎 + 𝑏𝑖, где
𝑎, 𝑏 ∈ 𝔽3 = {−1, 0, 1} и 𝑖2 = −1. Расширение 𝔽3 ⊂ 𝔽9 похоже на расширение ℝ ⊂ ℂ. Аналогом
комплексного сопряжения в поле 𝔽9 является гомоморфизмФробениуса2 𝐹3 ∶ 𝔽9 → 𝔽9, 𝑧 ↦ 𝑧3,
тождественно действующий на простом подполе 𝔽3 ⊂ 𝔽9 и переводящий 𝑖 в −𝑖.

Упражнение 2.20. Составьте для поля 𝔽9 таблицы умножения и обратных элементов, пере-
числите в 𝔽9 все квадраты и кубы и убедитесь, что мультипликативная группа 𝔽×

9 изоморф-
на 𝞵8.

1Т. е. не являются произведениями многочленов строго меньшей степени.
2См. прим. 1.10 на стр. 34.
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Пример 2.11 (поле 𝔽4)

Многочлен 𝑥2 + 𝑥 + 1 ∈ 𝔽2[𝑥] неприводим, так как не имеет корней в 𝔽2. Присоединяя к 𝔽2 его
корень, получаем поле 𝔽4 ≝ 𝔽2[𝑥]∕(𝑥2 + 𝑥 + 1), состоящее из 0, 1, 𝜔 = [𝑥] и 1 + 𝜔 = 𝜔2 = 𝜔−1,
причём1 𝜔2 + 𝜔 + 1 = 0. Расширение 𝔽2 ⊂ 𝔽4 тоже похоже на ℝ ⊂ ℂ, если понимать второе
расширение как результат присоединения кℝ первообразного комплексного кубического кор-
ня𝜔 из единицы, который также удовлетворяет уравнению𝜔2 +𝜔+ 1 = 0. В поле 𝔽4 аналогом
комплексного сопряжения ℂ → ℂ, переводящего 𝜔 ∈ ℂ в 𝜔 = 𝜔2, также является гомомор-
физм Фробениуса2 𝐹2 ∶ 𝔽4 → 𝔽4, 𝑧 ↦ 𝑧2, который тождественно действует на простом подполе
𝔽2 ⊂ 𝔽4 и переводит корни многочлена 𝑥2 + 𝑥 + 1 друг в друга.

Упражнение 2.21. Убедитесь, что мультипликативная группа 𝔽×
4 изоморфна 𝞵3.

Теорема 2.3

Для каждого 𝑛 ∈ ℕ и простого 𝑝 ∈ ℕ существует конечное поле 𝔽𝑞 из 𝑞 = 𝑝𝑛 элементов.

Доказательство. Рассмотрим в 𝔽𝑝[𝑥] многочлен 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑞 − 𝑥. По теор. 2.1 существует такое
поле 𝔽 ⊃ 𝔽𝑝, что 𝑓 полностью раскладывается в 𝔽[𝑥] в произведение 𝑞 линейных множителей.
Так как 𝑓′(𝑥) = −1, многочлен 𝑓 сепарабелен3, и все эти множители различны. Таким образом,
в поле 𝔽 имеется ровно 𝑞 таких чисел 𝛼, что 𝛼𝑞 = 𝛼. Обозначим множество этих чисел через 𝔽𝑞
и покажем, что 𝔽𝑞 ⊂ 𝔽 является подполем. Очевидно, что 0, 1 ∈ 𝔽 лежат в 𝔽𝑞. Если 𝛼 ∈ 𝔽𝑞, то
𝛼−1 ∈ 𝔽𝑞, так как (𝛼−1)

𝑞 = (𝛼𝑞)
−1 = 𝛼−1, и −𝛼 ∈ 𝔽𝑞, так как (−𝛼)𝑞 = −𝛼𝑞 = −𝛼 при 𝑝 ≠ 2, а

в характеристике два −𝛼 = 𝛼. Если 𝛼,𝛽 ∈ 𝔽𝑞, то (𝛼𝛽)𝑞 = 𝛼𝑞𝛽𝑞 = 𝛼𝛽, т. е. 𝛼𝛽 ∈ 𝔽𝑞. Поскольку
char𝔽 = 𝑝, в поле𝔽 выполняется равенство4 (𝛼+𝛽)𝑝 = 𝛼𝑝+𝛽𝑝. Применяя его 𝑛 раз, заключаем,
что (𝛼 + 𝛽)𝑞 = (𝛼 + 𝛽)𝑝𝑛 = 𝛼𝑝𝑛 + 𝛽𝑝𝑛 = 𝛼 + 𝛽 для всех 𝛼,𝛽 ∈ 𝔽𝑞, откуда 𝛼 + 𝛽 ∈ 𝔽𝑞. □

Упражнение 2.22. Покажите, что число элементов в любом конечном поле является степенью
его характеристики.

2.5.1. Конечныемультипликативныеподгруппыполя.Рассмотримабелеву группу𝐴, опе-
рацию в которой будем записывать мультипликативно. Если группа 𝐴 конечна, то среди степе-
ней любого элемента 𝑏 ∈ 𝐴 встречаются одинаковые, скажем 𝑏𝑛 = 𝑏𝑘 c 𝑛 > 𝑘. Умножая обе
части этого равенства на 𝑏−𝑘, заключаем, что 𝑏𝑛−𝑘 = 1. Таким образом, для каждого 𝑏 ∈ 𝐴
существует такое𝑚 ∈ ℕ, что 𝑏𝑚 = 1. Наименьшее из этих𝑚 называется порядком элемента 𝑏
и обозначается ord 𝑏. Если ord 𝑏 = 𝑛, то элементы 𝑏0 = 1, 𝑏1 = 𝑏, 𝑏2, …, 𝑏𝑛−1 попарно различ-
ны, и каждая целая степень 𝑏𝑘 совпадает с одним из них: если 𝑘 = 𝑛𝑞 + 𝑟, где 𝑟 — остаток от
деления 𝑘 на 𝑛, то 𝑏𝑘 = (𝑏𝑛)𝑞𝑏𝑟 = 𝑏𝑟. В частности, 𝑏𝑚 = 0 если и только если𝑚 ⫶ ord 𝑏.

Упражнение 2.23. Покажите, что порядок любого элемента из конечной абелевой группы 𝐴
делит |𝐴|.

Группа 𝐴 называется циклической, если она исчерпывается целыми степенями какого-нибудь
элемента 𝑎 ∈ 𝐴, т. е. 𝐴 = {𝑎𝑛 | 𝑛 ∈ ℤ}. Для конечной группы 𝐴 это равносильно равенству
ord 𝑎 = |𝐴|. Каждый обладающий этим свойством элемент 𝑎 ∈ 𝐴 называется образующей цик-
лической группы 𝐴. Например, группа 𝞵𝑛 ⊂ ℂ комплексных корней 𝑛-й степени из единицы5

циклическая, и её образующими являются первообразные корни.

1Отметим, что −1 = 1 в 𝔽2, что позволяет обходиться без минусов.
2См. прим. 1.10 на стр. 34.
3См. n∘ 2.3.4 на стр. 47.
4См. прим. 1.10 на стр. 34.
5См. n∘ 2.4.3 на стр. 50.
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Предложение 2.8

Если порядки элементов мультипликативной абелевой группы 𝐴 ограничены сверху, то макси-
мальный из них делится на порядок любого элемента 𝑎 ∈ 𝐴.

Доказательство. Достаточно для любых двух элементов 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴, имеющих порядки𝑚1,𝑚2,
построить элемент 𝑏 ∈ 𝐴, порядок которого равеннок(𝑚1,𝑚2). Еслинод(𝑚1,𝑚2) = 1, положим
𝑏 = 𝑎1𝑎2. Тогда 𝑏𝑚1𝑚2 = 𝑎𝑚1𝑎𝑚2 = 1. Если 𝑏𝑘 = 1, то 𝑎𝑘1 = 𝑎−𝑘

2 , откуда 1 = 𝑎𝑘𝑚1
1 = 𝑎−𝑘𝑚1

2 , и
значит, 𝑘𝑚1 ⫶ 𝑚2. Так как𝑚1 и𝑚2 взаимно просты, 𝑘 ⫶ 𝑚2. Меня ролями 𝑎1 и 𝑎2, заключаем,
что 𝑘 ⫶ 𝑚1, а значит, 𝑘 ⫶ 𝑚1𝑚2. Тем самым, ord(𝑏) = 𝑚1𝑚2 = нок(𝑚1,𝑚2).

Если нод(𝑚1,𝑚2) ≠ 1, то для каждого простого 𝑝 ∈ ℕ обозначим через 𝜈𝑖(𝑝) показатель, с
которым 𝑝 входит в разложение числа𝑚𝑖 на простые множители1. Тогда

нок(𝑚1,𝑚2) = ∏𝑝 𝑝
max(𝜈1(𝑝),𝜈2(𝑝)) .

Положим 𝓁1 = ∏ 𝑝𝜈1(𝑝) по всем простым 𝑝 ∈ ℕ с 𝜈1(𝑝) > 𝜈2(𝑝), и 𝓁2 = нок(𝑚1,𝑚2)∕𝓁1. Тогда
нод(𝓁1, 𝓁2) = 1 и𝑚1 = 𝑘1𝓁1,𝑚2 = 𝑘2𝓁2 для некоторых 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℕ. Элементы 𝑏1 = 𝑎𝑘11 , 𝑏2 = 𝑎𝑘22
имеют взаимно простые порядки 𝓁1, 𝓁2, и по уже доказанному их произведение 𝑏 = 𝑏1𝑏2 имеет
порядок 𝓁1𝓁2 = нок(𝑚1,𝑚2). □

Следствие 2.3

Любая конечная подгруппа 𝐴 в мультипликативной группе 𝕜× произвольного поля 𝕜 является
циклической.

Доказательство.Обозначимчерез𝑚максимальныйиз порядков элементов группы𝐴. Согласно
предл. 2.8, все элементы группы 𝐴 являются корнями многочлена 𝑥𝑚 − 1 = 0. Поэтому их не
более𝑚 и все они исчерпываются степенями имеющегося в 𝐴 элемента𝑚-того порядка. □

Теорема 2.4

Всякое конечное поле изоморфно одному из полей 𝔽𝑞, построенных в теор. 2.3 на стр. 52.

Доказательство.Пустьполе𝔽имеет характеристику𝑝и состоитиз𝑞 элементов.По сл. 2.3муль-
типликативная группа 𝔽× является циклической. Обозначим её образующую через 𝜁 ∈ 𝔽×. То-
гда 𝔽 = {0, 1, 𝜁, 𝜁2, … , 𝜁𝑞−2} и 𝜁𝑞−1 = 1. Чтобы доказать теорему, построим ещё одно поле из 𝑞
элементов, изоморфное как полю 𝔽, так и подходящему полю из теор. 2.3. Для этого обозначим
через 𝑔 ∈ 𝔽𝑝[𝑥] приведённый многочлен минимальной степени с корнем 𝜁.

Упражнение 2.24. Убедитесь, что такой многочлен 𝑔 существует, неприводим в 𝔽𝑝[𝑥] и делит
все многочлены 𝑓 ∈ 𝔽𝑝[𝑥] с корнем 𝜁.

Из упражнения вытекает, что кольцо𝔽𝑝[𝑥]∕(𝑔) является полем, а правило [ℎ]𝑔 ↦ ℎ(𝜁) корректно
задаёт ненулевой гомоморфизм колец 𝔽𝑝[𝑥]∕(𝑔) → 𝔽. Он инъективен по предл. 1.3 на стр. 33 и
сюрьективен, так как все 𝜁𝑚 содержатся в его образе. Тем самым, 𝔽 ≃ 𝔽𝑝[𝑥]∕(𝑔). В частности,
поле 𝔽 состоит из 𝑞 = 𝑝𝑛 элементов 𝑎𝑛−1𝜁𝑛−1 + … + 𝑎1𝜁 + 𝑎0, где 𝑎𝑖 ∈ 𝔽𝑝, 𝑛 = deg𝑔.

Так как 𝜁 является корнем многочлена 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑞 − 𝑥, из упр. 2.24 вытекает, что 𝑓 = 𝑔𝑢
для некоторого 𝑢 ∈ 𝔽𝑝[𝑥]. Подставляя в это равенство 𝑞 элементов поля 𝔽𝑞, построенного в
теор. 2.3 и состоящего в точности из 𝑞 корней многочлена 𝑓, мы заключаем, что хотя бы один

1См. упр. 1.8 на стр. 28.
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из них — назовём его 𝜉 ∈ 𝔽𝑞 — является корнем многочлена 𝑔. Правило [ℎ]𝑔 ↦ ℎ(𝜉) коррект-
но задаёт вложение полей 𝔽𝑝[𝑥] ∕ (𝑔) ↪ 𝔽𝑞, сюрьективное, поскольку оба поля состоят из 𝑞
элементов. Тем самым, 𝔽𝑝[𝑥]∕(𝑔) ≃ 𝔽𝑞. □

Следствие 2.4 (из доказательства теор. 2.4)

Для каждого 𝑛 ∈ ℕ и простого 𝑝 ∈ ℕ в 𝔽𝑝[𝑥] имеется неприводимый многочлен степени 𝑛. □

Следствие 2.5

Каждое конечное поле 𝔽 состоит из 𝑝𝑛 элементов, где простое 𝑝 = char𝔽, и для каждого 𝑛 ∈ ℕ
и простого 𝑝 имеется единственное с точностью до изоморфизма поле из 𝑝𝑛 элементов. □



§3. Дроби и ряды

В этом параграфе мы продолжаем обозначать через 𝐾 произвольное коммутативное кольцо с
единицей, а через 𝕜—произвольное поле.

3.1. Кольца частных. Способ изготовления поляℚ из кольца ℤ как множества дробей с целым
числителем и ненулевым целым знаменателем1 применим в любом коммутативном кольце 𝐾
с единицей. Подмножество 𝑆 ⊂ 𝐾 называется мультипликативным, если 1 ∈ 𝑆 и 𝑠𝑡 ∈ 𝑆 для
всех 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑆. Например, множество всех целых неотрицательных степеней 𝑞𝑘 любого элемента
𝑞 ∈ 𝐾 мультипликативно2. Множество 𝐾∘ ⊂ 𝐾, состоящее из всех не делящих нуль ненулевых
элементов, тожемультипликативно. В частности, множество всех ненулевых элементов любого
целостного кольца мультипликативно. Каждое мультипликативное подмножество 𝑆 ⊂ 𝐾 задаёт
на множестве упорядоченных пар 𝐾 × 𝑆 отношение эквивалентности ∼𝑆, порождённое3 отож-
дествлениями (𝑎, 𝑠) ∼𝑆 (𝑎𝑡, 𝑠𝑡) для всех 𝑡 ∈ 𝑆. Класс эквивалентности пары (𝑎, 𝑠) по модулю
этого отношения называется дробью со знаменателем в 𝑆 и обозначается 𝑎∕𝑠. Множество всех
таких дробей обозначается 𝐾𝑆−1 или 𝐾[𝑆−1] и называется кольцом частных или локализацией
кольца 𝐾 со знаменателями в 𝑆.

Пример 3.1

Пусть𝐾 = ℤ∕(6) и 𝑆 = {[1], [2], [−2]}. Каждая дробь в𝐾𝑆−1 имеет представление со знаменате-
лем [1]: [𝑎]∕[±2] = [𝑎][∓2]∕[±2][∓2] = [∓𝑎][2]∕[1][2] = [∓𝑎]∕[1]. В частности, [0]∕[±2] = [0]∕[1].
Далее, [±2]∕[1] = [±2][2]∕[1][2] = [∓1][2]∕[1][2] = [∓1]∕[1]. Наконец, [3]∕[1] = [3][2]∕[1][2] =
= [0]∕[2] = [0]∕[1]. Тем самым, 𝐾𝑆−1 исчерпывается дробями [0]∕[1], [1]∕[1] и [−1]∕[1].

Упражнение 3.1. Убедитесь, что эти три дроби различны.

Лемма 3.1

𝑎∕𝑠 = 𝑏∕𝑡 в 𝐾𝑆−1 если и только если 𝑎𝑡𝑢 = 𝑏𝑠𝑢 в 𝐾 для некоторого 𝑢 ∈ 𝑆.

Доказательство. Положим (𝑎, 𝑠) ≈ (𝑏, 𝑡), если 𝑎𝑡𝑢 = 𝑏𝑠𝑢 для некоторого 𝑢 ∈ 𝑆. Двухшаговая це-
почка отождествлений (𝑎, 𝑠) ∼𝑆 (𝑎𝑡𝑢, 𝑠𝑡𝑢) = (𝑏𝑠𝑢, 𝑡𝑠𝑢) ∼𝑆 (𝑏, 𝑡) показывает, что отношение ≈
содержится в отношении ∼𝑆. Остаётся проверить, что отношение ≈ является отношением эк-
вивалентности — тогда оно совпадёт с ∼𝑆 в силу минимальности последнего. Рефлексивность
и симметричность очевидны. Докажем транзитивность. Пусть (𝑎, 𝑠) ≈ (𝑏, 𝑡) и (𝑏, 𝑡) ≈ (𝑐, 𝑟), т. е.
существуют такие 𝑢,𝑤 ∈ 𝑆, что 𝑎𝑡𝑢 = 𝑏𝑠𝑢 и 𝑏𝑟𝑤 = 𝑐𝑡𝑤. Тогда

𝑎𝑟(𝑡𝑢𝑤) = (𝑎𝑡𝑢)𝑟𝑤 = (𝑏𝑠𝑢)𝑟𝑤 = (𝑏𝑟𝑤)𝑠𝑢 = (𝑐𝑡𝑤)𝑠𝑢 = 𝑐𝑠(𝑡𝑢𝑤) ,

т. е. (𝑎, 𝑠) ≈ (𝑐, 𝑟). □

Лемма 3.2

Операции 𝑎
𝑟 + 𝑏

𝑠 ≝ 𝑎𝑠+𝑏𝑟
𝑟𝑠 и 𝑎

𝑟 ⋅ 𝑏
𝑠 ≝ 𝑎𝑏

𝑟𝑠 корректно задают на 𝐾𝑆−1 структуру коммутативного
кольца с единицей 1∕1 и нулём 0∕1.

1См. прим. 0.5 на стр. 13 и прим. 1.2 на стр. 23.
2Мы по определению полагаем 𝑞0 = 1.
3Т. е. наименьшее по включению отношение эквивалентности 𝑅 ⊂ (𝐾 × 𝑆) × (𝐾 × 𝑆), содержащее все

пары вида ((𝑎, 𝑠), (𝑎𝑡, 𝑠𝑡)), где 𝑡 ∈ 𝑆, см. n∘ 0.4.1 на стр. 13.
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Доказательство. Так как каждое отождествление ∼𝑆 является цепочкой элементарных отож-
дествлений (𝑎, 𝑟) ∼𝑆 (𝑎𝑢, 𝑟𝑢), где 𝑢 ∈ 𝑆, достаточно проверить, что результаты операций не
меняются при замене 𝑎

𝑟 на 𝑎𝑢
𝑟𝑢 , а

𝑏
𝑠 —на 𝑏𝑤

𝑠𝑤 , где 𝑢,𝑤 ∈ 𝑆, что очевидно:

𝑎𝑢
𝑟𝑢 + 𝑏𝑤

𝑠𝑤 = 𝑎𝑢𝑠𝑤 + 𝑏𝑤𝑟𝑢
𝑟𝑢𝑠𝑤 = (𝑎𝑠 + 𝑏𝑟) ⋅ 𝑤𝑢

𝑟𝑠 ⋅ 𝑤𝑢 = 𝑎𝑠 + 𝑏𝑟
𝑟𝑠

𝑎𝑢
𝑟𝑢 ⋅ 𝑏𝑤𝑠𝑤 = 𝑎𝑢𝑏𝑤

𝑟𝑢𝑠𝑤 = (𝑎𝑏) ⋅ 𝑤𝑢
𝑟𝑠 ⋅ 𝑤𝑢 = 𝑎𝑏

𝑟𝑠 .

Проверку выполнения в 𝐾𝑆−1 всех аксиом коммутативного кольца с единицей мы оставляем
читателю в качестве упражнения. □

Следствие 3.1

Кольцо 𝐾𝑆−1 нулевое если и только если 𝑆 содержит нуль.

Доказательство. Если 0 ∈ 𝑆, то любая дробь 𝑎∕𝑠 = (𝑎 ⋅ 0)∕(𝑠 ⋅ 0) = 0∕0 = (0 ⋅ 1)∕(1 ⋅ 0) = 0∕1
эквивалентна нулю. С другой стороны, 1∕1 = 0∕1 только если существует такой 𝑠 ∈ 𝑆, что
1 ⋅ 1 ⋅ 𝑠 = 0 ⋅ 1 ⋅ 𝑠 = 0, откуда 𝑠 = 0 ∈ 𝑆. □

Теорема 3.1

Отображение 𝜄𝑆 ∶ 𝐾 → 𝐾𝑆−1, переводящее 𝑎 ∈ 𝐾 в дробь 𝑎∕1, является гомоморфизмом колец
c ядром ker 𝜄𝑆 = {𝑎 ∈ 𝐾 | ∃ 𝑠 ∈ 𝑆∶ 𝑎𝑠 = 0}. Образ 𝜄𝑆(𝑠) любого элемента 𝑠 ∈ 𝑆 обратим
в 𝐾𝑆−1. Для любого гомоморфизма 𝜑∶ 𝐾 → 𝑅 в целостное кольцо 𝑅, переводящего каждый
элемент из 𝑆 в обратимый элемент из 𝑅, существует единственный такой гомоморфизм колец
𝜑𝑆 ∶ 𝐾𝑆−1 → 𝑅, что 𝜑 = 𝜑𝑆 ∘ 𝜄𝑆.

Доказательство. Очевидно, что 𝜄𝑆 является гомоморфизмом. Дробь 𝜄𝑆(𝑎) = 𝑎∕1 равна 0∕1 если
и только если найдётся такой 𝑠 ∈ 𝑆, что 𝑎 ⋅1 ⋅ 𝑠 = 0 ⋅1 ⋅ 𝑠 = 0. Обратным к 𝜄𝑆(𝑠) = 𝑠∕1 элементом
является дробь1∕𝑠. Остаётся доказать последнее утверждение.Дляпродолжения гомоморфизма
𝜑∶ 𝐾 → 𝑅 до гомоморфизма 𝜑𝑆 ∶ 𝐾𝑆−1 → 𝑅 нет иного выбора как положить 𝜑𝑆(1∕𝑠) = 1∕𝜑(𝑠),
так как в кольце 𝑅 должны выполняться равенства 𝜑𝑆(1∕𝑠) ⋅ 𝜑𝑆(𝑠) = 𝜑𝑆(𝑠 ⋅ (1∕𝑠)) = 𝜑(1) = 1.
Следовательно, искомое продолжение обязано задаваться формулой 𝜑𝑆(𝑎∕𝑠) ≝ 𝜑(𝑎)∕𝜑(𝑠). Она

корректна, поскольку при замене 𝑎
𝑠 на 𝑎𝑢

𝑠𝑢 с 𝑢 ∈ 𝑆 имеем 𝜑𝑆 (
𝑎𝑢
𝑠𝑢 ) = 𝜑(𝑎𝑢)

𝜑(𝑠𝑢) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑢)
𝜑(𝑠)𝜑(𝑢) = 𝜑(𝑎)

𝜑(𝑠) .

Бесхитростную проверку того, что построенное отображение𝜑𝑆 перестановочно со сложением
и умножением, мы оставляем читателю. □

Упражнение 3.2. Пусть𝐾 = ℤ∕(30), а 𝑆 = {[2𝑘]30 | 𝑘 = 0, … , 4}. Покажите, что𝐾𝑆−1 ≃ ℤ∕(15).

Пример 3.2 (поле частных целостного кольца)

Если кольцо𝐾 не имеет делителей нуля, его ненулевые элементы образуютмультипликативную
систему. Кольцо частных со знаменателями в этой системе является полем. Оно называется по-
лем частных целостного кольца 𝐾 и обозначается 𝑄𝐾. Равенство 𝑎∕𝑏 = 𝑐∕𝑑 в 𝑄𝐾 равносильно
равенству𝑎𝑐 = 𝑏𝑑 в𝐾, а гомоморфизм 𝜄∶ 𝐾 ↪ 𝑄𝐾,𝑎 ↦ 𝑎∕1, инъективен, и любой гомоморфизм
𝜑∶ 𝐾 → 𝑅 в целостное кольцо 𝑅, переводящий все ненулевые элементы из 𝐾 в обратимые эле-
менты кольца𝑅, единственным способом продолжается до вложения поля частных𝜑∶ 𝑄𝐾 ↪ 𝑅.

Пример 3.3 (поле ℚ)

Полем частных целостного кольца ℤ является поле рациональных чисел ℚ = 𝑄ℤ, которое кано-
нически вкладывается в любое поле характеристики нуль в качестве простого подполя1.

1См. n∘ 1.5.6 на стр. 34.
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Пример 3.4 (поле рядов Лорана)

Поле частных кольца формальных степенных рядов 𝕜⟦𝑥⟧ с коэффициентами в произвольном
поле 𝕜 обозначается 𝕜⦅𝑥⦆ ≝ 𝑄𝕜⟦𝑥⟧. Так как любой ряд с ненулевым свободным членом обра-
тим1 в 𝕜⟦𝑥⟧, каждая дробь 𝑝(𝑥) ∕𝑞(𝑥) ∈ 𝕜⦅𝑥⦆ однозначно представляется в виде 𝑥𝑚ℎ(𝑥), где
ℎ ∈ 𝕜⟦𝑥⟧ имеет ненулевой свободный член, a показатель 𝑚 ∈ ℤ равен разности показате-
лей младших членов рядов 𝑝 и 𝑞. Иначе говоря, поле 𝕜⦅𝑥⦆ состоит из формальных степенных
рядов вида 𝑓(𝑥) = ∑𝑘⩾𝑚(𝑓) 𝑎𝑘𝑥𝑘, в которых допускается конечное число мономов отрицатель-
ной степени. Такие ряды называются рядами Лорана, а поле 𝕜⦅𝑥⦆ — полем рядов Лорана. Номер
𝑚(𝑓) ∈ ℤ самого левого ненулевого коэффициента ряда Лорана 𝑓 называется порядком ряда 𝑓.

3.2. Рациональные функции.Поле частных кольца 𝕜[𝑥] обозначается через 𝕜(𝑥) и называется
полем рациональных функций от 𝑥. Его элементами являются дроби вида 𝑝(𝑥)∕𝑞(𝑥) с 𝑝, 𝑞 ∈ 𝕜[𝑥].

Предложение 3.1

Если 𝑔 = 𝑔1 …𝑔𝑚, где 𝑔𝑖 ∈ 𝕜[𝑥] и нод(𝑔𝑖,𝑔𝑗) = 1 при 𝑖 ≠ 𝑗, то при любом 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥] дробь 𝑓∕𝑔
единственным образом представляется в виде суммы

𝑓
𝑔 = ℎ + 𝑓1

𝑔1
+ ⋯ + 𝑓𝑚

𝑔𝑚
, (3-1)

где ℎ ∈ 𝕜[𝑥] и deg 𝑓𝑖 < deg𝑔𝑖 при всех 𝑖.

Доказательство. Деля 𝑓 на 𝑔 с остатком2, заключаем, что 𝑓∕𝑔 = ℎ+𝑟∕𝑔, где ℎ—неполное част-
ное, а остаток 𝑟 имеет степень deg 𝑟 < deg𝑔. Если 𝑔 = 𝑔1𝑔2 и нод(𝑔1,𝑔2) = 1, то [𝑔2]𝑔1 обратим
в 𝕜[𝑥]∕(𝑔1). Представим [𝑟]𝑔1 ∕[𝑔2]𝑔1 = [𝑓1]𝑔1 многочленом 𝑓1 степени deg 𝑓1 < deg𝑔1. Тогда
𝑟 = 𝑓1 ⋅𝑔2+𝑓2 ⋅𝑔1 для некоторого 𝑓2 ∈ 𝕜[𝑥]. Сравнивая степени, заключаем, что deg 𝑓2 < deg𝑔2.
Таким образом, 𝑟∕𝑔 = 𝑓1∕𝑔1 + 𝑓2∕𝑔2 и к каждой из этих дробей применимо то же рассуждение,
если её знаменатель является произведением взаимно простых многочленов. Это доказывает
существование разложения (3-1). Для доказательства его единственности, умножим обе части
разложения (3-1) на 𝑔. Получим равенство вида 𝑓 = ℎ𝑔+ 𝑓1𝐺1 + … + 𝑓𝑚𝐺𝑚, где через 𝐺𝑖 = 𝑔∕𝑔𝑖
обозначенопроизведение всехмногочленов𝑔𝜈 кроме 𝑖-го. Таккакdeg(𝑓1𝐺1+…+𝑓𝑚𝐺𝑚) < deg𝑔,
многочлен ℎ является неполным частным, а 𝑟 = 𝑓1𝐺1+…+𝑓𝑚𝐺𝑚 —остатком от деления 𝑓 на 𝑔.
Каждый𝑓𝑖 является темединственныммногочленомстепени< deg𝑔𝑖, класс которого в𝕜[𝑥]∕(𝑔𝑖)
равен [𝑓]𝑔𝑖 ∕[𝐺𝑖]𝑔𝑖 . Таким образом, все ингредиенты формулы (3-1) однозначно определяются
многочленами 𝑓 и 𝑔1, … ,𝑔𝑛. □

Предложение 3.2

Любую дробь вида 𝑓∕𝑔𝑚, в которой deg 𝑓 < deg𝑔𝑚 = 𝑚 deg𝑔, можно единственным образом
представить в виде суммы

𝑓
𝑔𝑚 = 𝑓1

𝑔 + 𝑓2
𝑔2 + ⋯ + 𝑓𝑚

𝑔𝑚 , (3-2)

где deg 𝑓𝑖 < deg𝑔 при всех 𝑖.

Доказательство. Представление (3-2) равносильно записи 𝑓 в виде

𝑓 = 𝑓1𝑔𝑚−1 + 𝑓2𝑔𝑚−2 + … + 𝑓𝑚−1𝑔 + 𝑓𝑚 , (3-3)

1См. прим. 2.2 на стр. 39.
2См. n∘ 2.2 на стр. 41.
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аналогичном записи целого числа 𝑓 в 𝑔-ичной позиционной системе исчисления: 𝑓𝑚 является
остатком от деления 𝑓 на 𝑔, 𝑓𝑚−1 — остатком от деления частного (𝑓 − 𝑓𝑚) ∕𝑔 на 𝑔, 𝑓𝑚−2 —

остатком от деления частного (
𝑓−𝑓𝑚
𝑔 − 𝑓𝑚−1)∕𝑔 на 𝑔 и т. д. □

3.2.1. Разложениенапростейшиедроби.Изпредыдущих двух предложений вытекает, что
каждая дробь 𝑓∕𝑔 ∈ 𝕜(𝑥) допускает единственное представление в виде суммы неполного част-
ного от деления 𝑓 на 𝑔 и дробей вида 𝑝∕𝑞𝑚, где 𝑞 пробегает неприводимые делители знамена-
теля𝑔, показатель𝑚меняется от 1 до кратности вхождения 𝑞 в разложение𝑔 на неприводимые
множители, и в каждой из таких дробей deg 𝑝 < deg 𝑞. Такое представление называется разло-
жением 𝑓∕𝑔 на простейшие дроби и бывает полезно в практических вычислениях с рациональ-
ными функциями.

Пример 3.5

Вычислим 2022-ю производную, а также первообразную1 от 1∕(1 + 𝑥2). Разложим эту дробь в
поле ℂ(𝑥) на простейшие:

1
1 + 𝑥2 = 𝛼

1 + 𝑖𝑥 + 𝛽
1 − 𝑖𝑥 , где 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ .

Подставляя 𝑥 = ±𝑖 в равенство 1 = 𝛼(1 − 𝑖𝑥) + 𝛽(1 + 𝑖𝑥), находим 𝛼 = 𝛽 = 1∕2, т. е.

1
1 + 𝑥2 = 1

2 (
1

1 + 𝑖𝑥 + 1
1 − 𝑖𝑥) .

Теперь дифференцируем каждое слагаемое:

(
𝑑
𝑑𝑥)

2022 1
1 + 𝑥2 = 2022!

2 (
(−𝑖)2022

(1 + 𝑖𝑥)2023 + 𝑖2022
(1 − 𝑖𝑥)2023) =

= −2022! ⋅ 12
(1 − 𝑖𝑥)2023 + (1 + 𝑖𝑥)2023

(1 + 𝑥2)2023 = 2022! ⋅
1011

∑
𝜈=0 (

2023
2𝜈 ) ⋅ (−1)𝜈+1𝑥2𝜈

(1 + 𝑥2)2023 ,

и интегрируем каждое слагаемое:

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2 = 1
2 ∫

𝑑𝑥
1 + 𝑖𝑥 + 1

2 ∫
𝑑𝑥

1 − 𝑖𝑥 = ln(1 + 𝑖𝑥) − ln(1 − 𝑖𝑥)
2𝑖 = 1

2𝑖 ln
1 + 𝑖𝑥
1 − 𝑖𝑥 = arctg 𝑥 .

Подчеркнём, что все проделанные вычисления корректно определены в кольце ℂ⟦𝑥⟧, а все на-
писанные равенства суть равенства между элементами этого кольца2.

1Т. е. такой ряд 𝑓 без свободного члена, что 𝑓′(𝑥) = 1∕(1 + 𝑥2). Подробнее см. в n∘ 3.3 на стр. 61.
2В частности, последнее равенство вытекает из определения тангенса:

tg 𝑡 ≝ sin 𝑡
cos 𝑡 = 1

𝑖 ⋅ 𝑒
𝑖𝑡 − 𝑒−𝑖𝑡

𝑒𝑖𝑡 + 𝑒−𝑖𝑡 = 1
𝑖 ⋅ 𝑒

2𝑖𝑡 − 1
𝑒2𝑖𝑡 + 1 ∈ ℂ⟦𝑡⟧ .

Полагая tg 𝑡 = 𝑥, получаем 𝑒2𝑖𝑡 = 1+𝑖𝑥
1−𝑖𝑥 . Про экспоненту и логарифм мы ещё подробно поговорим в n∘ 3.3

на стр. 61 ниже.
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3.2.2. Разложение рациональной функции в степенной ряд.По теор. 3.1 на стр. 56 суще-
ствует единственное вложение 𝕜(𝑥) ↪→ 𝕜⦅𝑥⦆, переводящее каждый многочлен в себя. Иначе
говоря, каждую рациональную функцию можно разложить в ряд Лорана. Если основное поле 𝕜
алгебраически замкнуто1, такое разложение описывается довольно явными формулами. Пусть
deg 𝑓 < deg𝑔 и знаменатель дроби 𝑓∕𝑔 имеет вид:

𝑔(𝑥) = 1 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + … + 𝑎𝑛𝑥𝑛 = ∏(1 − 𝛼𝑖𝑥)𝑚𝑖 , (3-4)

где все числа 𝛼𝑖 ∈ 𝕜 попарно различны.

Упражнение 3.3. Убедитесь, что числа 𝛼𝑖 из разложения (3-4) суть корни многочлена

𝑡𝑛 + 𝑎1𝑡𝑛−1 + … + 𝑎𝑛−1𝑡 + 𝑎𝑛 = ∏(𝑡 − 𝛼𝑖)𝑚𝑖 .

По предл. 3.1 и предл. 3.2 функция 𝑓∕𝑔 является суммой простейших дробей

𝛽𝑖𝑗
(1 − 𝛼𝑖𝑥)𝑘𝑖𝑗

, (3-5)

где при каждом 𝑖 показатели 𝑘𝑖𝑗 лежат в пределах 1 ⩽ 𝑘𝑖𝑗 ⩽ 𝑚𝑖, а 𝛽𝑖𝑗 ∈ 𝕜.
Если все кратности𝑚𝑖 = 1, то разложение на простейшие дроби имеет вид

𝑓(𝑥)
(1 − 𝛼1𝑥) … (1 − 𝛼𝑛𝑥) = 𝛽1

1 − 𝛼1𝑥
+ … + 𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛𝑥
.

Чтобы найти 𝛽𝑖, умножим обе части на общий знаменатель и подставим 𝑥 = 𝛼−1
𝑖 . Получим

𝛽𝑖 =
𝑓 (𝛼−1

𝑖 )
∏𝜈≠𝑖(1 − (𝛼𝜈∕𝛼𝑖))

=
𝛼𝑛−1
𝑖 𝑓 (𝛼−1

𝑖 )
∏𝜈≠𝑖 (𝛼𝑖 − 𝛼𝜈)

. (3-6)

Мы заключаем, что когда все 𝑚𝑖 = 1, дробь 𝑓∕𝑔 является суммой 𝑛 = deg𝑔 геометрических
прогрессий:

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = ∑ (𝛽1𝛼𝑘1 + 𝛽2𝛼𝑘2 + … + 𝛽𝑛𝛼𝑘𝑛) ⋅ 𝑥𝑘 , (3-7)

где 𝛽𝑖 находятся по формулам (3-6).
Простейшая дробь (3-5) с показателем 𝑘𝑖𝑗 = 𝑚 > 1 раскладывается в ряд при помощи

формулы Ньютона для бинома с отрицательным показателем

1
(1 − 𝑥)𝑚 = ∑

𝑘⩾0

(𝑘 + 𝑚 − 1)(𝑘 + 𝑚 − 2) ⋯ (𝑘 + 1)
(𝑚 − 1)! ⋅ 𝑥𝑘 = ∑

𝑘⩾0(
𝑘 + 𝑚 − 1
𝑚 − 1 ) ⋅ 𝑥𝑘 , (3-8)

которая получается (𝑚 − 1)-кратным дифференцированием обеих частей разложения геомет-
рической прогрессии (1 − 𝑥)−1 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + ….

Упражнение 3.4. Убедитесь, что (
𝑑
𝑑𝑥)

𝑛
(1 − 𝑥)−1 = 𝑛!∕ (1 − 𝑥)𝑛+1.

Таким образом, разложение простейшей дроби (3-5) имеет вид

𝛽
(1 − 𝛼𝑖𝑥)𝑚 = 𝛽 ∑

𝑘⩾0
𝛼𝑘𝑖 (

𝑘 + 𝑚 − 1
𝑚 − 1 ) ⋅ 𝑥𝑘 . (3-9)

1Т. е. каждый многочлен из 𝕜[𝑥] полностью раскладывается в 𝕜[𝑥] на линейные множители.
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3.2.3. Решение линейных рекуррентных уравнений.Предыдущие вычисления можно ис-
пользовать для отыскания «формулы 𝑘-того члена» последовательности 𝑧𝑘, заданной линейным
рекуррентным уравнением 𝑛-того порядка:

𝑧𝑘 + 𝑎1𝑧𝑘−1 + 𝑎2𝑧𝑘−2 + … + 𝑎𝑛𝑧𝑘−𝑛 = 0 , (3-10)

где коэффициенты 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ ℂ— заданные числа. При 𝑘 ⩾ 𝑛 уравнению (3-10) удовлетворя-
ют коэффициенты 𝑧𝑘 любого степенного ряда вида

𝑧0 + 𝑧1𝑥 + 𝑧2𝑥2 + … = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + … + 𝑏𝑛−1𝑥𝑛−1

1 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + … + 𝑎𝑛𝑥𝑘
.

Если в числителе правой части подобрать коэффициенты 𝑏0, 𝑏1, … , 𝑏𝑛−1 ∈ ℂ так, чтобы пер-
вые𝑛 коэффициентов 𝑧0, … , 𝑧𝑛−1 разложенияполученной дроби в степеннойряд совпали с пер-
выми 𝑛 членами последовательности (3-10), то формулы (3-6) и (3-9) дадут явные выражения
элементов последовательности 𝑧𝑘 через 𝑘.

Пример 3.6 (числа Фибоначчи)

Найдём явное выражение через 𝑘 для элементов последовательности 𝑧𝑘, в которой

𝑧0 = 0 , 𝑧1 = 1 и 𝑧𝑘 = 𝑧𝑘−1 + 𝑧𝑘−2 при 𝑘 ⩾ 2 .

Рекуррентное уравнение 𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1 − 𝑧𝑘−2 = 0 описывает коэффициенты ряда

𝑥 + 𝑧2𝑥2 + 𝑧3𝑥3 + … = 𝑏0 + 𝑏1𝑥
1 − 𝑥 − 𝑥2 ,

у которого 𝑧0 = 0 и 𝑧1 = 1. Умножая обе части на знаменатель и сравнивая коэффициенты при
𝑥0 и 𝑥1, заключаем, что 𝑏0 = 0, а 𝑏1 = 1. Таким образом,

𝑧(𝑥) = 𝑥
1 − 𝑥 − 𝑥2 = 𝛽+

1 − 𝛼+𝑥
+ 𝛽−
1 − 𝛼−𝑥

,

где 𝛼± = (1 ± √5)∕2 суть корни многочлена 𝑡2 − 𝑡 − 1, а 𝛽+ = −𝛽− = 1∕(𝛼+ − 𝛼−) = 1∕√5 по
формуле (3-6). Разложение 𝑧(𝑥) в ряд имеет вид

𝑥
1 − 𝑥 − 𝑥2 = 1

√5 (
1

1 − 𝛼+𝑥
− 1
1 − 𝛼−𝑥) = ∑

𝑘⩾0

𝛼𝑘+ − 𝛼𝑘−
√5

⋅ 𝑥𝑘 ,

т. е.

𝑧𝑘 = (1 + √5)𝑘 − (1 − √5)𝑘

2𝑘√5
.

Предложение 3.3

Если последовательность чисел 𝑧𝑘 ∈ ℂ удовлетворяет при 𝑘 ⩾ 𝑛 рекуррентному уравнению

𝑧𝑘 + 𝑎1𝑧𝑘−1 + 𝑎2𝑧𝑘−2 + … + 𝑎𝑛𝑧𝑘−𝑛 = 0 (3-11)

с постоянными коэффициентами 𝑎𝑖 ∈ ℂ, то 𝑧𝑘 = 𝛼𝑘1𝜑1(𝑘) + … + 𝛼𝑘𝑟𝜑𝑟(𝑘), где 𝛼1, … ,𝛼𝑟 — это
все различные корни многочлена1

𝑡𝑛 + 𝑎1𝑡𝑛−1 + … + 𝑎𝑛 , (3-12)

а 𝜑𝑖(𝑥) ∈ ℂ[𝑥] и deg𝜑𝑖 строго меньше кратности соответствующего корня 𝛼𝑖.
1Он называется характеристическим многочленом рекуррентного уравнения (3-10).
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Доказательство. Ряд ∑ 𝑧𝑘𝑥𝑘 ∈ ℂ⟦𝑥⟧, коэффициенты которого решают уравнение (3-11), яв-
ляется суммой дробей вида 𝛽(1 − 𝛼𝑥)−𝑚, где 𝛼 пробегает различные корни многочлена (3-12),
показатель𝑚 лежит в пределах от1 до кратности соответствующего корня𝛼, и для каждойпары
𝛼,𝑚 комплексное число 𝛽 = 𝛽(𝛼,𝑚) однозначно вычисляется по 𝛼,𝑚 и первым 𝑛 коэффициен-
там последовательности 𝑧𝑘. Согласно формуле (3-9) коэффициент при 𝑥𝑘 у разложения дроби
(1 − 𝛼𝑥)−𝑚 в степенной ряд имеет вид 𝛼𝑘𝜑(𝑘), где 𝜑(𝑘) = (𝑘+𝑚−1

𝑚−1 ) является многочленом сте-
пени𝑚 − 1 от 𝑘. □

3.3. Логарифмиэкспонента.Всюдув этомразделемырассматриваемрядыскоэффициентами
в поле 𝕜 характеристики char𝕜 = 0. В этом случае для любого ряда 𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + …
существует единственный ряд без свободного члена, производная от которого равна 𝑓(𝑥). Он
называется первообразной или интегралом от 𝑓 и обозначается

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≝ 𝑎0𝑥 + 𝑎1
2 𝑥

2 + 𝑎2
3 𝑥

3 + … = ∑
𝑘⩾1

𝑎𝑘−1
𝑘 𝑥𝑘 . (3-13)

Первообразный ряд от знакопеременной геометрической прогрессии называется логарифмом
и обозначается

ln(1 + 𝑥) ≝ ∫
𝑑𝑥
1 + 𝑥 = ∫ (1 − 𝑥 + 𝑥2 − 𝑥3 + …) 𝑑𝑥 =

= 𝑥 − 𝑥2
2 + 𝑥3

3 − 𝑥4
4 + 𝑥5

5 − … = ∑
𝑘⩾1

(−1)𝑘−1

𝑘 𝑥𝑘 . (3-14)

Единственный ряд со свободным членом 1, совпадающий со своей производной, называется
экспонентой и обозначается

𝑒𝑥 ≝ ∑
𝑘⩾0

𝑥𝑘∕𝑘! = 1 + 𝑥 + 𝑥2
2 + 𝑥3

6 + 𝑥4
24 + 𝑥5

120 + … . (3-15)

Упражнение 3.5. Убедитесь, что 𝑑
𝑑𝑥 ln 𝑢 = 𝑢′∕𝑢 и ln(1∕𝑢) = − ln 𝑢 для всех 𝑢 ∈ 𝑈.

3.3.1. Логарифмирование и экспоненцирование. Обозначим через 𝑁 = (𝑥) ⊂ 𝕜⟦𝑥⟧ адди-
тивнуюабелеву группу всех рядов без свободного члена, а через𝑈 = 1+𝑁 ⊂ 𝕜⟦𝑥⟧—мультипли-
кативную абелеву группу всех рядов с единичным свободным членом. Подстановка в аргумент
логарифма вместо 1 + 𝑥 произвольного ряда 𝑢(𝑥) ∈ 𝑈 означает подстановку в логарифмиче-
ский ряд (3-14) вместо переменной 𝑥 ряда 𝑢(𝑥) − 1 без свободного члена и тем самым является
алгебраической операцией1. Мы получаем отображение логарифмирования

ln∶ 𝑈 → 𝑁 , 𝑢 ↦ ln 𝑢 . (3-16)

Подстановка в экспоненту (3-15) вместо 𝑥 любого ряда 𝜏(𝑥) ∈ 𝑁 даёт ряд 𝑒𝜏(𝑥) со свободным
членом 1. Мы получаем экспоненциальное отображение

exp∶ 𝑁 → 𝑈 , 𝜏 ↦ 𝑒𝜏 . (3-17)

1См. n∘ 2.1.1 на стр. 38.
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Лемма 3.3

Для рядов 𝑢,𝑤 ∈ 𝑈 равенства 𝑢 = 𝑤, 𝑢′ = 𝑤′, ln(𝑢) = ln(𝑤) и 𝑢′ ∕𝑢 = 𝑤′ ∕𝑤 попарно эквива-
лентны друг другу.

Доказательство. Первое равенство влечёт за собой все остальные. Поскольку ряды с равны-
ми свободными членами совпадают если и только если совпадают их производные, первые два
равенства и последние два равенства равносильны друг другу. Остаётся показать, что из по-
следнего равенства следует первое. Но последнее равенство утверждает, что 𝑢′ ∕𝑢 − 𝑤′ ∕𝑤 =
= (𝑢′𝑤 − 𝑤′𝑢)∕𝑢𝑤 = (𝑤∕𝑢) ⋅ (𝑢∕𝑤)′ = 0 откуда (𝑢∕𝑤)′ = 0, т. е. 𝑢∕𝑤 = const = 1. □

Теорема 3.2

Экспоненциальное и логарифмическое отображения (3-17) и (3-16) являются взаимно обрат-
ными изоморфизмами абелевых групп, т. е. для любых рядов 𝑢, 𝑢1, 𝑢2 из 𝑈 и 𝜏, 𝜏1, 𝜏2 из 𝑁 вы-
полняются тождества ln 𝑒𝜏 = 𝜏, 𝑒ln𝑢 = 𝑢, ln(𝑢1𝑢2) = ln(𝑢1) + ln(𝑢2), 𝑒𝜏1+𝜏2 = 𝑒𝜏1𝑒𝜏2 .

Доказательство. Равенство ln 𝑒𝜏 = 𝜏 проверяется сравнением производных от обеих частей:

(ln 𝑒𝜏)
′ = (𝑒𝜏)

′

𝑒𝜏 = 𝑒𝜏𝜏′

𝑒𝜏 = 𝜏′ ,

а равенство 𝑒ln𝑢 = 𝑢— сравнением логарифмических производных:

(𝑒ln𝑢)
′

𝑒ln𝑢 = 𝑒ln𝑢(ln 𝑢)′

𝑒ln𝑢 = 𝑢′

𝑢 .

Тем самым, экспоненцирование и логарифмирование являются взаимно обратными биекция-
ми. Ряды ln(𝑢1𝑢2)и ln 𝑢1+ln 𝑢2 совпадают, посколькуимеютнулевые свободныечленыиравные
производные:

(ln(𝑢1𝑢2))
′ = (𝑢1𝑢2)′

𝑢1𝑢2
= 𝑢′

1𝑢2 + 𝑢1𝑢′
2

𝑢1𝑢2
= 𝑢′

1
𝑢1

+ 𝑢′
2
𝑢2

= (ln 𝑢1 + ln 𝑢2)
′
.

Поэтому логарифмирование — гомоморфизм, а значит, и обратное к нему экспоненцирова-
ние — тоже. □

Упражнение 3.6. Докажите в 𝕜⟦𝑥, 𝑦⟧ равенство 𝑒𝑥+𝑦 = 𝑒𝑥𝑒𝑦 непосредственным сравнением
коэффициентов этих двух рядов.

3.3.2. Степенная функция и бином. В этом разделе мы продолжаем считать, что поле 𝕜
имеет характеристику нуль. Для любого числа 𝛼 ∈ 𝕜 определим биномиальный ряд с показате-
лем 𝛼 формулой

(1 + 𝑥)𝛼 ≝ 𝑒𝛼 ln(1+𝑥).
Подставляя вместо 1+𝑥 произвольные ряды 𝑢 ∈ 𝑈, мы для любого числа 𝛼 ∈ 𝕜 получаем алгеб-
раическую операцию возведения в 𝛼-тую степень 𝑈 → 𝑈, 𝑢 ↦ 𝑢𝛼, обладающую всеми интуи-
тивно ожидаемыми от степенной функции свойствами. В частности, для любых рядов 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈
и чисел 𝛼,𝛽 ∈ 𝕜 выполняются равенства

𝑢𝛼 ⋅ 𝑢𝛽 = 𝑒𝛼 ln𝑢 𝑒𝛽 ln𝑢 = 𝑒𝛼 ln𝑢+𝛽 ln𝑢 = 𝑒(𝛼+𝛽) ln𝑢 = 𝑢𝛼+𝛽

(𝑢𝛼)
𝛽 = 𝑒𝛽 ln(𝑢𝛼) = 𝑒𝛽 ln(𝑒𝛼 ln𝑢) = 𝑒𝛼𝛽 ln𝑢 = 𝑢𝛼𝛽

(𝑢𝑣)𝛼 = 𝑒𝛼 ln(𝑢𝑣) = 𝑒𝛼(ln𝑢+ln 𝑣) = 𝑒𝛼 ln𝑢+𝛼 ln 𝑣 = 𝑒𝛼 ln𝑢 ⋅ 𝑒𝛼 ln 𝑣 = 𝑢𝛼𝑣𝛼 .
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Например, для любого ряда 𝑢 с единичным свободным членом ряд 𝑢1∕𝑛 представляет собою 𝑛√𝑢
в том смысле, что (𝑢1∕𝑛)

𝑛 = 𝑢. Чтобы явно найти коэффициенты 𝑎𝑖 биномиального ряда

(1 + 𝑥)𝛼 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + …

рассмотрим его логарифмическую производную

((1 + 𝑥)𝛼)
′

(1 + 𝑥)𝛼 = 𝑑
𝑑𝑥 ln(1 + 𝑥)𝛼 = 𝛼 𝑑

𝑑𝑥 ln(1 + 𝑥) = 𝛼
1 + 𝑥 .

Умножая левую и правую части на (1 + 𝑥)𝛼+1, получаем равенство

(𝑎1 + 2𝑎2𝑥 + 3𝑎3𝑥2 + …) ⋅ (1 + 𝑥) = 𝛼 ⋅ (1 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎3𝑥3 + …) .

Сравнивая коэффициенты при 𝑥𝑘−1 в правой и левой части, приходим к рекуррентному соот-
ношению 𝑘𝑎𝑘 + (𝑘 − 1)𝑎𝑘−1 = 𝛼𝑎𝑘−1, из которого

𝑎𝑘 = 𝛼 − (𝑘 − 1)
𝑘 ⋅ 𝑎𝑘−1 = (𝛼 − (𝑘 − 1))(𝛼 − (𝑘 − 2))

𝑘(𝑘 − 1) ⋅ 𝑎𝑘−2 = …

… = (𝛼 − (𝑘 − 1))(𝛼 − (𝑘 − 2)) ⋯ (𝛼 − 1)𝛼
𝑘! .

Стоящая в правой части дробь имеет в числителе и знаменателе по 𝑘 множителей, представля-
ющих собою последовательно уменьшающиеся на единицу числа: в знаменателе— от 𝑘 до 1, в
числителе — от 𝛼 до (𝛼 − 𝑘 + 1). Эта дробь называется биномиальным коэффициентом и обо-
значается

(
𝛼
𝑘) ≝ 𝛼(𝛼 − 1) ⋯ (𝛼 − 𝑘 + 1)

𝑘! (3-18)

Таким образом, для любого 𝛼 ∈ 𝕜 справедлива формула Ньютона

(1 + 𝑥)𝛼 = ∑
𝑘⩾0(

𝛼
𝑘)𝑥

𝑘 = 1 + 𝛼𝑥 + 𝛼(𝛼 − 1)
2 𝑥2 + 𝛼(𝛼 − 1)(𝛼 − 2)

6 𝑥3 + … .

Пример 3.7 (бином с рациональным показателем)

Если𝛼 = 𝑛 ∈ ℕ, то при 𝑘 > 𝑛 в числителе дроби (3-18) появится нулевой сомножитель. Поэтому
разложение бинома в этом случае конечно и имеет вид

(1 + 𝑥)𝑛 = 1 + 𝑛 𝑥 + 𝑛(𝑛 − 1)
2 𝑥2 + … + 𝑥𝑛 =

𝑛

∑
𝑘=0(

𝑛
𝑘) ⋅ 𝑥𝑘 ,

знакомый нам из форм. (0-8) на стр. 9. При 𝛼 = −𝑚, где 𝑚 ∈ ℕ, мы получаем разложение из
форм. (3-8) на стр. 59

(1 + 𝑥)−𝑚 = 1 − 𝑚𝑥 + 𝑚(𝑚 + 1)
2 𝑥2 − 𝑚(𝑚 + 1)(𝑚 + 2)

6 𝑥3 + … = ∑
𝑘⩾0

(−1)𝑘(
𝑘 + 𝑚 − 1

𝑘 ) ⋅ 𝑥𝑘 .

При 𝛼 = 1∕𝑛, где 𝑛 ∈ ℕ, формула Ньютона разворачивает в степенной ряд радикал

𝑛√1 + 𝑥 = 1 + 1
𝑛 𝑥 +

1
𝑛 (

1
𝑛 − 1)
2 𝑥2 +

1
𝑛 (

1
𝑛 − 1) (

1
𝑛 − 2)

6 𝑥3 + ⋯ =

= 1 + 𝑥
𝑛 − 𝑛 − 1

2 ⋅ 𝑥
2

𝑛2 + (𝑛 − 1)(2𝑛 − 1)
2 ⋅ 3 ⋅ 𝑥

3

𝑛3 − (𝑛 − 1)(2𝑛 − 1)(3𝑛 − 1)
2 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ 𝑥

4

𝑛4 + ⋯
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Например, при 𝑛 = 2 и 𝑘 ⩾ 1 в качестве коэффициента при 𝑥𝑘 получается дробь

(−1)𝑘−1 ⋅ 1 ⋅ 3 ⋅ 5 ⋅ … ⋅ (2𝑘 − 3)
2𝑘𝑘!

= (−1)𝑘−1

2𝑘 ⋅ 1
4𝑘−1 ⋅ (

2𝑘 − 2
𝑘 − 1 ) ,

т. е.

√1 + 𝑥 = 1 + ∑𝑘⩾1
(−1)𝑘−1

𝑘 ⋅ (
2𝑘 − 2
𝑘 − 1 ) ⋅ 𝑥𝑘

4𝑘−1 . (3-19)

Пример 3.8 (числа Каталана)

Воспользуемся разложением (3-19) для получения явной формулы для чисел Каталана, часто
возникающих в комбинаторных задачах. Вычислим произведение 𝑛 + 1 чисел

𝑎0𝑎1 … 𝑎𝑛 , (3-20)

делая за один шаг ровно одно из 𝑛 умножений и заключая перемножаемые числа в скобки. В
результате мы расставим 𝑛 пар скобок в выражении (3-20). Количество различных расстановок
скобок, возникающих таким образом, называется 𝑛-ым числом Каталана 𝑐𝑛. При 𝑛 = 1 есть
лишь одна расстановка скобок (𝑎0𝑎1), при 𝑛 = 2 — две (𝑎0(𝑎1𝑎2)) и ((𝑎0𝑎1)𝑎2), при 𝑛 = 3 —
пять: (𝑎0(𝑎1(𝑎2𝑎3))), (𝑎0((𝑎1𝑎2)𝑎3)), ((𝑎0𝑎1)(𝑎2𝑎3)), ((𝑎0(𝑎1𝑎2))𝑎3), (((𝑎0𝑎1)𝑎2)𝑎3). Множество
всевозможных расстановок скобок в произведении (3-20) распадается в дизъюнктное объеди-
нение 𝑛 подмножеств, в которых конфигурации наружных скобок имеют вид

(𝑎0(𝑎1 … 𝑎𝑛)), ((𝑎0𝑎1)(𝑎2 … 𝑎𝑛)), … , ((𝑎0 … 𝑎𝑛−2)(𝑎𝑛−1𝑎𝑛)), ((𝑎0 … 𝑎𝑛−1)𝑎𝑛)

и которые состоят, соответственно, из 𝑐𝑛−1, 𝑐1𝑐𝑛−2, 𝑐2𝑐𝑛−3, …, 𝑐𝑛−2𝑐1, 𝑐𝑛−1 элементов. Если до-
полнить последовательность чисел Каталана числом 𝑐0 ≝ 1, то получится соотношение

𝑐𝑛 = 𝑐0𝑐𝑛−1 + 𝑐1𝑐𝑛−2 + … + 𝑐𝑛−2𝑐1 + 𝑐𝑛−1𝑐0 ,

означающее, что ряд Каталана 𝑐(𝑥) ≝ ∑𝑘⩾0 𝑐𝑘𝑥𝑘 = 1 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥2 + … ∈ ℤ⟦𝑥⟧ удовлетворяет
уравнению 𝑐(𝑥)2 = (𝑐(𝑥) − 1) ∕𝑥, т. е. является лежащим в кольце ℤ⟦𝑥⟧ корнем квадратного
трёхчлена 𝑥𝑡2 − 𝑡 − 1 = 0 от переменной 𝑡. В поле рядов Лоранаℚ⦅𝑥⦆ ⊃ ℤ⟦𝑥⟧ корни находятся
по стандартной школьной формуле 𝑡 = (1± √1 − 4𝑥)∕2𝑥. Так как 1+ √1 − 4𝑥 не делится на 2𝑥
в ℤ⟦𝑥⟧, корень (1 + √1 − 4𝑥)∕(2𝑥) ∉ ℤ⟦𝑥⟧. Тем самым, 𝑐(𝑥) = (1 − √1 − 4𝑥)∕(2𝑥), откуда по
формуле (3-19)

𝑐𝑘 = 1
𝑘 + 1 (

2𝑘
𝑘 ) .

Отметим, что даже не сразу понятно, что это число — целое.

3.4. Действие ℚ[[𝒅∕𝒅𝒕]] на ℚ[𝒕]. Рассмотрим кольцо формальных степенных рядов ℚ⟦𝑥⟧ от
переменной 𝑥 и кольцо многочленовℚ[𝑡] от переменной 𝑡. Обозначим через

𝐷 = 𝑑
𝑑𝑡 ∶ ℚ[𝑡] → ℚ[𝑡] , 𝑔 ↦ 𝑔′ ,

оператор дифференцирования. Оператор 𝐷 можно подставить вместо переменной 𝑥 в любой
степенной ряд 𝛷(𝑥) = ∑𝑘⩾0 𝜑𝑘𝑥𝑘 ∈ ℚ⟦𝑥⟧. Результатом такой подстановки, по определению,
является линейное отображение

𝛷(𝐷)∶ ℚ[𝑡] → ℚ[𝑡] , 𝑓 ↦ ∑
𝑘⩾0

𝜑𝑘𝐷𝑘𝑓 = 𝜑0𝑓 + 𝜑1𝑓′ + 𝜑2𝑓″ + … . (3-21)
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Поскольку каждое дифференцирование уменьшает степень многочлена на единицу, все слага-
емые в правой части (3-21) обратятся в нуль при 𝑘 > deg 𝑓. Таким образом, для каждого много-
члена 𝑓 ∈ ℚ[𝑡], правая часть (3-21) является корректно определённым многочленом, каждый
коэффициент которого вычисляется конечным числом действий с коэффициентами исходно-
го многочлена 𝑓 и первыми deg(𝑓) коэффициентами ряда 𝛷. Линейность отображения (3-21)
означает, что 𝛷(𝐷)(𝛼𝑓 + 𝛽𝑔) = 𝛼𝛷(𝐷)𝑓 + 𝛽𝛷(𝐷)𝑔 для всех 𝛼,𝛽 ∈ ℚ и 𝑓,𝑔 ∈ ℚ[𝑡]. Резуль-
татом подстановки оператора 𝐷 в произведение рядов 𝛷(𝑥)𝛹(𝑥) ∈ ℚ⟦𝑥⟧ является композиция
𝛷(𝐷) ∘ 𝛹(𝐷) = 𝛹(𝐷) ∘ 𝛷(𝐷) отображений 𝛷(𝐷) и𝛹(𝐷).

Упражнение 3.7. Убедитесь в этом.

Таким образом, все отображения вида 𝛷(𝐷) перестановочны друг с другом, и для биективно-
сти отображения 𝛷(𝐷) необходимо и достаточно, чтобы степенной ряд 𝛷(𝑥) был обратим1 в
кольцеℚ⟦𝑥⟧. В силу линейности значение отображения𝛷(𝐷) на произвольном многочлене вы-
ражается через его значения 𝛷𝑚(𝑡) ≝ 𝛷(𝐷)𝑡𝑚 на базисных одночленах 𝑡𝑚:

𝛷(𝐷) (𝑎0 + 𝑎1𝑡 + … + 𝑎𝑛𝑡𝑛) = 𝑎0 + 𝑎1𝛷1(𝑡) + … + 𝑎𝑛𝛷𝑛(𝑡) .

Многочлен𝛷𝑚(𝑡) ≝ 𝛷(𝐷)𝑡𝑚 называется𝑚-тым многочленом Аппеля ряда𝛷. Его степень не пре-
восходит𝑚, а коэффициенты зависит лишь от первых𝑚 + 1 коэффициентов ряда 𝛷.

Пример 3.9 (операторы сдвига)

Экспонента 𝑒𝐷 = 1 + 𝐷 + 𝐷2∕2 + 𝐷3∕6 + … имеет многочлены Аппеля

𝑒𝐷𝑡𝑚 = ∑
𝑘⩾0

1
𝑘!𝐷

𝑘𝑡𝑚 = ∑
𝑘⩾0

𝑚(𝑚 − 1) … (𝑚 − 𝑘 + 1)
𝑘! 𝑡𝑚−𝑘 =

𝑚

∑
𝑘=0(

𝑚
𝑘)𝑡

𝑚−𝑘 = (𝑡 + 1)𝑚 .

Поэтому 𝑒𝐷 ∶ 𝑓(𝑡) ↦ 𝑓(𝑡 + 1) — это оператор сдвига. Так как ряды 𝑒𝑥 и 𝑒−𝑥 обратны друг другу
вℚ⟦𝑥⟧, операторы 𝑒𝐷 и 𝑒−𝐷 тоже обратны друг другу, т. е. 𝑒−𝐷 ∶ 𝑓(𝑡) ↦ 𝑓(𝑡 − 1).

Упражнение 3.8. Убедитесь, что 𝑒𝛼𝐷 ∶ 𝑓(𝑡) ↦ 𝑓(𝑡 + 𝛼) при любом 𝛼 ∈ ℚ.

Пример 3.10 (вычисление суммы степеней)

Для произвольно зафиксированного𝑚 ∈ ℤ⩾0 рассмотрим сумму

𝑆𝑚(𝑛) ≝ 0𝑚 + 1𝑚 + 2𝑚 + 3𝑚 + … + 𝑛𝑚 =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑘𝑚 (3-22)

как функцию от 𝑛. При𝑚 = 0, 1, 2, 3 функции 𝑆𝑚(𝑛) достаточно известны:

𝑆0(𝑛) = 1 + … + 1 = 𝑛
𝑆1(𝑛) = 1 + 2 + … + 𝑛 = 𝑛(𝑛 + 1)∕2
𝑆2(𝑛) = 12 + 22 + … + 𝑛2 = 𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)∕6
𝑆3(𝑛) = 13 + 23 + … + 𝑛3 = 𝑛2(𝑛 + 1)2∕4 = 𝑆1(𝑛)2 .

(3-23)

Чтобы получить для 𝑆𝑚(𝑡) явное выражение, применим к этой функции разностный оператор

∇∶ 𝜑(𝑡) ↦ 𝜑(𝑡) − 𝜑(𝑡 − 1) .
1Т. е. имел ненулевой свободный член, см. прим. 2.2 на стр. 39.
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Функция ∇𝑆𝑚(𝑡) принимает при всех 𝑡 ∈ ℤ⩾0 те же значения, что и многочлен 𝑡𝑚. Если суще-
ствует такой многочлен 𝑆𝑚(𝑡) ∈ ℚ[𝑡], что 𝑆𝑚(0) = 0 и ∇𝑆𝑚(𝑡) = 𝑡𝑚, то его значения в точках
𝑡 = 0, 1, 2, … последовательно вычисляются, начиная с 𝑆𝑚(0) = 0, по формуле

𝑆𝑚(𝑛) = 𝑆𝑚(𝑛 − 1) + ∇𝑆𝑚(𝑛) = 𝑆𝑚(𝑛 − 1) + 𝑛𝑚

и совпадают с суммами (3-22). Покажем, что уравнение∇𝑆𝑚(𝑡) = 𝑡𝑚 имеет вℚ[𝑡] единственное
решение 𝑆𝑚(𝑡) с 𝑆𝑚(0) = 0. Согласно прим. 3.9 оператор ∇∶ ℚ[𝑡] → ℚ[𝑡] имеет вид

∇ = 1 − 𝑒−𝐷 = 1 − 𝑒−𝐷

𝐷 ∘ 𝐷 .

Ряд (1 − 𝑒−𝑥)∕𝑥 имеет свободный член 1 и обратим вℚ⟦𝑥⟧. Обратный ему ряд

td(𝑥) ≝ 𝑥
1 − 𝑒−𝑥 ∈ ℚ⟦𝑥⟧

называется рядом Тодда. Подставляя 𝑥 = 𝐷 в равенство td(𝑥) ⋅ (1−𝑒−𝑥) = 𝑥, получаем соотноше-
ние td(𝐷) ∘ ∇ = 𝐷. Стало быть, 𝐷𝑆𝑚(𝑡) = td(𝐷)∇𝑆𝑚(𝑡) = td(𝐷)𝑡𝑚 = td𝑚(𝑡) является многочленом
Аппеля ряда Тодда, а искомый нами многочлен 𝑆𝑚(𝑡) = ∫ td𝑚(𝑡)𝑑𝑡 получается из него интегри-
рованием. Запишем ряд Тодда в «экспоненциальной форме»

td(𝑥) = ∑
𝑘⩾0

𝑎𝑘
𝑘! 𝑥

𝑘. (3-24)

Сумма𝑚-тых степеней первых 𝑡 натуральных чисел равна

𝑆𝑚(𝑡) = ∫(
𝑚

∑
𝑘=0

𝑎𝑘
𝑘!𝐷

𝑘𝑡𝑚)𝑑𝑡 = ∫(
𝑚

∑
𝑘=0(

𝑚
𝑘) 𝑎𝑘𝑡𝑚−𝑘

)𝑑𝑡 =
𝑚

∑
𝑘=0(

𝑚
𝑘)

𝑎𝑘𝑡𝑚−𝑘+1

𝑚 − 𝑘 + 1 =

= 1
𝑚 + 1 ((

𝑚 + 1
1 ) 𝑎𝑚𝑡 + (

𝑚 + 1
2 ) 𝑎𝑚−1𝑡2 + … + (

𝑚 + 1
𝑚 ) 𝑎1𝑡𝑚 + (

𝑚 + 1
𝑚 + 1) 𝑎0𝑡𝑚+1

) .

Эту формулу часто символически пишут в виде

(𝑚 + 1) ⋅ 𝑆𝑚(𝑡) = (𝑎↓ + 𝑡)𝑚+1 − 𝑎𝑚+1 ,

где стрелка у 𝑎↓ предписывает при раскрытии бинома (𝑎+ 𝑡)𝑚+1 заменять 𝑎𝑘 на 𝑎𝑘. Коэффици-
енты 𝑎𝑘 рекурсивно вычисляются из равенства td(𝑥) ⋅ (1 − 𝑒−𝑥)∕𝑥 = 1, которое имеет вид

(1 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2
2 𝑥

2 + 𝑎3
6 𝑥

2 + 𝑎4
24 𝑥

4 + …) ⋅ (1 − 1
2 𝑥 + 1

6 𝑥
2 − 1

24 𝑥
3 + 1

120 𝑥
4 − …) = 1 .

Упражнение 3.9. Найдите первую дюжину чисел 𝑎𝑘, проверьте формулы (3-23), дополните их
явными формулами для 𝑆4(𝑛) и 𝑆5(𝑛) и вычислите1 𝑆10(1000).

1Яков Бернулли (1654 – 1705), пользуясь лишь пером и бумагой, сложил 10-е степени первой тыся-
чи натуральных чисел примерно за 7 минут, о чём не без гордости написал в своём манускрипте «Ars
Conjectandi», изданном в 1713 году уже после его кончины.
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Замечание 3.1. (числа Бернулли) Название «ряд Тодда» вошло в обиход во второй половине XX
века после работ Хирцебруха и Гротендика, где он использовался для формулировки и дока-
зательства теоремы Римана – Роха. Во времена Бернулли и Эйлера предпочитали пользоваться
рядом td(−𝑥) = 𝑥∕(𝑒𝑥 − 1), который отличается от td(𝑥) ровно в одном члене, поскольку

td(𝑥) − td(−𝑥) = 𝑥
1 − 𝑒−𝑥 + 𝑥

1 − 𝑒𝑥 = 𝑥 ⋅ 2 − 𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

(1 − 𝑒−𝑥) ⋅ (1 − 𝑒𝑥) = 𝑥 .

Тем самым, коэффициентыпри𝑥 в td(𝑥)ив td(−𝑥)равнысоответственно1∕2и−1∕2, а все прочие
коэффициенты при нечётных степенях 𝑥2𝑘+1 с 𝑘 ⩾ 1 в обоих рядах нулевые. Коэффициенты 𝐵𝑘
в экспоненциальном представлении

𝑥
𝑒𝑥 − 1 = ∑

𝑘⩾0

𝐵𝑘
𝑘! 𝑥

𝑘

называются числами Бернулли. Таким образом, 𝐵𝑘 = 𝑎𝑘 при 𝑘 ≠ 1 и обращаются в нуль при
всех нечётных 𝑘 ⩾ 3, а 𝐵1 = −𝑎1 = −1∕2. Со времён своего открытия числа Бернулли вызыва-
ют неослабевающий интерес. Им посвящена обширная литература1 и специальный интернет-
ресурс2, на котором среди прочего есть программа для быстрого вычисления чисел 𝐵𝑘 в ви-
де несократимых рациональных дробей. Однако, не смотря на множество красивых теорем о
числах Бернулли, про явную зависимость 𝐵𝑛 от 𝑛 известно немного, и любой содержательный
новый взгляд в этом направлении был бы интересен.

Упражнение 3.10. Получите для чисел Бернулли рекурсивную формулу

(𝑛 + 1)𝐵𝑛 = −
𝑛−1

∑
𝑘=0 (

𝑛 + 1
𝑘 ) ⋅ 𝐵𝑘 .

1Начать знакомство с которой я советую с гл. 15 книги К. Айрлэнд, М. Роузен. «Классическое введение
в современную теорию чисел» и § 8 гл. V книги З. И. Боревич, И Р. Шафаревич. «Теория чисел».

2http://www.bernoulli.org/

http://www.bernoulli.org/
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4.1. Идеалы. Подкольцо 𝐼 коммутативного кольца 𝐾 называется идеалом, если вместе с каж-
дым своим элементом оно содержит и все его кратные. В n∘ 1.5.3 мы видели, что этим свой-
ством обладает ядро любого гомоморфизма колец. Множество всех элементов кольца, кратных
фиксированному элементу 𝑎 ∈ 𝐾, также является идеалом. Он обозначается

(𝑎) = {𝑘𝑎 | 𝑘 ∈ 𝐾} , (4-1)

и называется главным идеалом, порождённым 𝑎. Главные идеалы использовались нами при по-
строении колец вычетов1 ℤ∕(𝑛) и 𝕜[𝑥] ∕ (𝑓), где они возникали как ядра гомоморфизмов факто-
ризации ℤ ↠ ℤ∕(𝑛),𝑚 ↦ [𝑚]𝑛, и 𝕜[𝑥] ↠ 𝕜[𝑥]∕(𝑓), 𝑔 ↦ [𝑔]𝑓, переводящих целое число (соотв.
многочлен) в класс его вычета. Среди главных идеалов имеются тривиальный идеал (0), состо-
ящий только из нулевого элемента, и несобственный идеал (1), совпадающий со всем кольцом.
Идеалы, отличные от всего кольца, называются собственными.

Упражнение 4.1. Покажите, что следующие условия на идеал 𝐼 в коммутативном кольце 𝐾 с
единицей эквивалентны: а) 𝐼 = 𝐾 б) 1 ∈ 𝐼 в) 𝐼 содержит обратимый элемент.

Предложение 4.1

Коммутативное кольцо 𝐾 с единицей тогда и только тогда является полем, когда в нём нет
нетривиальных собственных идеалов.

Доказательство.Из упр. 4.1 вытекает, что в поле таких идеалов нет. Наоборот, если в кольце нет
нетривиальных собственных идеалов, то главный идеал (𝑏), состоящий из всех кратных произ-
вольно взятого элемента 𝑏 ≠ 0, совпадает со всем кольцом. В частности, он содержит единицу,
т. е. 1 = 𝑎𝑏 для некоторого 𝑎. Тем самым, любой ненулевой элемент 𝑏 обратим. □

4.1.1. Нётеровость. Любое подмножество𝑀 ⊂ 𝐾 порождает идеал (𝑀) ⊂ 𝐾, состоящий из
всех элементов кольца𝐾, представимых в виде 𝑏1𝑎1+…+𝑏𝑚𝑎𝑚, где𝑎1, … , 𝑎𝑚—произвольные
элементы множества 𝑀, а 𝑏1, … , 𝑏𝑚 — произвольные элементы кольца 𝐾, и число слагаемых
𝑚 ∈ ℕ также произвольно.

Упражнение 4.2. Убедитесь, что (𝑀) ⊂ 𝐾 является идеалом и совпадает с пересечением всех
идеалов, содержащих множество𝑀.

Любой идеал 𝐼 ⊂ 𝐾 имеет вид (𝑀) для подходящего множества образующих𝑀 ⊆ 𝐼: например,
всегда можно положить𝑀 = 𝐼. Идеалы 𝐼 = (𝑎1, … , 𝑎𝑘) = {𝑏1𝑎1 + … + 𝑏𝑘𝑎𝑘 | 𝑏𝑖 ∈ 𝐾}, допуска-
ющие конечное множество образующих, называются конечно порождёнными. Мы встречались
с такими идеалами, когда доказывали существование наибольшего общего делителя в кольцах
целых чисел и многочленов с коэффициентами в поле.

Лемма 4.1

Следующие свойства коммутативного кольца 𝐾 попарно эквивалентны:

1) любое подмножество 𝑀 ⊂ 𝐾 содержит конечный набор элементов 𝑎1, … , 𝑎𝑘 ∈ 𝑀, по-
рождающий тот же идеал, что и𝑀

2) любой идеал 𝐼 ⊂ 𝐾 конечно порождён

1См. n∘ 1.4 на стр. 29 и n∘ 2.3.1 на стр. 44.
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3) любая бесконечная возрастающая цепочка вложенных идеалов 𝐼1 ⊆ 𝐼2 ⊆ 𝐼3 ⊆ … в 𝐾
стабилизируется в том смысле, что найдётся такое 𝑛 ∈ ℕ, что 𝐼𝜈 = 𝐼𝑛 для всех 𝜈 ⩾ 𝑛.

Доказательство. Ясно, что (1) влечёт (2). Чтобы получить (3) из (2), заметим, что объединение
𝐼 = ⋃ 𝐼𝜈 всех идеалов цепочки тоже является идеалом. Согласно (2), идеал 𝐼 порождён конеч-
ным набором элементов. Все они принадлежат некоторому идеалу 𝐼𝑛. Тогда 𝐼𝑛 = 𝐼 = 𝐼𝜈 при
𝜈 ⩾ 𝑛. Чтобы вывести (1) из (3), будем по индукции строить цепочку идеалов 𝐼𝑛 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛),
начав с произвольного элемента 𝑎1 ∈ 𝑀 и добавляя на 𝑘-том шагу очередную образующую
𝑎𝑘 ∈ 𝑀 −𝐼𝑘−1 до тех пор, пока это возможно, т. е. пока𝑀 ⊄ 𝐼𝑘. Так как 𝐼𝑘−1 ⊊ 𝐼𝑘 , этот процесс
не может продолжаться бесконечно, и на каком-то шагу мы получим идеал, содержащий всё
множество𝑀, а значит, совпадающий с (𝑀). □

Определение 4.1

Кольцо𝐾, удовлетворяющее условиям лем. 4.1, называется нётеровым. Отметим, что любое по-
ле нётерово.

Теорема 4.1 (теорема Гильберта о базисе идеала)

Если кольцо 𝐾 нётерово, то кольцо многочленов 𝐾[𝑥] также нётерово.

Доказательство. Рассмотрим произвольный идеал 𝐼 ⊂ 𝐾[𝑥] и обозначим через 𝐿𝑑 ⊂ 𝐾 множе-
ство старших коэффициентов всех многочленов степени не выше 𝑑 из 𝐼, а через 𝐿∞ = ⋃𝑑 𝐿𝑑 —
множество старших коэффициентов вообще всех многочленов из 𝐼.

Упражнение 4.3. Убедитесь, что все 𝐿𝑑 (включая 𝐿∞) являются идеалами в 𝐾.
Поскольку кольцо 𝐾 нётерово, все идеалы 𝐿𝑑 конечно порождены. Для каждого 𝑑 (включая
𝑑 = ∞) обозначим через 𝑓(𝑑)

1 , … , 𝑓(𝑑)
𝑚𝑑

∈ 𝐾[𝑥] многочлены, старшие коэффициенты которых

порождают соответствующий идеал 𝐿𝑑 ⊂ 𝐾. Пусть наибольшая из степеней многочленов 𝑓(∞)
𝑖 ,

старшие коэффициенты которых порождают идеал 𝐿∞, равна 𝐷. Покажем, что идеал 𝐼 порож-
дается многочленами 𝑓(∞)

𝑖 и 𝑓(𝑑)
𝑗 c 𝑑 < 𝐷.

Каждый многочлен 𝑔 ∈ 𝐼 сравним по модулю многочленов 𝑓(∞)
1 , … , 𝑓(∞)

𝑚∞
с многочленом,

степень которого строго меньше 𝐷. В самом деле, поскольку старший коэффициент многочле-
на 𝑔 лежит в идеале 𝐿∞, он имеет вид ∑ 𝜆𝑖𝑎𝑖, где 𝜆𝑖 ∈ 𝐾, а 𝑎𝑖 — старшие коэффициенты мно-
гочленов 𝑓(∞)

𝑖 . При deg𝑔 ⩾ 𝐷 все разности 𝛿𝑖 = deg𝑔 − deg 𝑓(∞)
𝑖 ⩾ 0, и можно образовать

многочлен ℎ = 𝑔− ∑ 𝜆𝑖 ⋅ 𝑓(∞)
𝑖 (𝑥) ⋅ 𝑥𝛿𝑖𝑖 , сравнимый с 𝑔 по модулю 𝐼 и имеющий deg ℎ < deg𝑔. За-

меняем 𝑔 на ℎ и повторяем процедуру, пока не получим многочлен ℎ ≡ 𝑔 (mod (𝑓(∞)
1 , … , 𝑓(∞)

𝑚∞
))

с deg ℎ < 𝐷. Теперь старший коэффициент многочлена ℎ лежит в идеале 𝐿𝑑 с 𝑑 < 𝐷, и мыможем
строго уменьшать его степень, тем же способом сокращая старший член путём вычитания из ℎ
подходящих комбинаций многочленов 𝑓(𝑑)

𝑗 c 0 ⩽ 𝑑 < 𝐷. □

Следствие 4.1

Если 𝐾 нётерово, то кольцо многочленов 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] также нётерово. □

Упражнение 4.4.Покажите, что кольцоформальных степенныхрядовнаднётеровымкольцом
нётерово.

Следствие 4.2

Любая система полиномиальных уравнений с коэффициентами в нётеровом кольце эквива-
лентна некоторой конечной своей подсистеме.
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Доказательство. Если кольцо 𝐾 нётерово, то кольцо 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] тоже нётерово, и в любом
множестве многочленов𝑀 ⊂ 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] можно указать такой конечный набор многочленов
𝑓1, … , 𝑓𝑚 ∈ 𝑀, что каждый многочлен 𝑔 ∈ 𝑀 представляется в виде 𝑔 = ℎ1𝑓1 + … + ℎ𝑚𝑓𝑚 для
некоторых ℎ𝑖 ∈ 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛]. Поэтому любое уравнение вида𝑔(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 0 с𝑔 ∈ 𝑀 является
следствием𝑚 уравнений 𝑓1(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = … = 𝑓𝑚(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 0. □

4.1.2. Примеры ненётеровых колец. Кольцо многочленов от счётного множества пере-
менныхℚ[𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, …], элементыкоторого суть конечныелинейныекомбинациисрациональ-
ными коэффициентами всевозможных мономов вида 𝑥𝑚1𝜈1 𝑥

𝑚2𝜈2 … 𝑥𝑚𝑠𝜈𝑠 не является нётеровым:
его идеал (𝑥1, 𝑥2, …), состоящий из всех многочленов без свободного члена, нельзя породить
конечным множеством многочленов.

Упражнение 4.5. Докажите это и выясните, является ли конечно порождённым идеал, образо-
ванный в кольце бесконечно гладких функцийℝ → ℝ всеми функциями, которые обраща-
ются в нуле в нуль вместе со всеми своими производными.

Предостережение 4.1. Подкольцо нётерова кольца может не быть нётеровым. Например, коль-
цо формальных степенных рядов ℂ⟦𝑧⟧ нётерово по упр. 4.4, тогда как его подкольцо образован-
ное рядами, сходящимися всюду в ℂ, нётеровым не является.

Упражнение 4.6. Приведите пример бесконечной возрастающей цепочки строго вложенных
идеалов в кольце сходящихся всюду в ℂ степенных рядов из ℂ⟦𝑥⟧.

4.2. Фактор кольца. Пусть на коммутативном кольце 𝐾 задано отношение эквивалентности,
разбивающее 𝐾 в дизъюнктное объединение классов эквивалентных элементов. Обозначим
множество классов через 𝑋 и рассмотрим сюрьективное отображение факторизации

𝜋∶ 𝐾 ↠ 𝑋 , 𝑎 ↦ [𝑎] , (4-2)

переводящее элемент 𝑎 ∈ 𝐾 в его класс эквивалентности [𝑎] ⊂ 𝐾, являющийся элементом
множества 𝑋. Мы хотим задать на множестве 𝑋 структуру коммутативного кольца, определив
сложение и умножение теми же сами правилами

[𝑎] + [𝑏] = [𝑎 + 𝑏] , [𝑎] ⋅ [𝑏] = [𝑎𝑏] , (4-3)

которые мы использовали в кольцах вычетов. Если эти правила корректны, то аксиомы ком-
мутативного кольца в 𝑋 будут автоматически выполнены, как и для колец вычетов, поскольку
формулы (4-3) сводят их проверку к проверке аксиом коммутативного кольца в𝐾. В частности,
нулевым элементом кольца𝑋 будет класс [0]. С другой стороны, если формулы (4-3) корректны,
то они утверждают, что отображение (4-2) является гомоморфизмом колец. Но если это так, то
согласно n∘ 1.5.3 на стр. 32 класс нуля [0] = ker𝜋, служащий ядром этого гомоморфизма, яв-
ляется идеалом в 𝐾, а класс [𝑎] ⊂ 𝐾 произвольного элемента 𝑎 ∈ 𝐾, служащий прообразом
точки [𝑎] ∈ 𝑋 при гомоморфизме (4-2), является аддитивным сдвигом ядра на элемент 𝑎:

[𝑎] = 𝜋−1(𝜋(𝑎)) = 𝑎 + ker𝜋 = 𝑎 + [0] = {𝑎 + 𝑏 | 𝑏 ∈ [0]} .

Оказывается, что этих необходимых условий на классы также и достаточно для того, чтобы пра-
вила (4-3) были корректны, т. е. для любого идеала 𝐼 ⊂ 𝐾 множество классов

[𝑎]𝐼 = 𝑎 + 𝐼 ≝ {𝑎 + 𝑏 | 𝑏 ∈ 𝐼} (4-4)
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образует разбиение кольца 𝐾, и правила (4-3) корректно определяют на классах этого разбие-
ния структуру коммутативного кольца с нулевым элементом [0]𝐼 = 𝐼.

Упражнение 4.7. Убедитесь, что отношение сравнимости по модулю идеала 𝑎1 ≡ 𝑎2 (mod 𝐼),
означающее, что 𝑎1 − 𝑎2 ∈ 𝐼, является отношением эквивалентности, и проверьте, что
формулы (4-3) корректны.

Определение 4.2

Классы эквивалентности (4-4) называются классами вычетов (или смежными классами) по мо-
дулю идеала 𝐼. Множество этих классов с операциями (4-3) называется факторкольцом коль-
ца𝐾 по идеалу 𝐼 и обозначается𝐾∕𝐼. Эпиморфизм𝐾 ↠ 𝐾∕𝐼, 𝑎 ↦ [𝑎]𝐼, сопоставляющий каждому
элементу кольца его класс вычетов, называется гомоморфизмом факторизации.

Пример 4.1 (кольца вычетов)

Рассматривавшиеся выше кольца ℤ∕(𝑛) и 𝕜[𝑥]∕(𝑓) суть факторы кольца целых числел и кольца
многочленов по главным идеалам (𝑛) ⊂ ℤ и (𝑓) ⊂ 𝕜[𝑥] соответственно.

Пример 4.2 (образ гомоморфизма)

Согласно n∘ 1.5.3, для любого гомоморфизма коммутативных колец𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 имеется канони-
ческий изоморфизм колец 𝜑∶ 𝐴∕ker𝜑 ⥲ im𝜑, [𝑎]ker𝜑 ↦ 𝜑(𝑎), переводящий каждый класс

[𝑎]ker𝜑 = 𝑎 + ker𝜑 = 𝜑−1(𝜑(𝑎))

в его образ 𝜑(𝑎) = 𝜑([𝑎]) при гомоморфизме 𝜑.

Пример 4.3 (максимальные идеалы и гомоморфизмы вычисления)

Идеал 𝔪 ⊂ 𝐾 называется максимальным, если факторкольцо 𝐾∕𝔪 является полем. Название
связано с тем, что собственный1 идеал 𝔪 ⊂ 𝐾 максимален, если и только если он не содержит-
ся ни в каком строго большем собственном идеале, т. е. является максимальным элементом в
чуме2 собственных идеалов кольца 𝐾, частично упорядоченных по включению. В самом деле,
обратимость всех ненулевых классов [𝑎]𝔪 в факторкольце 𝐾∕𝔪 означает, что для любого 𝑎 ∉ 𝔪
найдутся такие 𝑏 ∈ 𝐾, 𝑚 ∈ 𝔪, что 𝑎𝑏 + 𝑚 = 1 в 𝐾. Последнее равносильно тому, что иде-
ал (𝔪, 𝑎) ⊋ 𝔪, порождённый𝔪 и элементом 𝑎 ∉ 𝔪, содержит 1 и совпадает с𝐾, т. е. что идеал𝔪
не содержится ни в каком строго большем собственном идеале.

Из леммыЦорна3 вытекает, что любой собственный идеал произвольного коммутативного
кольца с единицей содержится в некотором максимальном идеале. В самом деле, множество
всех собственных идеалов, содержащих произвольно заданный идеал 𝐼 ⊂ 𝐾, тоже составляет
чум по включению.

Упражнение 4.8. Убедитесь, что он полный, т. е. для любого линейно упорядоченного множе-
ства4 𝑀 содержащих 𝐼 собственных идеалов в 𝐾 существует собственный идеал 𝐽∗, содер-
жащий все идеалы из𝑀.

1Т. е. отличный от всего кольца.
2См. n∘ 0.7 на стр. 17.
3См. сл. 0.1 на стр. 21.
4В данном случае это означает, что для любых 𝐽1, 𝐽2 ∈ 𝑀 выполняется включение 𝐽1 ⊆ 𝐽2 или вклю-

чение 𝐽2 ⊆ 𝐽1.
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По лемме Цорна существует такой собственный идеал 𝔪 ⊃ 𝐼, который не содержится ни в ка-
ком большем собственном идеале, содержащем 𝐼. Такой идеал𝔪 автоматическимаксимален по
включению и в чуме всех собственных идеалов кольца 𝐾.

Максимальные идеалы возникают в кольцах функций как ядра гомоморфизмов вычисления.
А именно, пусть 𝑋— произвольное множество, 𝑝 ∈ 𝑋— любая точка, 𝕜— любое поле, и 𝐾 —
какое-нибудь подкольцо в кольце всех функций 𝑋 → 𝕜, содержащее тождественно единичную
функцию 1 и вместе с каждой функцией 𝑓 ∈ 𝐾 содержащее и все пропорциональные ей функ-
ции 𝑐𝑓, 𝑐 ∈ 𝕜. Гомоморфизм вычисления ev𝑝 ∶ 𝐾 → 𝕜 переводит функцию 𝑓 ∈ 𝐾 в её значение
𝑓(𝑝) ∈ 𝕜. Поскольку он сюрьективен, его ядро ker ev𝑝 = {𝑓 ∈ 𝐾 | 𝑓(𝑝) = 0} является макси-
мальным идеалом в 𝐾.

Упражнение 4.9. Убедитесь, что: а) каждый максимальный идеал кольца ℂ[𝑥] имеет вид
ker ev𝑝 для некоторого 𝑝 ∈ ℂ б) в кольце непрерывных функций [0, 1] → ℝ каждый макси-
мальный идеал имеет вид ker ev𝑝 для некоторой точки 𝑝 ∈ [0, 1]. в) Укажите в кольцеℝ[𝑥]
максимальный идеал, отличный от всех идеалов вида ker ev𝑝, где 𝑝 ∈ ℝ.

Пример 4.4 (простые идеалы и гомоморфизмы в поля)

Идеал 𝔭 ⊂ 𝐾 называется простым, если в факторкольце 𝐾∕𝔭 нет делителей нуля. Иначе говоря,
идеал 𝔭 ⊂ 𝐾 прост, если и только если из 𝑎𝑏 ∈ 𝔭 вытекает, что 𝑎 ∈ 𝔭 или 𝑏 ∈ 𝔭. Например,
главные идеалы (𝑝) ⊂ ℤ и (𝑞) ⊂ 𝕜[𝑥], где 𝕜— поле, просты тогда и только тогда, когда число 𝑝
просто, а многочлен 𝑞 неприводим.

Упражнение 4.10. Убедитесь в этом.

Согласно определениям, всякий максимальный идеал прост. Обратное неверно: скажем, глав-
ный идеал (𝑥) ⊂ ℚ[𝑥, 𝑦] прост, так как кольцоℚ[𝑥, 𝑦]∕(𝑥) ≃ ℚ[𝑦] целостное, но не максимален,
поскольку строго содержится в идеале (𝑥, 𝑦) многочленов без свободного члена1. Простые иде-
алы кольца 𝐾 являются ядрами гомоморфизмов из кольца 𝐾 во всевозможные поля. В самом
деле, образ любого такого гомоморфизма, будучи подкольцом в поле, не имеет делителей нуля.
Наоборот, факторкольцо𝐾∕𝔭 по простому идеалу 𝔭 ⊂ 𝐾 является подкольцом своего поля част-
ных 𝑄𝐾∕𝔭, и композиция факторизации и вложения 𝐾 ↠ 𝐾∕𝔭 ↪ 𝑄𝐾∕𝔭 задаёт гомоморфизм из 𝐾
в поле 𝑄𝐾∕𝔭 с ядром 𝔭.

Упражнение 4.11.Убедитесь, чтопересечениеконечногомножестваидеалов содержится впро-
стом идеале 𝔭 только если хотя бы один из пересекаемых идеалов содержится в 𝔭.

Пример 4.5 (конечно порождённые коммутативные алгебры)

Пусть 𝐾—произвольное коммутативное кольцо с единицей. Всякое кольцо вида

𝐴 = 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛]∕𝐼 ,

где 𝐼 ⊂ 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] — произвольный идеал, называется конечно порождённой 𝐾-алгеброй2.
Классы 𝑎𝑖 = [𝑥𝑖]𝐼 называются образующими 𝐾-алгебры 𝐴, а многочлены 𝑓 ∈ 𝐼 — соотноше-
ниями между этими образующими. Говоря неформально, 𝐾-алгебра состоит из всевозможных
выражений, которыеможно составить из элементов кольца𝐾 и коммутирующих букв 𝑎1, … , 𝑎𝑛

1Т. е. в ядре гомоморфизма вычисления в нуле: ev(0,0) ∶ ℚ[𝑥,𝑦] ↠ ℚ, 𝑓(𝑥,𝑦) ↦ 𝑓(0,0).
2Или, более торжественно, конечно порождённой коммутативной алгеброй над кольцом 𝐾.
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при помощи операций сложения и умножения, производимых с учётом полиномиальных соот-
ношений 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑛) = 0 для всех 𝑓 из 𝐼. Из сл. 4.1 и идущего следом упр. 4.12:

Упражнение 4.12. Покажите, что факторкольцо нётерова кольца тоже нётерово.

мы получаем

Следствие 4.3

Всякая конечно порождённая коммутативная алгебра над нётеровым коммутативным кольцом
нётерова, и все соотношения между её образующими являются следствиями конечного числа
соотношений. □

4.3. Области главных идеалов. Целостное кольцо с единицей называется областью главных
идеалов, если каждый его идеал является главным. Наблюдавшийся нами в §§ 1, 2 параллелизм
между кольцами ℤ и 𝕜[𝑥], где 𝕜— поле, объясняется тем, что оба кольца являются областями
главных идеалов. Мы фактически установили это при построении наибольших общих делите-
лей1. Ключевым элементом наших рассуждений было деление с остатком.

Пример 4.6 (евклидовы кольца)

Целостное кольцо 𝐾 с единицей называется евклидовым, если на нём имеется функция высоты

𝜈∶ 𝐾 → ℤ⩾0 = ℕ ∪ {0} ,

с двумя свойствами: (1) 𝜈(𝑎) = 0 ⟺ 𝑎 = 0; (2) для любых ненулевых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 найдётся такое
𝑞 ∈ 𝐾, что 𝜈(𝑎 − 𝑏𝑞) < 𝜈(𝑏). Все такие 𝑞 называются неполными частными, а соответствующие
разности 𝑟 = 𝑎 − 𝑏𝑞— остатками от деления 𝑎 на 𝑏 относительно высоты 𝜈. Подчеркнём, что
никакой их единственности для заданных 𝑎, 𝑏 не предполагается. В каждом ненулевом идеале 𝐼
евклидова кольца 𝐾 имеется ненулевой элемент 𝑑 ∈ 𝐼 наименьшей в 𝐼 высоты. Поскольку для
любого 𝑎 ∈ 𝐼 найдётся такое 𝑞 ∈ 𝐾, что 𝜈(𝑎 − 𝑑𝑞) < 𝜈(𝑑), и при этом 𝑎 − 𝑑𝑞 ∈ 𝐼, мы заключаем,
что 𝑎 − 𝑑𝑞 = 0 и, тем самым, 𝐼 = (𝑑). Поэтому каждое евклидово кольцо 𝐾 является областью
главных идеалов.

Упражнение 4.13. Докажите евклидовость колец: а) ℤ с 𝜈(𝑧) = |𝑧|
б) 𝕜[𝑥], где 𝕜—поле, с 𝜈(𝑓) = deg 𝑓 + 1 при 𝑓 ≠ 0 и 𝜈(0) = 0
в) ℤ[𝑖] ≝ { 𝑎 + 𝑏𝑖 ∈ ℂ | 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑖2 = −1} с 𝜈(𝑧) = |𝑧|2
г) ℤ[𝜔] ≝ {𝑎 + 𝑏𝜔 ∈ ℂ | 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝜔2 + 𝜔 + 1 = 0 } с 𝜈(𝑧) = |𝑧|2.

Функцию высоты 𝜈∶ 𝐾 → ℤ⩾0 на любом евклидовом кольце𝐾 всегдаможно выбрать так, чтобы
для всех ненулевых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 выполнялось дополнительное свойство 𝜈(𝑎𝑏) ⩾ 𝜈(𝑎). Для этого,
задавшись какой-нибудь высотой 𝜈′, для всех ненулевых 𝑎 ∈ 𝐾 положим

𝜈(𝑎) = min𝑥∈𝐾 −0 𝜈′(𝑎𝑥) .

Тогда по определению 𝜈(𝑎𝑏) ⩾ 𝜈(𝑎) для всех ненулевых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 и 𝜈(𝑎) = 0, если и только
если 𝑎 = 0. Убедимся, что 𝜈 обладает и вторым свойством евклидовой высоты. Пусть 𝜈(𝑏) =
= 𝜈′(𝑏𝑐) для ненулевого 𝑐 ∈ 𝐾. Поскольку существует такое 𝑞 ∈ 𝐾, что 𝜈′(𝑎𝑐 − 𝑏𝑐𝑞) < 𝜈′(𝑏𝑐),
мы заключаем, что 𝜈(𝑎 − 𝑏𝑞) ⩽ 𝜈′((𝑎 − 𝑏𝑞)𝑐) < 𝜈′(𝑏𝑐) = 𝜈(𝑏), как и требовалось. Высота 𝜈 со
свойством 𝜈(𝑎𝑏) ⩾ 𝜈(𝑎) для всех ненулевых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 называется приведённой.

Упражнение 4.14. Покажите, что в евклидовом кольце c приведённой высотой 𝜈 равенство
𝜈(𝑎𝑏) = 𝜈(𝑎) выполняется для ненулевых 𝑎, 𝑏, если и только если 𝑏 обратим.

1См. n∘ 1.2.1 на стр. 25 и предл. 2.3 на стр. 42.
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Существуют области главных идеалов, не являющиеся евклидовыми кольцами. Например, та-
ковым является кольцо всех чисел вида 𝑎 + 𝑏𝜁 ∈ ℂ, где 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, а 𝜁 = (1 + √−19)∕2, однако
содержательное обсуждение этого примера выходят за рамки понятий, которыми мы пока вла-
деем. В прим. 4.7 на стр. 76 будет дана характеризация областей главных идеалов в терминах
высот с немного более слабыми свойствами, чем у евклидовой высоты.

4.3.1. НОД и взаимная простота. В кольце главных идеалов 𝐾 идеал

(𝑎1, … , 𝑎𝑛) = {𝑥1𝑎1 + … + 𝑥𝑛𝑎𝑛 | 𝑥𝑖 ∈ 𝐾} ,

порождённыйлюбымнабором элементов𝑎1, … , 𝑎𝑛, является главнымиимеет вид (𝑑) для неко-
торого 𝑑 ∈ 𝐾. Таким образом, элемент 𝑑 представляется в виде 𝑑 = 𝑎1𝑏1+…+𝑎𝑛𝑏𝑛, где 𝑏𝑖 ∈ 𝐾,
делит все элементы 𝑎𝑖 и делится на любой общий делитель элементов 𝑎𝑖, т. е. является наиболь-
шим общим делителем1 элементов 𝑎1, … , 𝑎𝑛. Отметим, что наибольший общий делитель опре-
делён не однозначно, а с точностью до умножения на произвольный обратимый элемент из 𝐾.

Упражнение 4.15. Убедитесь, что в любом целостном коммутативном кольце 𝐾 главные идеа-
лы (𝑎) и (𝑏) совпадают, если и только если 𝑎 = 𝑠𝑏 для некоторого обратимого 𝑠 ∈ 𝐾.

Поэтому всюду далее обозначение нод(𝑎1, … , 𝑎𝑛) подразумевает целый класс элементов, полу-
чающихся друг из друга умножениями на обратимые константы, и все формулы, которые будут
писаться, относятся к произвольно выбранному конкретному представителю этого класса2. В
частности, равенство нод(𝑎1, … , 𝑎𝑛) = 1 означает, что у элементов 𝑎𝑖 нет необратимых общих
делителей. Так как в этом случае 1 = 𝑎1𝑏1 + … + 𝑎𝑛𝑏𝑛 с 𝑏𝑖 ∈ 𝐾, отсутствие необратимых об-
щих делителей у элементов 𝑎𝑖 в кольце главных идеалов равносильно их взаимной простоте в
смысле опр. 1.2 на стр. 28.

Упражнение 4.16.Проверьте, что идеалы (𝑥, 𝑦) ⊂ ℚ[𝑥, 𝑦]и (2, 𝑥) ∈ ℤ[𝑥]не являются главными.

4.4. Факториальность. Всюду в этом разделе мы по умолчанию обозначаем через𝐾 целостное
кольцо. Ненулевые элементы 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 называются ассоциированными, если 𝑏 делится на 𝑎, и 𝑎
делится на 𝑏 или, что то же самое, если (𝑎) = (𝑏). Из упр. 4.15 выше вытекает, что 𝑎 и 𝑏 ассоци-
ированы, если и только если они получаются друг из друга умножением на обратимый элемент
кольца. Например, целые числа 𝑎 и 𝑏 ассоциированы в кольце ℤ, если и только если 𝑎 = ±𝑏, а
многочлены 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) с коэффициентами из поля 𝕜 ассоциированы в 𝕜[𝑥], если и только если
𝑓(𝑥) = 𝑐𝑔(𝑥), где 𝑐 ∈ 𝕜∗ —ненулевая константа.

4.4.1. Неприводимые элементы. Ненулевой необратимый элемент 𝑞 называется неприво-
димым, если из равенства 𝑞 = 𝑚𝑛 вытекает, что𝑚 или 𝑛 обратим. Другими словами, неприво-
димость элемента 𝑞 означает, что главный идеал (𝑞) собственный и не содержится строго ни в
каком другом собственном главном идеале, т. е. максимален в частично упорядоченном отно-
шением включения множестве собственных главных идеалов. Неприводимыми элементами в
кольце ℤ являются простые числа, а в кольце 𝕜[𝑥], где 𝕜—поле,— неприводимые многочлены.

В кольце главных идеалов любые два неприводимых элемента 𝑝, 𝑞 либо взаимно просты3,
либо ассоциированы, поскольку идеал (𝑝, 𝑞) = (𝑑) для некоторого 𝑑 ∈ 𝐾, и в виду максималь-
ности (𝑝) и (𝑞) включения (𝑝) ⊂ (𝑑) и (𝑞) ⊂ (𝑑) влекут либо равенство (𝑑) = (𝐾) = (1), ли-
бо равенство (𝑑) = (𝑝) = (𝑞). Обратите внимание, что в произвольном целостном кольце два

1См. зам. 1.3. на стр. 28.
2Что, конечно же, требует проверки корректности всех таких формул, которую мы, как правило, бу-

дем оставлять читателю в качестве упражнения.
3В смысле опр. 1.2 на стр. 28, т. е. существуют такие 𝑥,𝑦 ∈ 𝐾, что 𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 = 1.
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неассоциированных неприводимых элемента могут и не быть взаимно простыми. Например,
вℚ[𝑥, 𝑦] неприводимые многочлены 𝑥 и 𝑦 не взаимно просты и не ассоциированы.

Предложение 4.2

В кольце главных идеалов 𝐾 следующие свойства ненулевого элемента 𝑝 ∈ 𝐾 эквивалентны:

1) идеал (𝑝) максимален, т. е. факторкольцо 𝐾∕(𝑝) является полем

2) идеал (𝑝) прост, т. е. в факторкольце 𝐾∕(𝑝) нет делителей нуля

3) 𝑝 неприводим, т. е. из равенства 𝑝 = 𝑎𝑏 вытекает, что 𝑎 или 𝑏 обратим в 𝐾.

Доказательство. Импликация (1) ⇒ (2) очевидна и имеет место в любом коммутативном коль-
це с единицей.Импликация (2) ⇒ (3)имеетместо в любомцелостномкольце𝐾. Действительно,
из 𝑝 = 𝑎𝑏 следует, что [𝑎][𝑏] = 0 в 𝐾∕(𝑝), и так как в 𝐾∕(𝑝) нет делителей нуля, один из сомно-
жителей, скажем [𝑎], равен [0]. Тогда 𝑎 = 𝑝𝑠 = 𝑎𝑏𝑠 для некоторого 𝑠 ∈ 𝐾, откуда 𝑎(1 − 𝑏𝑠) = 0.
Поскольку в 𝐾 нет делителей нуля, 𝑏𝑠 = 1, т. е. 𝑏 обратим.

Покажем теперь, что в кольце главных идеалов (3) ⇒ (1). Так как каждый собственный
идеал в 𝐾 главный, максимальность идеала (𝑝) в чуме собственных главных идеалов означает
его максимальность в чуме всех собственных идеалов. В прим. 4.3 на стр. 71 мы видели, что это
равносильно тому, что 𝐾∕(𝑝) поле. □

Предложение 4.3

Каждый ненулевой необратимый элемент целостного нётерова кольца является произведени-
ем конечного числа неприводимых.

Доказательство. Если элемент 𝑎 неприводим, доказывать нечего. Пусть 𝑎 приводим. Запишем
его в видепроизведениянеобратимыхэлементов.Каждыйприводимыйсомножитель этогопро-
изведения снова запишем в виде произведения необратимых элементов и т. д. Эта процедура
закончится, когда все сомножители станут неприводимы, что и требуется. Если же она нико-
гда не закончится, мы сможем образовать бесконечную последовательность строго вложенных
друг в друга главных идеалов (𝑎1) ⊊ (𝑎2) ⊊ (𝑎3) ⊊ … , что противоречит нётеровости. □

Определение 4.3

Целостное кольцо 𝐾 называется факториальным, если каждый его необратимый ненулевой
элемент являетсяпроизведениемконечногочисланеприводимых, причёмлюбыедва такихраз-
ложения 𝑝1𝑝2 … 𝑝𝑚 = 𝑞1𝑞2 … 𝑞𝑘 состоят из одинакового числа 𝑘 = 𝑚 сомножителей, после
надлежащей перенумерации которых можно указать такие обратимые элементы 𝑠𝜈 ∈ 𝐾, что
𝑞𝜈 = 𝑝𝜈𝑠𝜈 при всех 𝜈.

4.4.2. Простые элементы. Ненулевой элемент 𝑝 ∈ 𝐾 называется простым, если порож-
дённый им главный идеал (𝑝) ⊂ 𝐾 прост, т. е. в факторкольце 𝐾∕(𝑝) нет делителей нуля. Это
означает, что для любых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 произведение 𝑎𝑏 делится на 𝑝 только если 𝑎 или 𝑏 делится
на 𝑝. Каждый простой элемент 𝑝 автоматически неприводим: если 𝑝 = 𝑥𝑦, то один из сомножи-
телей, скажем 𝑥, делится на 𝑝, и тогда 𝑝 = 𝑝𝑦𝑧, откуда 𝑦𝑧 = 1 и 𝑦 обратим. Согласно предл. 4.2
в кольце главных идеалов верно и обратное: все неприводимые элементы кольца главных иде-
алов просты. Однако в произвольном целостном кольце могут быть неприводимые непростые
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элементы. Например, в кольце ℤ[√5] = ℤ[𝑥]∕(𝑥2 − 5) таковым является число 2, так как в фак-

торе ℤ[√5]∕(2) ≃ ℤ[𝑥]∕(2, 𝑥2 − 5) = ℤ[𝑥]∕(2, 𝑥2 + 1) ≃ 𝔽2[𝑥]∕(𝑥2 + 1) ≃ 𝔽2[𝑥]∕((𝑥 + 1)2)
есть нильпотент — класс [𝑥 + 1] ∈ ℤ[𝑥]∕(2, 𝑥2 + 5). Среди прочего это означает, что квадрат

(1 + √5)2 = 6 + 2√5 делится в кольце ℤ[√5] на 2, хотя 1 + √5 не делится на 2, при том что 2
и √5 + 1 неприводимы и не ассоциированы друг с другом в кольце ℤ[√5].

Упражнение 4.17. Убедитесь в этом, и покажите, что 2 ⋅ 2 = 4 = (√5 + 1) ⋅ (√5 − 1) суть два

различных разложения числа 4 на неприводимые множители в ℤ[√5].

Предложение 4.4

Целостное нётерово кольцо𝐾 факториально, если и только если все его неприводимые элемен-
ты просты.

Доказательство. Покажем сначала, что если 𝐾 факториально, то любой неприводимый эле-
мент 𝑞 ∈ 𝐾 прост. Пусть произведение 𝑎𝑏 делится на 𝑞. Тогда разложение 𝑎𝑏 на неприво-
димые множители содержит множитель, ассоциированный с 𝑞, и в силу своей единственно-
сти является произведением разложений 𝑎 и 𝑏 на неприводимые множители. Поэтому 𝑞 ассо-
циирован с одним из неприводимых делителей 𝑎 или 𝑏, т. е. 𝑎 или 𝑏 делится на 𝑞. Наоборот,
пусть все неприводимые элементы в 𝐾 просты. Тогда по предл. 4.3 на стр. 75 каждый элемент
кольца 𝐾 является произведением конечного числа простых. Покажем, что в целостном коль-
це равенство 𝑝1 … 𝑝𝑘 = 𝑞1 … 𝑞𝑚, в котором все сомножители просты, возможно только ес-
ли 𝑘 = 𝑚 и после надлежащей перенумерации каждый 𝑝𝑖 = 𝑠𝑖𝑞𝑖, где 𝑠𝑖 обратим. Поскольку
произведение 𝑞1 … 𝑞𝑚 делится на 𝑝1, один из его сомножителей делится на 𝑝1. Будем считать,
что это 𝑞1 = 𝑠𝑝1. Так как 𝑞1 неприводим, элемент 𝑠 обратим. Пользуясь целостностью 𝐾, со-
кращаем обе части равенства 𝑝1 … 𝑝𝑘 = 𝑞1 … 𝑞𝑚 на 𝑝1 и получаем более короткое равенство
𝑝2𝑝3 … 𝑝𝑘 = (𝑠𝑞2)𝑞3 … 𝑞𝑚, к которому применимы те же рассуждения. □

Следствие 4.4

Всякое кольцо главных идеалов факториально. □

Пример 4.7 (характеризация областей главных идеалов, продолжение прим. 4.6 на стр. 73)

Покажем, что целостное кольцо 𝐾 является областью главных идеалов, если и только если на 𝐾
имеется функция высоты 𝜈∶ 𝐾 → ℤ⩾0 = ℕ ∪ {0} со следующими двумя свойствами:

1) 𝜈(𝑎) = 0 ⟺ 𝑎 = 0; 2) если 𝑎 ∉ (𝑏), то найдутся 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 с 0 < 𝜈(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦) < 𝜈(𝑏).

Действительно, пусть такая высота существует. Тогда в каждом идеале 𝐼 ⊂ 𝐾 есть ненулевой
элемент 𝑑 ∈ 𝐼, на котором 𝜈 принимает наименьшее в 𝐼 ненулевое значение. Если 𝑎 ∈ 𝐼 −(𝑑),
то найдутся 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 c 0 < 𝜈(𝑎𝑥 + 𝑑𝑦) < 𝜈(𝑑), что невозможно, ибо 𝑎𝑥 + 𝑑𝑦 ∈ 𝐼. Тем самым
𝐼 = (𝑑) и𝐾 является областью главных идеалов. Наоборот, пусть𝐾—область главных идеалов.
Выберем в каждом классе ассоциированных простых элементов какого-нибудь представителя 𝑝
и для каждого 𝑎 ∈ 𝐾 обозначим через 𝜈𝑝(𝑎) показатель, с которым 𝑝 входит в разложение 𝑎 на

простые множители: 𝑎 = ∏𝑝 𝑝𝜈𝑝(𝑎). Положим 𝜈(𝑎) = 2∑𝑝 𝜈𝑝(𝑎). Так как 𝜈𝑝(𝑎) = 0 для всех 𝑝 кро-

ме конечного числа, это определение корректно. Если 𝑏 ⫮ 𝑎, то нод(𝑎, 𝑏) = ∏𝑝 𝑝min(𝜈𝑝(𝑎),𝜈𝑝(𝑏))

имеет положительную высоту, строго меньшую, чем 𝜈(𝑏), и представляется в виде 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦, что
и требуется. Более того, построенная высота 𝜈 приведена в том смысле1, что 𝜈(𝑎) ⩽ 𝜈(𝑎𝑏) для
всех 𝑎 и всех ненулевых 𝑏, причём равенство равносильно обратимости 𝑏.

1Ср. с прим. 4.6 на стр. 73.
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Пример 4.8 (гауссовы числа и суммы двух квадратов)

Элементы кольца ℤ[𝑖] = ℤ[𝑥] ∕ (𝑥2 + 1) ≃ {𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ ℂ | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ} из упр. 4.13 (в) на стр. 73
называются целыми гауссовыми числами.

Упражнение 4.18. Убедитесь, что: а) в ℤ[𝑖] обратимы только ±1 и ±𝑖 б) 𝑧 ∈ ℤ прост, если и
только если прост 𝑧.

Из упражнения вытекает, что разложение вещественного целого числа 𝑛 ∈ ℤ на простые мно-
жители в областиℤ[𝑖], будучиинвариантнымотносительно комплексного сопряжения, вместе с
каждым невещественным неприводимым множителем содержит и его сопряжённый. Поэтому
вещественное простое 𝑝 ∈ ℤ становится приводимым в ℤ[𝑖], если и только если оно имеет вид
𝑝 = (𝑎+ 𝑖𝑏)(𝑎− 𝑖𝑏) = 𝑎2+𝑏2 с ненулевыми 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ. С другой стороны, неприводимость 𝑝 ∈ ℤ[𝑖]
означает, что факторкольцо ℤ[𝑖]∕(𝑝) ≃ ℤ[𝑥]∕(𝑝, 𝑥2 + 1) ≃ 𝔽𝑝[𝑥]∕(𝑥2 + 1) является полем1, что
равносильно неприводимости многочлена 𝑥2 + 1 над 𝔽𝑝. Последнее равносильно тому, что −1
не является квадратом в 𝔽𝑝, и имеет место если и только если2 𝑝 = 4𝑘 + 3. Мы заключаем, что
неприводимость простого 𝑝 ∈ ℤ в области ℤ[𝑖] равносильна тому, что 𝑝 = 4𝑘 + 3, и тому, что 𝑝
не представляется в виде суммы двух квадратов целых чисел.

Упражнение 4.19. Покажите, что произвольное 𝑛 ∈ ℕ является квадратом или суммой двух
квадратов натуральных чисел, если и только если в его разложении на простые множители
в кольце ℤ простые числа 𝑝 = 4𝑘 + 3 присутствуют только в чётных степенях.

4.4.3. НОД в факториальном кольце. В любом факториальном кольце 𝐾 у любого конеч-
ного набора чисел 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ 𝐾 имеется наибольший общий делитель3. Он имеет следующее
явное описание. Зафиксируем в каждом классе ассоциированных простых элементов кольца 𝐾
некоторый представитель 𝑝 и для каждого 𝑎 ∈ 𝐾 обозначим через 𝜈𝑝(𝑎) ∈ ℤ⩾0 показатель, с
которым 𝑝 входит в разложение 𝑎 на простые множители4, как в прим. 4.7 выше. Тогда, с точ-
ностью до умножения на обратимые элементы, нод(𝑎1, … , 𝑎𝑚) = ∏𝑝 𝑝min𝑖 𝜈𝑝(𝑎𝑖).

Упражнение 4.20. Убедитесь, что правая часть делит каждое 𝑎𝑖 и делится на любой общий
делитель всех 𝑎𝑖.

Отметим, что если 𝐾 не является областью главных идеалов, то нод(𝑎1, … , 𝑎𝑚) может не пред-
ставляться в виде линейной комбинации элементов 𝑎𝑖 с коэффициентами из𝐾. Например, эле-
менты 𝑥, 𝑦 факториального кольца5 ℚ[𝑥, 𝑦] имеют нод(𝑥, 𝑦) = 1, но нет таких 𝑓,𝑔 ∈ ℚ[𝑥, 𝑦],
что 𝑓𝑥 + 𝑔𝑦 = 1, ибо подставляя в это равенство 𝑥 = 𝑦 = 0, получим 0 = 1.

4.5. Многочлены над факториальным кольцом. Пусть 𝐾 — факториальное кольцо. Обозна-
чимчерез𝑄𝐾 егополе частных.Кольцо𝐾[𝑥] являетсяподкольцомв𝑄𝐾[𝑥]. Назовём содержанием
многочлена 𝑓 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥+ … + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ∈ 𝐾[𝑥] наибольший общий делитель его коэффициентов:

cont(𝑓) ≝ нод(𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛) .

Лемма 4.2

cont(𝑓𝑔) = cont(𝑓) ⋅ cont(𝑔) для любых 𝑓,𝑔 ∈ 𝐾[𝑥].
1См. предл. 4.2 на стр. 75.
2См. прим. 1.8 на стр. 32.
3В смысле зам. 1.3. на стр. 28, т. е. число, которое делит все 𝑎𝑖 и делится на любой их общий делитель.
4Обратите внимание, что для каждого 𝑎 показатель 𝜈𝑝(𝑎) ≠ 0 только для конечного множества про-

стых чисел 𝑝.
5См. сл. 4.6 на стр. 79.
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Доказательство. Достаточно для каждого простого 𝑞 ∈ 𝐾 убедиться в том, что 𝑞 делит все коэф-
фициенты произведения 𝑓𝑔, если и только если 𝑞 делит все коэффициенты хотя бы одного из
многочленов 𝑓, 𝑔. Для этого положим 𝑅 = 𝐾∕(𝑞) и применим к произведению 𝑓𝑔 гомоморфизм

𝐾[𝑥] → 𝑅[𝑥] , 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + … + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ↦ [𝑎0]𝑞 + [𝑎1]𝑞𝑥 + … + [𝑎𝑛]𝑞𝑥𝑛 ,

заменяющий коэффициенты каждого многочлена их вычетами по модулю 𝑞.
Упражнение 4.21. Проверьте, что это и в самом деле гомоморфизм колец.

В силу простоты 𝑞 кольцо 𝑅 целостное. Поэтому 𝑅[𝑥] тоже целостное, и [𝑓𝑔]𝑞 = [𝑓]𝑞[𝑔]𝑞 = 0,
если и только если [𝑓]𝑞 = 0 или [𝑔]𝑞 = 0. □

Лемма 4.3 (приведённое представление)

Каждый 𝑓 ∈ 𝑄𝐾[𝑥] представляется в виде 𝑓(𝑥) = (𝑎∕𝑏) ⋅ 𝑓red(𝑥), где 𝑓red ∈ 𝐾[𝑥], 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 и
cont(𝑓red) = нод(𝑎, 𝑏) = 1, причём 𝑎, 𝑏 и 𝑓red определяются по 𝑓 однозначно с точностью до
умножения на обратимые элементы кольца 𝐾.

Доказательство. Вынесем из коэффициентов 𝑓 их общий знаменатель, потом вынесем из всех
коэффициентов полученного многочлена их наибольший общий делитель. В результате мы по-
лучим многочлен содержания 1, умноженный на число из 𝑄𝐾, которое запишем несократимой
дробью 𝑎∕𝑏. Докажем единственность такого представления. Если (𝑎∕𝑏) ⋅𝑓red(𝑥) = (𝑐∕𝑑) ⋅𝑔red(𝑥)
в 𝑄𝐾[𝑥], то 𝑎𝑑 ⋅ 𝑓red(𝑥) = 𝑏𝑐 ⋅ 𝑔red(𝑥) в 𝐾[𝑥]. Сравнивая содержание обеих частей, заключаем,
что 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐, откуда 𝑓red(𝑥) = 𝑔red(𝑥). В виду отсутствия общих неприводимых множителей у 𝑎
и 𝑏 и у 𝑐 и 𝑑, равенство 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐 возможно лишь когда 𝑎 ассоциирован c 𝑐, а 𝑏— с 𝑑. □

Следствие 4.5 (лемма Гаусса)

Многочлен 𝑓 ∈ 𝐾[𝑥] содержания 1 неприводим в 𝑄𝐾[𝑥], если и только если он неприводим
в 𝐾[𝑥].

Доказательство. Пусть 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ⋅ ℎ(𝑥) в 𝑄𝐾[𝑥]. Записывая многочлены 𝑔 и ℎ в приведённом
виде из лем. 4.3 и сокращая возникающую дробь, приходим к равенству

𝑓(𝑥) = 𝑎
𝑏 ⋅ 𝑔red(𝑥) ⋅ ℎred(𝑥) , (4-5)

в котором 𝑔red, ℎred ∈ 𝐾[𝑥] имеют содержание 1, и нод(𝑎, 𝑏) = 1. По лем. 4.2

cont(𝑔redℎred) = cont(𝑔red) ⋅ cont(ℎred) = 1 ,

т. е. правая часть в (4-5) является приведённым представлением многочлена 𝑓. В силу един-
ственности приведённого представления элементы 𝑎 и 𝑏 обратимы в 𝐾, а 𝑓 = 𝑔redℎred с точно-
стью до умножения на обратимую константу. □

Теорема 4.2

Кольцо многочленов над факториальным кольцом факториально.

Доказательство. Будучи кольцом главных идеалов, кольцо𝑄𝐾[𝑥] факториально, и каждыймно-
гочлен 𝑓 ∈ 𝐾[𝑥] ⊂ 𝑄𝐾[𝑥] раскладывается в 𝑄𝐾[𝑥] в произведение неприводимых множителей
𝑓𝜈 ∈ 𝑄𝐾[𝑥]. Записывая их в приведённом виде из лем. 4.3 и сокращая возникающую при этом
числовую дробь, получаем равенство 𝑓 = 𝑎

𝑏 ∏ 𝑓𝜈,red, в котором 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 имеют нод(𝑎, 𝑏) = 1, а
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все 𝑓𝜈,red ∈ 𝐾[𝑥] неприводимы в 𝑄𝐾[𝑥] и cont(𝑓𝜈,red) = 1. Тогда cont (∏ 𝑓𝜈,red) = 1 по лем. 4.3, и
правая часть равенства является приведённым представлением многочлена 𝑓 = cont(𝑓) ⋅ 𝑓red.
В силу единственности приведённого представления 𝑏 = 1 и 𝑓 = 𝑎∏ 𝑓𝜈,red с точностью до
умножения на обратимые константы из 𝐾. Раскладывая 𝑎 ∈ 𝐾 в произведение неприводимых
констант, получаем разложение 𝑓 в произведение неприводимых множителей в кольце 𝐾[𝑥].
Докажем единственность такого разложения. Пусть в 𝐾[𝑥]

𝑎1 … 𝑎𝑘 ⋅ 𝑝1 … 𝑝𝑠 = 𝑏1 … 𝑏𝑚 ⋅ 𝑞1 … 𝑞𝑟 ,

где 𝑎𝛼, 𝑏𝛽 ∈ 𝐾 — неприводимые константы, а 𝑝𝜇, 𝑞𝜈 ∈ 𝐾[𝑥] — неприводимые многочлены.
Поскольку неприводимые многочлены имеют содержание 1, сравнивая содержание обеих ча-
стей, приходим к равенству 𝑎1 … 𝑎𝑘 = 𝑏1 … 𝑏𝑚 в 𝐾. Так как 𝐾 факториально, мы заключаем,
что 𝑘 = 𝑚 и после надлежащей перенумерации сомножителей 𝑎𝑖 = 𝑠𝑖𝑏𝑖, где все 𝑠𝑖 ∈ 𝐾 обра-
тимы. Следовательно, c точностью до умножения на обратимую константу из 𝐾, в кольце 𝐾[𝑥]
выполняется равенство 𝑝1 … 𝑝𝑠 = 𝑞1 … 𝑞𝑟. Так как все 𝑝𝑖 и 𝑞𝑖 неприводимы в факториальном
кольце 𝑄𝐾[𝑥], мы заключаем, что 𝑟 = 𝑠 и после надлежащей перенумерации сомножителей
𝑝𝑖 = 𝑞𝑖 с точностью до постоянных множителей из поля 𝑄𝐾. Из единственности приведённого
представления1 вытекает, что эти постоянные множители являются обратимыми константами
из кольца 𝐾. □

Следствие 4.6

Кольцо многочленов 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] над факториальным кольцом2 𝐾 факториально. □

4.6. Разложениемногочленов с целыми коэффициентами. Разложение многочлена 𝑓 ∈ ℤ[𝑥]
на множители в ℚ[𝑥] разумно начать с отыскания его рациональных корней, что делается за
конечное число проб.

Упражнение 4.22. Покажите, что несократимая дробь 𝑝∕𝑞 ∈ ℚ является корнем многочлена
𝑎0 + 𝑎1𝑥 + … + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ∈ ℤ[𝑥] только если 𝑝 ∣ 𝑎0 и 𝑞 ∣ 𝑎𝑛.

Точное знание комплексных корней многочлена 𝑓 тоже весьма полезно.

Упражнение 4.23. Разложите 𝑥4 + 4 в произведение двух квадратных трёхчленов из ℤ[𝑥].
После того, как эти простые соображения будут исчерпаны, следует подключать более трудоём-
кие способы.

4.6.1. Редукция коэффициентов ℤ[𝑥] → ℤ∕(𝑚) [𝑥], 𝑓 ↦ [𝑓]𝑚, где

[𝑓]𝑚 ≝ [𝑎0]𝑚 + [𝑎1]𝑚𝑥 + … [𝑎𝑛]𝑚𝑥𝑛 для 𝑓 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + … + 𝑎𝑛𝑥𝑛 , (4-6)

приводит коэффициенты всех многочленов по модулю 𝑚 и является гомоморфизмом колец3.
Поэтому равенство 𝑓 = 𝑔ℎ в ℤ[𝑥] влечёт за собой равенства [𝑓]𝑚 = [𝑔]𝑛 ⋅ [ℎ]𝑚 во всех кольцах

(ℤ∕(𝑚))[𝑥], и из неприводимости многочлена [𝑓]𝑚 хотя бы при одном 𝑚 вытекает его непри-
водимость в ℤ[𝑥]. Если число 𝑚 = 𝑝 простое, кольцо коэффициентов ℤ∕ (𝑚) = 𝔽𝑝 является
полем, и кольцо многочленов 𝔽𝑝[𝑥] в этом случае факториально. При малых 𝑝 разложение мно-
гочлена небольшой степени на неприводимыемножители в𝔽𝑝[𝑥] можно осуществить простым
перебором, и анализ такого разложения может дать существенную информацию о возможном
разложении в ℤ[𝑥].

1См. лем. 4.3 на стр. 78.
2В частности, над полем или над областью главных идеалов.
3Мы уже пользовались этим в доказательстве лем. 4.2 на стр. 77, см. упр. 4.21.
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Пример 4.9

Покажем, что многочлен 𝑓(𝑥) = 𝑥5 + 𝑥2 + 1 неприводим в кольце ℤ[𝑥]. Поскольку у 𝑓 нет целых
корней, нетривиальное разложение 𝑓 = 𝑔ℎ в ℤ[𝑥] возможно только с deg(𝑔) = 2 и deg(ℎ) = 3.
Сделаем редукцию по модулю 2. Так как у [𝑓]2 = 𝑥5 + 𝑥2 + 1 нет корней и в 𝔽2, оба многочлена
[𝑔]2, [ℎ]2 неприводимы в 𝔽2[𝑥]. Но единственный неприводимый многочлен второй степени в
𝔽2[𝑥] — это 𝑥2 + 𝑥 + 1, и 𝑥5 + 𝑥2 + 1 на него не делится. Тем самым, [𝑓]2 неприводим над 𝔽2, а
значит, и над ℤ.

Пример 4.10 (критерий Эйзенштейна)

Пусть все коэффициенты приведённого многочлена 𝑓 ∈ ℤ[𝑥] делятся на простое число 𝑝 ∈ ℕ,
а младший коэффициент, делясь на 𝑝, не делится при этом на 𝑝2. Покажем, что 𝑓 неприводим
в ℤ[𝑥]. В силу сделанных об 𝑓 предположений при редукции по модулю 𝑝 от 𝑓 остаётся только
старшиймоном [𝑓(𝑥)]𝑝 = 𝑥𝑛. Если 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) в ℤ[𝑥], то в силу единственности разложения
на простые множители в 𝔽𝑝[𝑥] оба сомножителя 𝑔, ℎ тоже редуцируются в некоторые степени
переменной: [𝑔]𝑝 = 𝑥𝑘 и [ℎ]𝑝 = 𝑥𝑚. Это означает, что все коэффициенты многочленов 𝑔 и ℎ
кроме старшего делятся на 𝑝. Тогда младший коэффициент многочлена 𝑓, будучи произведени-
ем младших коэффициентов многочленов 𝑔 и ℎ, должен делиться на 𝑝2, что не так.

Пример 4.11 (неприводимость кругового многочлена 𝛷𝑝)

Покажем, что при простом 𝑝 ∈ ℕ круговоймногочлен𝛷𝑝(𝑥) = 𝑥𝑝−1+…+𝑥+1 = (𝑥𝑝−1)∕(𝑥−1)
неприводим в ℤ[𝑥]. Для этого перепишем его как многочлен от переменной 𝑡 = 𝑥 − 1:

𝑓(𝑡) = 𝛷𝑝(𝑡 + 1) = (𝑡 + 1)𝑝 − 1∕𝑡 = 𝑡𝑝−1 + (
𝑝
1)𝑡

𝑝−2 + … + (
𝑝

𝑝 − 1) .

Поскольку при простом 𝑝 все биномиальные коэффициенты (
𝑝
𝑘) с 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑝 − 1 делятся1

на 𝑝, а свободный член (
𝑝

𝑝 − 1) = 𝑝 не делится на 𝑝2, многочлен 𝑓(𝑡) неприводим по критерию

Эйзенштейна из прим. 4.10. Поэтому и 𝛷𝑝(𝑥) = 𝑓(𝑥 − 1) неприводим.

4.6.2. Алгоритм Кронекера позволяет путём довольно трудоёмкого, но вполне конечного
вычисления либо явно разложить многочлен 𝑓 ∈ ℤ[𝑥] на множители в кольце ℤ[𝑥], либо убе-
диться, что 𝑓 неприводим в ℤ[𝑥]. Пусть deg 𝑓 = 2𝑛 или deg 𝑓 = 2𝑛 + 1. Тогда в любом нетриви-
альном разложении 𝑓 = 𝑔ℎ степень одного из делителей, пусть это будет ℎ, не превосходит 𝑛.
Чтобы выяснить, делится ли 𝑓 в ℤ[𝑥] на какой-нибудь многочлен степени не выше 𝑛, подставим
в 𝑓 произвольные 𝑛+1 различных чисел 𝑧0, … , 𝑧𝑛 ∈ ℤ и выпишем все возможные наборы чисел
𝑑0, … ,𝑑𝑛 ∈ ℤ, в которых каждое 𝑑𝑖 делит соответствующее 𝑓(𝑧𝑖). Таких наборов имеется конеч-
ное число, и если искомый многочлен ℎ существует, то набор его значений ℎ(𝑧0), … , ℎ(𝑧𝑛) на
числах 𝑧𝑖 является одним из выписанных наборов 𝑑0, … ,𝑑𝑛. Для каждого такого набора вℚ[𝑥]
есть ровно одинмногочлен ℎ степени не выше 𝑛 c ℎ(𝑧𝑖) = 𝑑𝑖 при всех 𝑖—это интерполяционный
многочлен Лагранжа2

ℎ(𝑥) =
𝑛

∑
𝑖=0

𝑑𝑖 ⋅ ∏
𝜈≠𝑖

(𝑥 − 𝑧𝜈)
(𝑧𝑖 − 𝑧𝜈) . (4-7)

1См. сл. 1.1 на стр. 31.
2См. прим. 2.5 на стр. 44.
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Таким образом, делитель ℎ многочлена 𝑓, если он существует, совпадает с одним из тех много-
членов (4-7), что имеют целые коэффициенты. Остаётся явно разделить 𝑓 на все такие много-
члены и либо убедиться, что они не делят 𝑓, либо обнаружить среди них делитель 𝑓.



§5. Векторы и матрицы

5.1. Модули над коммутативными кольцами. Аддитивная абелева группа1 𝑉 называется мо-
дулем над коммутативным кольцом 𝐾 или 𝐾-модулем, если задана операция умножения

𝐾 × 𝑉 → 𝑉 , (𝑥, 𝑣) ↦ 𝑥 ⋅ 𝑣 = 𝑥𝑣 ,

c теми же свойствами, что известное из курса геометрии умножение векторов на числа2:

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 ∀ 𝑣 ∈ 𝑉 𝑥(𝑦𝑣) = (𝑥𝑦)𝑣 (5-1)

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 ∀ 𝑣 ∈ 𝑉 (𝑥 + 𝑦)𝑣 = 𝑥𝑣 + 𝑦𝑣 (5-2)

∀ 𝑥 ∈ 𝐾 ∀ 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 𝑥(𝑢 + 𝑤) = 𝑥𝑢 + 𝑥𝑤 . (5-3)

Если в кольце 𝐾 есть единица и выполняется дополнительное свойство

∀ 𝑣 ∈ 𝑉 1𝑣 = 𝑣 , (5-4)

то модуль 𝑉 называется унитальным.

Упражнение 5.1. Выведите из свойств (5-1) – (5-3), что в любом 𝐾-модуле 𝑉 для всех 𝑣 ∈ 𝑉 и
𝑥 ∈ 𝐾 выполняются равенства 0 ⋅ 𝑣 = 0 и 𝑥 ⋅ 0 = 0, а в унитальном модуле над коммутатив-
ным кольцом с единицей— равенство3 (−1) ⋅ 𝑣 = −𝑣.

Всюду далее мы предполагаем, что 𝐾 является коммутативным кольцом с единицей и по умол-
чанию считаем все модули унитальными. Унитальные модули над полями — это в точности
векторные пространства. По этой причине мы часто будем называть элементы 𝐾-модулей век-
торами, элементы кольца 𝐾 — скалярами, а операцию 𝐾 × 𝑉 → 𝑉 — умножением векторов
на скаляры. Часто бывает удобно записывать произведение вектора 𝑣 ∈ 𝑉 на скаляр 𝑥 ∈ 𝐾 не
как 𝑥𝑣, а как 𝑣𝑥. Мы по определению считаем эти две записи эквивалентными обозначениями

𝑣𝑥 ≝ 𝑥𝑣

для одного и того же вектора из 𝑉.
Упражнение 5.2. Убедитесь, что «правые» версии равенств (5-1) – (5-4) тоже выполняются:

(𝑣𝑦)𝑥 = 𝑣(𝑦𝑥) , 𝑣(𝑥 + 𝑦) = 𝑣𝑥 + 𝑣𝑦 , (𝑢 + 𝑤)𝑥 = 𝑢𝑥 + 𝑤𝑥 , 𝑣 1 = 𝑣 .

Аддитивная абелева подгруппа 𝑈 ⊆ 𝑉 в 𝐾-модуле 𝑉 называется 𝐾-подмодулем, если она обра-
зует 𝐾-модуль относительно имеющейся в 𝑉 операции умножения векторов на скаляры. Для
этого необходимо и достаточно, чтобы 𝑥𝑢 ∈ 𝑈 для всех 𝑥 ∈ 𝐾 и 𝑢 ∈ 𝑈. Подмодули 𝑈 ⊊ 𝑉
называются собственными. Собственный подмодуль 0, состоящий из одного нуля, называется
тривиальным.

1См. n∘ 1.1.2 на стр. 23.
2См. лекциюhttp://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_01.pdf. При этом в роли «ве-

кторов» выступают элементы модуля 𝑉, а в роли «чисел» — элементы кольца 𝐾.
3Слева стоит произведение вектора 𝑣 ∈ 𝑉 на скаляр−1 ∈ 𝐾, а справа—противоположный к 𝑣 вектор

−𝑣 ∈ 𝑉.
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Пример 5.1 (кольцо как модуль над собой)

Каждое коммутативное кольцо 𝐾 является модулем над самим собой: сложение векторов и их
умножение на скаляры суть сложение и умножение в 𝐾. Если в 𝐾 имеется единица, 𝐾-модуль 𝐾
является унитальным.𝐾-подмодули 𝐼 ⊂ 𝐾—это в точности идеалы кольца𝐾. В частности, ком-
мутативное кольцо 𝐾 с единицей является полем если и только если в 𝐾-модуле 𝐾 нет нетриви-
альных собственных подмодулей1.

Пример 5.2 (координатный модуль 𝐾𝑟)

Декартово произведение 𝑟 экземпляров кольца 𝐾 обозначается 𝐾𝑟 = 𝐾 × … × 𝐾 и состоит из
строк 𝑎 = (𝑎1, … , 𝑎𝑟), в которых 𝑎𝑖 ∈ 𝐾. Сложение таких строк и их умножение их на скаляры
𝑥 ∈ 𝐾 происходит покоординатно: для 𝑎 = (𝑎1, … , 𝑎𝑟), 𝑏 = (𝑏1, … , 𝑏𝑟) и 𝑥 ∈ 𝐾 мы полагаем

𝑎 + 𝑏 ≝ (𝑎1 + 𝑏1, … , 𝑎𝑟 + 𝑏𝑟) и 𝑥𝑎 ≝ (𝑥𝑎1, … , 𝑥𝑎𝑟) .

Пример 5.3 (модуль матриц Mat𝑚×𝑛(𝐾))
Таблицыиз𝑚 строк и 𝑛 столбцов, заполненные элементами кольца𝐾, называются𝑚×𝑛матри-
цами с элементами из𝐾. Множество всех таких матриц обозначается Mat𝑚×𝑛(𝐾). Элемент мат-
рицы 𝐴, расположенный в 𝑖-й строке и 𝑗-м столбце, обозначается 𝑎𝑖𝑗. Запись 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) означает,
что матрица 𝐴 состоит из таких элементов 𝑎𝑖𝑗. Например, матрица 𝐴 ∈ Mat3×4(ℤ) с элементами
𝑎𝑖𝑗 = 𝑖 − 𝑗 имеет вид

⎛
⎜
⎜
⎝

0 −1 −2 −3
1 0 −1 −2
2 1 0 −1

⎞
⎟
⎟
⎠

.

Также как и координатные строки,𝑚×𝑛матрицыMat𝑚×𝑛(𝐾) образуют𝐾-модуль относительно
поэлементного сложения и умножения на скаляры: сумма 𝑆 = (𝑠𝑖𝑗) матриц 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) и 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)
имеет 𝑠𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗, а произведение 𝑃 = 𝑥𝐴 матрицы 𝐴 на число 𝑥 ∈ 𝐾 имеет 𝑝𝑖𝑗 = 𝑥𝑎𝑖𝑗.

Пример 5.4 (абелевы группы как ℤ-модули)

Каждая аддитивно записываемая абелева группа 𝐴 может рассматриваться как унитальный ℤ-
модуль, в котором сложение векторов есть сложение в 𝐴, а умножение векторов на числа ±𝑛,
где 𝑛 ∈ ℕ, задаётся правилом (±𝑛)⋅𝑎 ≝ ± (𝑎+…+𝑎), где в скобках стоит 𝑛 слагаемых, равных 𝑎.

Упражнение 5.3. Удостоверьтесь, что эти операции удовлетворяют аксиомам (5-1) – (5-4).

5.1.1. Гомоморфизмы модулей. Отображение 𝜑∶ 𝑀 → 𝑁 между 𝐾-модулями 𝑀 и 𝑁 на-
зывается 𝐾-линейным или гомоморфизмом 𝐾-модулей, если оно перестановочно со сложением
векторов и умножением векторов на скаляры, т. е. для всех 𝑥 ∈ 𝐾 и 𝑢,𝑤 ∈ 𝑀

𝜑(𝑢 + 𝑤) = 𝜑(𝑢) + 𝜑(𝑤) и 𝜑(𝑥𝑢) = 𝑥𝜑(𝑢) . (5-5)

Упражнение 5.4. Убедитесь, что композиция 𝐾-линейных отображений тоже 𝐾-линейна.
Гомоморфизмы 𝐾-модулей образуют 𝐾-модуль относительно операций сложения значений и
умножения их на скаляры: отображения𝜑+𝜓 и 𝑥𝜑, где 𝑥 ∈ 𝐾, переводят каждый вектор𝑤 ∈ 𝑀,
соответственно, в 𝜑(𝑤) + 𝜓(𝑤) и в 𝑥𝜑(𝑤) = 𝜑(𝑥𝑤).

Упражнение 5.5. Убедитесь, что для любого 𝑥 ∈ 𝐾 и 𝐾-линейных отображений 𝜑,𝜓∶ 𝑀 → 𝑁
отображения 𝜑 + 𝜓 и 𝑥𝜑 тоже 𝐾-линейны.

1См. предл. 4.1 на стр. 68.
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Модуль 𝐾-линейных отображений𝑀 → 𝑁 называется модулем гомоморфизмов из𝑀 в 𝑁 и обо-
значается Hom(𝑀,𝑁) или Hom𝐾(𝑀,𝑁), если надо явно указать кольцо, над которым рассматри-
ваются модули.

Так как 𝐾-линейные отображения 𝜑∶ 𝑀 → 𝑁 являются гомоморфизмами абелевых групп,
все они обладают перечисленными в n∘ 1.5 на стр. 31 свойствами таких гомоморфизмов. В част-
ности, 𝜑(0) = 0 и 𝜑(−𝑤) = −𝜑(𝑤) для всех 𝑤 ∈ 𝑀, а каждый непустой слой 𝜑 является адди-
тивным сдвигом ядра ker𝜑 = 𝜑−1(0) = {𝑢 ∈ 𝑀 | 𝜑(𝑢) = 0}, т. е. 𝜑−1(𝜑(𝑤)) = 𝑤 + ker𝜑 для всех
𝑤 ∈ 𝑀. В частности, инъективность 𝜑 равносильна тому, что ker𝜑 = 0 состоит из одного нуля.

Упражнение 5.6. Убедитесь, что ядро и образ 𝐾-линейного гомоморфизма 𝜑∶ 𝑀 → 𝑁 явля-
ются подмодулями в𝑀 и в 𝑁 соответственно.

Биективные гомоморфизмы модулей называются изоморфизмами. 𝐾-линейное отображение
𝜑∶ 𝑀 → 𝑁 является изоморфизмом если и только если ker𝜑 = 0 и im𝜑 = 𝑁. Например, вы-
писывание элементов матрицы в строку в произвольном порядке задаёт изоморфизм между
модулем матриц Mat𝑚×𝑛(𝐾) из прим. 5.3 и координатным 𝐾-модулем 𝐾𝑚𝑛 из прим. 5.2.

Пример 5.5 (дифференцирование)

Кольцо многочленов𝐾[𝑥] с коэффициентами в коммутативном кольце𝐾 можно рассматривать

и как 𝐾-модуль. Оператор дифференцирования 𝐷 = 𝑑
𝑑𝑥 ∶ 𝐾[𝑥] → 𝐾[𝑥], 𝑓(𝑥) ↦ 𝑓′(𝑥), является

гомоморфизмом 𝐾-модулей, поскольку перестановочен со сложением многочленов и умноже-
нием многочленов на константы, но не является гомоморфизмом колец, так как не перестано-
вочен с умножением многочленов друг на друга.

Предостережение 5.1. Именуемое в школе «линейной функцией» отображение 𝜑∶ 𝐾 → 𝐾, за-
даваемое правилом 𝜑(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏, где 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 фиксированы, является 𝐾-линейным в смысле
предыдущего определения только при 𝑏 = 0. Если же 𝑏 ≠ 0, то 𝜑 не перестановочно ни со
сложением, ни с умножением на числа.

5.1.2. Прямые произведения и прямые суммы. Из любого семейства 𝐾-модулей 𝑀𝜈, за-
нумерованных элементами 𝜈 произвольного множества 𝒩, можно образовать прямое произ-
ведение ∏𝜈∈𝒩𝑀𝜈, состоящее из всевозможных семейств 𝑣 = (𝑣𝜈)𝜈∈𝒩 векторов 𝑣𝜈 ∈ 𝑀𝜈, зану-
мерованных элементами 𝜈 ∈ 𝒩, как в n∘ 1.6 на стр. 35. Такие семейства можно поэлементно
складывать и умножать на скаляры точно также, как мы это делали в n∘ 1.6 в прямых произве-
дениях абелевых групп и коммутативных колец. А именно, сумма 𝑣+𝑤 семейств 𝑣 = (𝑣𝜈)𝜈∈𝒩 и
𝑤 = (𝑤𝜈)𝜈∈𝒩 имеет 𝜈-тым членом элемент 𝑣𝜈 + 𝑤𝜈, а на 𝜈-тым членом произведения 𝑥𝑣 семей-
ства 𝑣 = (𝑣𝜈)𝜈∈𝒩 на скаляр 𝑥 ∈ 𝐾 является элемент 𝑥𝑣𝜈. Модуль ∏𝜈∈𝒩𝑀𝜈 называется прямым
произведением модулей𝑀𝜈, а его подмодуль ⨁𝜈∈𝒩𝑀𝜈, состоящий из всех семейств 𝑣 = (𝑣𝜈)𝜈∈𝒩
c конечным числом ненулевых векторов 𝑣𝜈, называется прямой суммой модулей𝑀𝜈. Для конеч-
ных множеств 𝒩 прямые суммы совпадают с прямыми произведениями. Так, координатный
модуль 𝐾𝑟 из прим. 5.2 и модуль матриц Mat𝑚×𝑛(𝐾) из прим. 5.3 являются прямыми суммами
(и произведениями), соответственно, 𝑟 и𝑚𝑛 одинаковых экземпляров 𝐾-модуля 𝐾.

Пример 5.6 (многочлены и степенные ряды)

Обозначим через 𝐾𝑡𝑛 множество одночленов вида 𝑎𝑡𝑛, где 𝑎 ∈ 𝐾, а 𝑡 — переменная. Каждое
множество 𝐾𝑡𝑛 является 𝐾-модулем, изоморфным модулю 𝐾. Прямая сумма ⨁𝑛⩾0 𝐾𝑡𝑛 изо-
морфна модулю многочленов 𝐾[𝑡], а прямое произведение ∏𝑛⩾0 𝐾𝑡𝑛 — модулю формальных
степенных рядов 𝐾⟦𝑡⟧.
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Пример 5.7 (модуль функций со значениями в модуле)

Отображения 𝑍 → 𝑀 из любого множества 𝑍 в произвольный 𝐾-модуль 𝑀 можно складывать
и умножать на числа из 𝐾 по тем же правилам, что выше: для 𝜑,𝜓∶ 𝑍 → 𝑀 и 𝑥 ∈ 𝐾 отоб-
ражения 𝜑 + 𝜓 и 𝑥𝜑 переводят 𝑧 ∈ 𝑍 в 𝜑(𝑧) + 𝜓(𝑧) и 𝑥𝜑(𝑧) соответственно. Эти операции
задают на множестве 𝑀𝑍 всех отображений 𝑍 → 𝑀 структуру 𝐾-модуля, изоморфного прямо-
му произведению ∏𝑧∈𝑍𝑀𝑧 одинаковых копий 𝑀𝑧 = 𝑀 модуля 𝑀, занумерованных элемента-
ми 𝑧 ∈ 𝑍. Этот изоморфизм сопоставляет отображению 𝜑∶ 𝑍 → 𝑀 семейство его значений

(𝜑(𝑧))𝑧∈𝑍 ∈ ∏𝑧∈𝑋𝑀𝑧. Если 𝑍 является 𝐾-модулем, то 𝐾-линейные отображения 𝑍 → 𝑀 состав-
ляют подмодуль Hom𝐾(𝑍,𝑁) ⊂ 𝑀𝑍.

Предложение 5.1

Для любого семейства 𝐾-модулей 𝑀𝜇, занумерованных элементами 𝜇 произвольного множе-
стваℳ, и любого 𝐾-модуля 𝑁 имеется изоморфизмом 𝐾-модулей

∏𝜇∈ℳ Hom𝐾(𝑀𝜇,𝑁) ⥲ Hom𝐾(⨁𝜇∈ℳ𝑀𝜇, 𝑁) , (5-6)

который переводит семейство 𝐾-линейных гомоморфизмов 𝜑𝜇 ∶ 𝑀𝜇 → 𝑁 в гомоморфизм

⨁𝜑𝜇 ∶ ⨁𝜇∈ℳ𝑀𝜇 → 𝑁 , (5-7)

отображающий каждое семейство векторов (𝑤𝜇)𝜇∈ℳ с конечным числом ненулевых членов в
сумму ∑𝜇∈ℳ 𝜑𝜇(𝑤𝜇) с конечным числом ненулевых слагаемых.

Доказательство. Отображение (5-6) очевидно является 𝐾-линейным гомоморфизмом. Обрат-
ное к (5-6) отображение переводит каждый 𝐾-линейный гомоморфизм 𝜓∶ ⨁𝜇∈ℳ𝑀𝜇 → 𝑁 в
семейство гомоморфизмов 𝜑𝜇 ∶ 𝑀𝜇 → 𝑁, где для каждого 𝜈 ∈ ℳ гомоморфизм 𝜑𝜈 = 𝜓𝜄𝜈 яв-
ляется композицией 𝜓 с вложением 𝜄𝜈 ∶ 𝑀𝜈 ↪ ⨁𝜇∈ℳ𝑀𝜇, которое отправляет каждый вектор
𝑢 ∈ 𝑀𝜈 в семейство (𝑤𝜇)𝜇∈ℳ с единственным ненулевым элементом 𝑤𝜈 = 𝑢. □

Пример 5.8 (продолжение прим. 5.6 на стр. 84)

В прим. 5.6 мы видели, что модуль многочленов 𝐾[𝑡] ≃ ⨁𝑛⩾0 𝐾𝑡𝑛 можно воспринимать как
прямую сумму модулей 𝐾𝑡𝑛 ≃ 𝐾. Применительно к этому случаю предл. 5.1 утверждает, что
каждое 𝐾-линейное отображение 𝜑∶ 𝐾[𝑡] → 𝐾 однозначно задаётся последовательностью 𝐾-
линейных отображений𝜑𝑛 = 𝜑|𝐾𝑡𝑛 ∶ 𝐾𝑡𝑛 → 𝐾—ограничениямиотображения𝜑 на подмодули
𝐾𝑡𝑛 ⊂ 𝐾[𝑡]. Каждое из отображений 𝜑𝑛 в свою очередь однозначно задаётся своим значением
на базисном мономе 𝑡𝑛, т. е. числом 𝑓𝑛 = 𝜑𝑛(𝑡𝑛) ∈ 𝐾. Последовательность чисел 𝑓𝑛 может
быть любой, и отвечающее такой последовательности 𝐾-линейное отображение 𝜑∶ 𝐾[𝑡] → 𝐾
переводит многочлен 𝑎(𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1𝑡 + … + 𝑎𝑚𝑡𝑚 в число 𝜑(𝑎) = 𝑓0𝑎0 + 𝑓1𝑎1 + … + 𝑓𝑚𝑎𝑚. Мы
заключаем, что модуль Hom𝐾(𝐾[𝑡],𝐾) изоморфен прямому произведению счётного множества
копий модуля 𝐾, т. е. модулю формальных степенных рядов 𝐾⟦𝑥⟧. Изоморфизм сопоставляет
последовательности (𝑓𝑛) её производящую функцию 𝐹(𝑥) = ∑𝑛⩾0 𝑓𝑛𝑥𝑛 ∈ 𝐾⟦𝑥⟧. Например, для
любого 𝛼 ∈ 𝐾 гомоморфизм вычисления ev𝛼 ∶ 𝐾[𝑡] → 𝐾, 𝑓 ↦ 𝑓(𝛼), переводящий многочлены
в их значения в точке 𝛼 ∈ 𝐾 и действующий на базисные мономы по правилу 𝑡𝑛 ↦ 𝛼𝑛, имеет
𝑓𝑛 = 𝛼𝑛 и задаётся рядом ∑𝑛⩾0 𝛼𝑛𝑥𝑛 = (1 − 𝛼𝑥)−1 ∈ 𝐾⟦𝑥⟧.

Упражнение 5.7. В условиях предл. 5.1 постройте изоморфизм 𝐾-модулей

⨁𝜇∈ℳ Hom𝐾(𝑁,𝑀𝜇) ⥲ Hom𝐾(𝑁, ⨁𝜇∈ℳ𝑀𝜇) . (5-8)
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5.1.3. Пересечения и суммы подмодулей. В произвольном 𝐾-модуле 𝑀 пересечение лю-
бого множества подмодулей также является подмодулем в 𝑀. Пересечение всех подмодулей,
содержащих заданное множество векторов 𝐴 ⊂ 𝑀, называется 𝐾-линейной оболочкой множе-
ства 𝐴 или 𝐾-подмодулем, порождённым множеством 𝐴, и обозначается span(𝐴) или span𝐾(𝐴),
если надо указать, из какого кольца берутся константы. Линейная оболочка является наимень-
шим по включению𝐾-подмодулем в𝑀, содержащим𝐴, и может быть иначе описана как множе-
ство всех конечных линейных комбинаций 𝑥1𝑎1+…+𝑥𝑛𝑎𝑛 векторов 𝑎𝑖 ∈ 𝐴 с коэффициентами
𝑥𝑖 ∈ 𝐾, ибо все такие линейные комбинации образуют подмодуль в𝑀 и содержатся во всех под-
модулях, содержащих 𝐴. В противоположность пересечениям, объединения подмодулей почти
никогда не являются подмодулями.

Упражнение 5.8. Покажите, что объединение двух подгрупп в абелевой группе является под-
группой если и только если одна из подгрупп содержится в другой.

𝐾-линейная оболочка объединения произвольного множества подмодулей 𝑈𝜈 ⊂ 𝑀 называется
суммой этих подмодулей и обозначается ∑𝜈 𝑈𝜈 ≝ span⋃𝜈 𝑈𝜈. Таким образом, сумма подмоду-
лей представляет собою множество всевозможных конечных сумм векторов, принадлежащих
этим подмодулям. Например,

𝑈1 + 𝑈2 = {𝑢1 + 𝑢2 | 𝑢1 ∈ 𝑈1 , 𝑢2 ∈ 𝑈2}
𝑈1 + 𝑈2 + 𝑈3 = {𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 | 𝑢1 ∈ 𝑈1 , 𝑢2 ∈ 𝑈2 , 𝑢3 ∈ 𝑈3}

и т. д. Если подмодули 𝑈1, … ,𝑈𝑚 ⊂ 𝑀 таковы, что гомоморфизм сложения

𝑈1 ⊕ … ⊕ 𝑈𝑛 → 𝑈1 + … + 𝑈𝑛 ⊂ 𝑀 , (𝑢1, … , 𝑢𝑛) ↦ 𝑢1 + … + 𝑢𝑛 , (5-9)

является биекцией между 𝑈1 ⊕ … ⊕𝑈𝑛 и 𝑈1 + … +𝑈𝑛, то сумму 𝑈1 + … +𝑈𝑛 называют прямой
и обозначают𝑈1 ⊕ … ⊕𝑈𝑛, как в n∘ 5.1.2 выше. Биективность отображения (5-9) эквивалентна
тому, что каждый вектор𝑤 ∈ 𝑈1 + … +𝑈𝑛 имеет единственное разложение𝑤 = 𝑢1 + … + 𝑢𝑛, в
котором 𝑢𝑖 ∈ 𝑈𝑖 при каждом 𝑖.

Предложение 5.2

Сумма подмодулей 𝑈1, … ,𝑈𝑛 ⊂ 𝑉 является прямой если и только если каждый из подмодулей
имеетнулевое пересечение с суммойвсех остальных. В частности, сумма𝑈+𝑊 двух подмодулей
прямая тогда и только тогда, когда 𝑈 ∩ 𝑊 = 0.

Доказательство. Обозначим через 𝑊𝑖 сумму всех подмодулей 𝑈𝜈 за исключением 𝑖-того. Если
пересечение𝑈𝑖 ∩𝑊𝑖 содержит ненулевой вектор 𝑢𝑖 = 𝑢1 + … +𝑢𝑖−1 +𝑢𝑖+1 + … +𝑢𝑛, где 𝑢𝑖 ∈ 𝑈𝑖
при всех 𝑖, то у этого вектора имеется два различных представления1

0 + … + 0 + 𝑢𝑖 + 0 + … + 0 = 𝑢1 + … + 𝑢𝑖−1 + 0 + 𝑢𝑖+1 + … + 𝑢𝑛 .

Поэтому такая сумма не прямая. Наоборот, если 𝑈𝑖 ∩ 𝑊𝑖 = 0 при всех 𝑖, то переписывая равен-
ство 𝑢1 + … + 𝑢𝑛 = 𝑤1 + … + 𝑤𝑛, где 𝑢𝜈,𝑤𝜈 ∈ 𝑈𝜈 при всех 𝑖, в виде 𝑢𝑖 − 𝑤𝑖 = ∑𝜈≠𝑖(𝑤𝜈 − 𝑢𝜈),
заключаем, что этот вектор лежит в 𝑈𝑖 ∩ 𝑊𝑖 = 0. Поэтому 𝑢𝑖 = 𝑤𝑖 для каждого 𝑖 = 1, … , 𝑛. □

Следствие 5.1

Для того чтобы модуль𝑀 распадался в прямую сумму собственных подмодулей 𝐿,𝑁 ⊂ 𝑀 необ-
ходимо и достаточно, чтобы 𝐿 + 𝑁 = 𝑀 и 𝐿 ∩ 𝑁 = 0. □

1В левом отлично от нуля только 𝑖-е слагаемое, а в правом оно нулевое.
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5.1.4. Фактор модули. Для любых 𝐾-модуля 𝑀 подмодуля 𝑁 ⊆ 𝑀 можно образовать фак-
тормодуль 𝑀∕𝑁, состоящий из классов [𝑚]𝑁 = 𝑚 (mod 𝑁) = 𝑚 + 𝑁 = {𝑚′ ∈ 𝑀 | 𝑚′ − 𝑚 ∈ 𝑁},
которые являются аддитивными сдвигами подмодуля 𝑁 на всевозможные элементы 𝑚 ∈ 𝑀
или, что тоже самое, классами эквивалентности по отношению 𝑚 ≡ 𝑚′ (mod 𝑁) сравнимости
по модулю 𝑁, означающему, что𝑚′ − 𝑚 ∈ 𝑁. Сложение классов и их умножение на элементы
кольца определяются обычными формулами [𝑚1]𝑁 + [𝑚2]𝑁 ≝ [𝑚1 + 𝑚2]𝑁 и 𝑥 ⋅ [𝑚]𝑁 ≝ [𝑥𝑚]𝑁.

Упражнение 5.9. Проверьте, что отношение сравнимости по модулю 𝑁 является эквивалент-
ностью, а операции корректно определены и удовлетворяют аксиомам (5-1) – (5-4).

В частности, факторкольцо 𝐾∕ 𝐼 кольца 𝐾 по идеалу 𝐼 ⊂ 𝐾 является фактором 𝐾-модуля 𝐾 по
его 𝐾-подмодулю 𝐼, ср. с прим. 5.1 выше.

Пример 5.9 (разложение гомоморфизма)

Любой гомоморфизм 𝐾-модулей 𝜑∶ 𝑀 → 𝑁 является композицией сюрьективного гомомор-
физма факторизации 𝜋𝜑 ∶ 𝑀 ↠ 𝑀∕ker𝜑, 𝑤 ↦ [𝑤]ker𝜑 и отображения

𝜄𝜑 ∶ 𝑀∕ker𝜑 ↪ 𝑁 , [𝑤]ker𝜑 ↦ 𝜑(𝑤) ,

которое корректно определено и инъективно, так как равенство 𝜑(𝑢) = 𝜑(𝑤) означает, что
𝑢 − 𝑤 ∈ ker𝜑. Отображение 𝜄𝜑 𝐾-линейно, поскольку

𝜄𝜑(𝑥[𝑢] + 𝑦[𝑤]) = 𝜄𝜑([𝑥𝑢 + 𝑦𝑤]) = 𝜑(𝑥𝑢 + 𝑦𝑤) = 𝑥𝜑(𝑢) + 𝑦𝜑(𝑤) = 𝑥𝜄𝜑([𝑢]) + 𝑦𝜄𝜑([𝑤]) .

Тем самым, 𝜄𝜑 ∶ 𝑀∕ker𝜑 ⥲ im𝜑 является изоморфизмом 𝐾-модулей.

Упражнение 5.10. Пусть модуль 𝑀 является прямой суммой своих подмодулей 𝐿,𝑁 ⊂ 𝑀. По-
кажите, что𝑀∕𝑁 ≃ 𝐿 и𝑀∕𝐿 ≃ 𝑁.

Пример 5.10 (дополнительные подмодули и разложимость)

Подмодули 𝐿,𝑁 ⊂ 𝑀 называются дополнительными, если𝑀 = 𝐿⊕𝑁. Согласно сл. 5.1 на стр. 86
для этого необходимо и достаточно, чтобы 𝐿 ∩ 𝑁 = 0 и 𝐿 + 𝑁 = 𝑀. В такой ситуации модуль𝑀
называется разложимым, а про подмодули 𝐿, 𝑁 говорят, что они отщепляются от𝑀 прямыми
слагаемыми.Модуль𝑀, не представимый в виде прямой суммы своих собственных подмодулей
называется неразложимым. Например, ℤ-модуль ℤ неразложим, хотя и имеет собственные ℤ-
подмодули. В самом деле, каждый собственный подмодуль 𝐼 ⊂ ℤ представляет собою главный
идеал 𝐼 = (𝑑). Согласно упр. 5.10, разложение ℤ = (𝑑) ⊕ 𝑁 означает наличие в ℤ подмодуля
𝑁 ⊂ ℤ, изоморфного ℤ-модулю ℤ∕ (𝑑), все элементы которого аннулируются умножением на
число 𝑑 ∈ ℤ, тогда как в ℤ-модуле ℤ умножение на число 𝑑 действует инъективно.

Упражнение 5.11. Рассмотрим ℤ-подмодуль 𝑁 ⊂ ℤ2, порождённый векторами (2, 1) и (1, 2).
Покажите, что 𝑁 ≃ ℤ2, 𝑀∕𝑁 ≃ ℤ∕ (3), и не существует такого ℤ-подмодуля 𝐿 ⊂ ℤ2, что
ℤ2 = 𝐿 ⊕ 𝑁 .

Пример 5.11 (фактор модуля по идеалу кольца)

Для произвольных 𝐾-модуля𝑀 и идеала 𝐼 ⊂ 𝐾 обозначим через

𝐼𝑀 ≝ {𝑥1𝑎1 + … + 𝑥𝑛𝑎𝑛 ∈ 𝑀 | 𝑥𝑖 ∈ 𝐼, 𝑎𝑖 ∈ 𝑀, 𝑛 ∈ ℕ}

𝐾-подмодуль, образованный всевозможными линейными комбинациями элементов модуля𝑀
с коэффициентами из идеала 𝐼.
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Упражнение 5.12. Проверьте, что 𝐼𝑀 действительно является 𝐾-подмодулем в𝑀.

Абелева факторгруппа𝑀∕𝐼𝑀, элементы которой— это классы

[𝑤]𝐼𝑀 = 𝑤 + 𝐼𝑀 = {𝑣 ∈ 𝑀 | 𝑣 − 𝑤 ∈ 𝐼𝑀} ,

является модулем над факторкольцом𝐾∕𝐼. Умножение векторов на скаляры задаётся правилом

[𝑥]𝐼 ⋅ [𝑤]𝐼𝑀 = [𝑥𝑤][𝐼𝑀] .

Упражнение 5.13. Убедитесь, что оно корректно.

Если𝑀 = 𝑁1⊕…⊕𝑁𝑚 раскладывается с прямую сумму своих подмодулей𝑁𝑖 ⊂ 𝑀, то возникает
аналогичное разложение 𝐼𝑀 = 𝐼𝑁1 ⊕ … ⊕ 𝐼𝑁𝑚 в сумму подмодулей 𝐼𝑁𝑖 = 𝑁𝑖 ∩ 𝐼𝑀.

Упражнение 5.14. Убедитесь в этом.

Мы заключаем, что в этом случае𝑀∕𝐼𝑀 = (𝑁1∕𝐼𝑁1) ⊕ … ⊕ (𝑁𝑚∕𝐼𝑁𝑚). В частности,

𝐾𝑛∕𝐼𝐾𝑛 = (𝐾∕𝐼)𝑛 . (5-10)

для любого идеала 𝐼 ⊂ 𝐾.

Предложение 5.3

Для любых 𝐾-модулей 𝑀, 𝑁 и подмодуля 𝐿 ⊂ 𝑀 гомоморфизмы 𝜑∶ 𝑀 → 𝑁, переводящие 𝐿 в
нуль, образуют подмодуль Ann𝑁(𝐿) ≝ {𝜑∶ 𝑀 → 𝑁 | 𝜑(𝐿) = 0} ⊂ Hom(𝑀,𝑁). Каждый гомомор-
физм𝜑 ∈ Ann𝑁(𝐿) корректно задаёт𝐾-линейное отображение𝜑𝐿 ∶ 𝑀∕𝐿 → 𝑀, [𝑣]𝐿 ↦ 𝑓(𝑣). При
этом отображение Ann𝑁(𝐿) → Hom𝐾(𝑀∕𝐿,𝑁), 𝜑 ↦ 𝜑𝐿, является изоморфизмом 𝐾-модулей, и
обратный к нему изоморфизм Hom𝐾(𝑀∕𝐿,𝑁) → Ann𝑁(𝐿), 𝜓 ↦ 𝜓𝜋𝐿, переводит гомоморфизм
𝜓∶ 𝑀∕𝐿 → 𝑁 в его композицию с эпиморфизмом факторизации 𝜋𝐿 ∶ 𝑀 ↠ 𝑀∕𝐿.

Доказательство. Если 𝜑1,𝜑2 ∶ 𝑀 → 𝑁 аннулируют 𝐿, то линейная комбинация 𝑥1𝜑1 + 𝑦1𝜑2
тоже аннулирует 𝐿. Поэтому Ann𝑁(𝐿) является 𝐾-подмодулем в Hom𝐾(𝑀,𝑁). Если 𝜑 ∈ Ann𝑁(𝐿),
отображение 𝜑𝐿 ∶ [𝑣]𝐿 ↦ 𝜑(𝑣) корректно определено, так как для любого вектора 𝑤 = 𝑣 + 𝓁 с
𝓁 ∈ 𝐿 имеем 𝜑𝐿(𝑤) = 𝜑(𝑣) + 𝜑(𝓁) = 𝜑(𝑣) = 𝜑𝐿(𝑣). Очевидно, что отображение 𝜑𝐿, во-первых,
само 𝐾-линейно, а во вторых, 𝐾-линейно зависит от 𝜑. Поэтому отображение

Ann𝑁(𝐿) → Hom𝐾(𝑀∕𝐿,𝑁) , 𝜑 ↦ 𝜑𝐿 ,

является гомоморфизмом 𝐾-модулей. Поскольку для любого гомоморфизма 𝜓∶ 𝑀 ∕ 𝐿 → 𝑀
выполняется равенство (𝜓𝜋𝐿)𝐿 = 𝜓, а для любого гомоморфизма 𝜑 ∈ Ann𝑁(𝐿) — равенство
𝜑𝐿𝜋𝐿 = 𝜑, отображения 𝜑 ↦ 𝜑𝐿 и 𝜓 ↦ 𝜓𝜋𝐿 обратны друг другу и тем самым биективны. □

5.1.5. Образующие и соотношения. Говорят, что вектор 𝑣 из𝐾-модуля𝑀 линейно выража-
ется над𝐾 через векторы𝑤1, … ,𝑤𝑚, если 𝑣 = 𝑥1𝑤1+…+𝑥𝑚𝑤𝑚 для некоторых 𝑥1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝐾.
Правая часть этой формулы называется линейной комбинацией векторов𝑤𝑖 ∈ 𝑉 с коэффициен-
тами 𝑥𝑖 ∈ 𝐾. Линейная комбинация, в которой все коэффициенты 𝑥𝑖 = 0, называетсятривиаль-
ной. Множество векторов 𝑍 ⊂ 𝑀 называется линейно зависимым, если некоторая нетривиаль-
ная конечная линейная комбинация векторов из 𝑍 обращается в нуль, т. е. 𝑥1𝑢1 + … +𝑥𝑘𝑢𝑘 = 0
для некоторых 𝑢1, … , 𝑢𝑘 ∈ 𝑍 и 𝑥1, … , 𝑥𝑘 ∈ 𝐾, таких что не все 𝑥𝑖 равны нулю. Каждая такая
линейная комбинация называется линейным соотношением на векторы из множества 𝑍.
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Мыговорим, чтомножество𝑍 ⊂ 𝑀 порождаетмодуль𝑀, еслилюбойвектор𝑣 ∈ 𝑀 является
линейнойкомбинациейконечного числа векторовиз𝑍, т. е.𝑣 = 𝑥1𝑢1+…+𝑥𝑚𝑢𝑚 длянекоторых
𝑥𝑖 ∈ 𝐾, 𝑤𝑖 ∈ 𝐺 и𝑚 ∈ ℕ.

Множество𝐸 ⊂ 𝑀 называется базисом модуля𝑀, если каждый вектор 𝑣 ∈ 𝑀 единственным
образом линейно выражается через векторы из 𝐸, т. е. 𝑣 = ∑𝑒∈𝐸 𝑥𝑒𝑒, где все 𝑥𝑒 ∈ 𝐾 и только
конечное множество из них отлично от нуля, и равенство двух таких сумм∑𝑒∈𝐸 𝑥𝑒𝑒 = ∑𝑒∈𝐸 𝑦𝑒𝑒
с конечным числом ненулевых слагаемых равносильно равенству коэффициентов 𝑥𝑒 = 𝑦𝑒 при
каждом векторе 𝑒 ∈ 𝐸.

Модуль𝑀, обладающий базисом, называется свободным, и коэффициенты 𝑥𝑒 единственно-
го линейного выражения вектора 𝑣 через базисные векторы 𝑒 ∈ 𝐸 какого-либо базиса 𝐸 ⊂ 𝑀
называются координатами вектора 𝑣 в базисе 𝐸. Иначе можно сказать, что свободный модуль
с базисом 𝐸 представляет собою прямую сумму ⨁𝑒∈𝐸 𝐾𝑒 одинаковых копий 𝐾𝑒 = 𝐾 модуля 𝐾,
занумерованных элементами 𝑒 ∈ 𝐸.

Лемма 5.1

Множество векторов 𝐸 составляет базис𝐾-модуля𝑀 если и только если оно линейно независи-
мо и линейно порождает𝑀 над 𝐾.

Доказательство. Пусть множество векторов 𝐸 порождает 𝐾-модуль𝑀. Если существует линей-
ное соотношение 𝑥1𝑒1 + … + 𝑥𝑛𝑒𝑛 = 0, в котором 𝑒𝑖 ∈ 𝐸 и 𝑥1 ≠ 0, то оно у нулевого вектора
0 ∈ 𝑀 имеется два различных представления в линейной комбинации векторов из 𝐸: первое
даётся указанным соотношением, второе имеет вид 0 = 0 ⋅ 𝑒1. Наоборот, если множество 𝐸 ли-
нейно независимо и имеется равенство ∑𝑒∈𝐸 𝑥𝑒𝑒 = ∑𝑒∈𝐸 𝑦𝑒𝑒, в обоих частях которого имеется
лишь конечное число ненулевых коэффициентов, то перенося все ненулевые слагаемые в одну
часть, получаем конечное линейное соотношение ∑𝑒∈𝐸(𝑥𝑒 −𝑦𝑒) ⋅ 𝑒 = 0, возможное только если
все коэффициенты нулевые, т. е. только когда 𝑥𝑒 = 𝑦𝑒 при всех 𝑒. □

Предостережение 5.2. Если кольцо коэффициентов 𝐾 не является полем, то линейная зависи-
мость векторов, вообще говоря, не даёт возможности линейно выразить один из этих векторов
через другие. Поэтому понятие размерности в том виде, как оно определяется для векторных
пространств над полем, не переносится буквально на модули над произвольными коммутатив-
ными кольцами. Например, идеал 𝐼 ⊂ 𝐾 порождается как модуль над 𝐾 одним элементом если
и только если он главный, т. е. 𝐼 = (𝑑) для некоторого 𝑑 ∈ 𝐾. Такой идеал является свободным
𝐾-модулем с базисом 𝑑 если и только если 𝑑 не делит нуль в 𝐾. Если же идеал 𝐼 ⊂ 𝐾 не главный,
то его нельзя линейно породить менее, чем двумя элементами, а любой набор, содержащий по
меньшей мере два разных элемента кольца линейно зависим, так как 𝑎𝑏 − 𝑏𝑎 = 0 для любых
𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾. Поэтому в неглавном идеале заведомо нет базиса. Так, идеал (𝑥, 𝑦) ⊂ ℚ[𝑥, 𝑦], состо-
ящий из всех многочленов с нулевым свободным членом, как модуль над кольцом 𝐾 = ℚ[𝑥, 𝑦]
линейно порождается векторами 𝑤1 = 𝑥 и 𝑤2 = 𝑦, которые линейно зависимы над 𝐾, ибо
𝑦𝑤1 − 𝑥𝑤2 = 0, но ни один из них не выражается линейно через другой.

Пример 5.12 (задание модуля образующими и соотношениями)

Координатный модуль 𝐾𝑛 из прим. 5.2 на стр. 83 свободен, так как каждый вектор (𝑥1, … , 𝑥𝑛)
единственным образом представляется в виде линейной комбинации 𝑥1𝑒1 + … + 𝑥𝑛𝑒𝑛 стан-
дартных базисных векторов 𝑒𝑖 = (0, … , 0, 1, 0, … , 0), где единственная ненулевая координата
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равна 1 и стоит на 𝑖-том месте. Если некоторый𝐾-модуль𝑀 линейно порождается над𝐾 векто-
рами 𝑤1, … ,𝑤𝑚, то имеется 𝐾-линейный эпиморфизм

𝜋∶ 𝐾𝑚 ↠ 𝑀 , (𝑥1, … , 𝑥𝑚) ↦ 𝑥1𝑤1 + … + 𝑥𝑚𝑤𝑚 .

Его ядро 𝑅 = ker𝜋 называется модулем соотношений между образующими 𝑤𝑖, поскольку оно
состоит из всех тех строк (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝐾𝑚, что являются коэффициентами линейных соотно-
шений 𝑥1𝑤1 + … + 𝑥𝑚𝑤𝑚 = 0 между образующими 𝑤𝑖 в модуле 𝑀. Таким образом, каждый
конечно порождённый 𝐾-модуль𝑀 имеет вид𝑀 = 𝐾𝑚∕𝑅 для некоторого числа𝑚 ∈ ℕ и неко-
торого подмодуля 𝑅 ⊂ 𝐾𝑚.

5.1.6. Ранг свободного модуля. Модуль 𝐹 называется свободным модулем ранга 𝑟 если он
обладает базисом из 𝑟 векторов. Число 𝑟 обозначается rk𝐹 и не зависит от выбора базиса в силу
следующей теоремы.

Теорема 5.1

Все базисы свободного модуля 𝐹 над коммутативным кольцом 𝐾 с единицей равномощны.

Доказательство. Пусть множество векторов 𝐸 ⊂ 𝐹 является базисом в 𝐹, т. е. 𝐹 = ⨁𝑒∈𝐸 𝐾𝑒.
Рассмотрим произвольный максимальный идеал1 𝔪 ⊂ 𝐾. В прим. 5.11 на стр. 87 мы видели,
что фактормодуль 𝐹∕𝔪𝐹 является векторным пространством над полем 𝕜 = 𝐾∕𝔪 и изоморфен
⨁𝑒∈𝐸 𝕜 ⋅ [𝑒] в силу форм. (5-10) на стр. 88. Таким образом классы [𝑒] векторов 𝑒 ∈ 𝐸 составляют
базис векторного пространства 𝐹 ∕𝔪𝐹 над полем 𝕜 = 𝐾 ∕𝔪. Но из курса линейной алгебры
известно2, что все базисы векторного пространства имеют одинаковую мощность. □

5.2. Алгебры над коммутативными кольцами.Модуль 𝐴 над коммутативным кольцом 𝐾 на-
зывается 𝐾-алгеброй или алгеброй над 𝐾, если на нём задана операция умножения

𝐴 × 𝐴 → 𝐴 , (𝑎, 𝑏) ↦ 𝑎𝑏 ,

которая 𝐾-линейна по 𝑎 при фиксированном 𝑏 и 𝐾-линейна по 𝑏 при фиксированном3 𝑎, т. е.

(𝑥1𝑎1 + 𝑥2𝑎2) 𝑏 = 𝑥1𝑎1𝑏 + 𝑥2𝑎2𝑏 и 𝑎 (𝑦1𝑏1 + 𝑦2𝑏2) = 𝑦1𝑎𝑏1 + 𝑦2𝑎𝑏2

для всех 𝑎, 𝑏, 𝑎𝑖, 𝑏𝑗 ∈ 𝐴 и всех 𝑥𝑖, 𝑦𝑗 ∈ 𝐾. Поскольку для всех 𝑎 ∈ 𝐴 выполняются равенства

0 ⋅ 𝑎 = (0 + 0) 𝑎 = 0 ⋅ 𝑎 + 0 ⋅ 𝑎 и 𝑎 ⋅ 0 = 𝑎 (0 + 0)𝑎 = 𝑎 ⋅ 0 + 𝑎 ⋅ 0 ,

мы заключаем, что 0 ⋅ 𝑎 = 0 = 𝑎 ⋅ 0 для всех 𝑎 ∈ 𝐴 в любой 𝐾-алгебре 𝐴.
Алгебра 𝐴 называется ассоциативной, если (𝑎𝑏)𝑐 = 𝑎(𝑏𝑐) для всех 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴, и коммута-

тивной — если 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 для всех 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴. Алгебра 𝐴 называется алгеброй с единицей, если в
ней есть нейтральный элемент по отношению к умножению, т. е. такой 𝑒 ∈ 𝐴, что 𝑒𝑎 = 𝑎𝑒 = 𝑎
для всех 𝑎 ∈ 𝐴. Так как для любых элементов 𝑒′, 𝑒″ с этим свойством выполняются равенства
𝑒′ = 𝑒′ ⋅ 𝑒″ = 𝑒″, единица в алгебре единственна, если существует.

1См. прим. 4.3 на стр. 71.
2См. теор. 7.3 на стр. 93 лекции http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_07.pdf.
3Такие функции от двух аргументов называются билинейными.

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_07.pdf
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Отображение 𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 между 𝐾-алгебрами 𝐴 и 𝐵 называется гомоморфизмом 𝐾-алгебр,
если оно 𝐾-линейно и перестановочно с умножением, т. е. 𝜑(𝑎1𝑎2) = 𝜑(𝑎1)𝜑(𝑎2). Будучи го-
моморфизмами𝐾-модулей, гомоморфизмы𝐾-алгебр обладают всеми свойствами из n∘ 5.1.1 на
стр. 83 выше.

Примерами коммутативных ассоциативных𝐾-алгебр с единицами являются алгебра мно-
гочленов 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] и другие конечно порождённые коммутативные 𝐾-алгебры из прим. 4.5
на стр. 72. Основным модельным примером некоммутативной 𝐾-алгебры является

Пример 5.13 (алгебра 𝐾-линейных эндоморфизмов)

Модуль Hom𝐾(𝑀,𝑀) всех 𝐾-линейных отображений𝑀 → 𝑀 обозначается End𝑀 или End𝐾𝑀 и
называется алгеброй эндоморфизмов1 𝐾-модуля𝑀, поскольку композиция эндоморфизмов

End(𝑀) × End(𝑀) → End(𝑀) , (𝜑,𝜓) ↦ (𝜑 ∘ 𝜓∶ 𝑤 ↦ 𝜑(𝜓(𝑤))) ,

задаёт на End𝑀 структуру ассоциативной 𝐾-алгебры с единицей, в роли которой выступает
тождественный эндоморфизм Id𝑀 ∶ 𝑤 ↦ 𝑤.

Упражнение 5.15. Проверьте, что композиция отображений ассоциативна и линейно зависит
от каждого из двух компонуемых отображений.

5.2.1. Алгебра матриц Mat𝒏(𝑲). Рассмотрим свободный координатный модуль 𝑀 = 𝐾𝑛 с
базисом из векторов 𝑒1, … , 𝑒𝑛. Каждый 𝐾-линейный эндоморфизм 𝜑∶ 𝐾𝑛 → 𝐾𝑛 однозначно
задаётся набором из 𝑛 векторов 𝑤𝑖 = 𝜑(𝑒𝑖) — образами базисных векторов под действием эн-
доморфизма 𝜑. В самом деле, поскольку любой вектор𝑤 ∈ 𝐾𝑛 единственным образом записы-
вается в виде 𝑤 = 𝑥1𝑒1 + … + 𝑥𝑖𝑒𝑖, значение 𝜑 на нём вычисляется как

𝜑(𝑤) = 𝜑(𝑥1𝑒1 + … + 𝑥𝑛𝑒𝑛) = 𝑥1𝜑(𝑒1) + … + 𝑥𝑛𝜑(𝑤𝑛) = 𝑥1𝑤1 + … + 𝑥𝑛𝑤𝑛 ,

и наоборот, для любого набора векторов 𝑤1, … ,𝑤𝑛 ∈ 𝐾𝑛 отображение

𝜑𝑤1,…,𝑤𝑛
∶ 𝐾𝑛 → 𝐾𝑛 , 𝑥1𝑒1 + … + 𝑥𝑛𝑒𝑛 ↦ 𝑥1𝑤1 + … + 𝑥𝑛𝑤𝑛 ,

является 𝐾-линейным и переводит каждый базисный вектор 𝑒𝑖 в вектор 𝑤𝑖.
Упражнение 5.16. Убедитесь в этом.

Таким образом, мы получаем биекцию между 𝐾-линейными эндоморфизмами 𝐾𝑛 → 𝐾𝑛, т. е.
элементами𝐾-модуля End𝐾𝑛, и упорядоченныминаборами (𝑤1, … ,𝑤𝑛) из 𝑛 векторов𝑤𝑖 ∈ 𝐾𝑛,
т. е. элементами 𝐾-модуля 𝐾𝑛 × … × 𝐾𝑛 ≃ 𝐾𝑛2 .

Упражнение 5.17. Убедитесь в том, что эта биекция 𝐾-линейна, т. е. является изоморфизмом
𝐾-модулей.

Набор векторов𝑤𝑗 = 𝜑(𝑒𝑗) ∈ 𝐾𝑛, задающих эндоморфизм𝜑∶ 𝐾𝑛 → 𝐾𝑛, принято записывать в
виде квадратной матрицы2 𝛷 размера 𝑛×𝑛, помещая координаты 𝑗-го вектора𝑤𝑗 в 𝑗-й столбец
этой таблицы:

𝑤1,𝑤2, … ,𝑤𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝜑11
⋮
𝜑𝑛1

⎞
⎟
⎟
⎠

,
⎛
⎜
⎜
⎝

𝜑12
⋮
𝜑𝑛2

⎞
⎟
⎟
⎠

, … ,
⎛
⎜
⎜
⎝

𝜑1𝑛
⋮
𝜑𝑛𝑛

⎞
⎟
⎟
⎠

⇢ 𝛷 =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝜑11 𝜑12 … 𝜑1𝑛
⋮ ⋮ … ⋮
𝜑𝑛1 𝜑𝑛2 … 𝜑𝑛𝑛

⎞
⎟
⎟
⎠
.

1Терминологию, относящуюся к отображениям множеств, см. на стр. 6.
2См. прим. 5.3 на стр. 83.
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Матрица 𝛷 = (𝜑𝑖𝑗) в 𝑖-й строке и 𝑗-м столбце которой находится 𝑖-я координата вектора 𝜑(𝑒𝑗),
называется матрицей отображения 𝜑∶ 𝐾𝑛 → 𝐾𝑛 в базисе 𝑒1, … , 𝑒𝑛. Таким образом, сопостав-
ляя эндоморфизму 𝜑 его матрицу 𝛷, мы получаем изоморфизм 𝐾-модулей

End(𝐾𝑛) ⥲ Mat𝑛×𝑛(𝐾) , 𝜑 ↦ 𝛷 , (5-11)

где Mat𝑛(𝐾) ≝ Mat𝑛×𝑛(𝐾) — модуль 𝑛 × 𝑛 матриц1 с элементами из 𝐾. Изоморфизм (5-11) поз-
воляет перенести на 𝐾-модуль матриц ассоциативное умножение с единицей, которое имеется
в алгебре End(𝐾𝑛) из прим. 5.13 выше и задаётся композицией отображений. Возникающая та-
ким образом билинейная ассоциативная операция

Mat𝑛×𝑛(𝐾) × Mat𝑛×𝑛(𝐾) → Mat𝑛×𝑛(𝐾) , (𝛷,𝛹) ↦ 𝛷𝛹 ,

где 𝛷 и 𝛹 суть матрицы 𝐾-линейных отображений 𝜑,𝜓∶ 𝐾𝑛 → 𝐾𝑛, а 𝛷𝛹 — матрица их ком-
позиции 𝜑𝜓∶ 𝐾𝑛 → 𝐾𝑛, 𝑤 ↦ 𝜑(𝜓(𝑤)), называется произведением матриц. Элемент 𝑝𝑖𝑗 ∈ 𝐾
произведения 𝑃 = 𝛷𝛹 = (𝑝𝑖𝑗) является 𝑖-й координатой вектора

𝜑(𝜓(𝑒𝑗)) = 𝜑(𝜓1𝑗𝑒1 + … + 𝜓𝑛𝑗𝑒𝑛) = 𝜓1𝑗𝜑(𝑒1) + … + 𝜓𝑛𝑗𝜑(𝑒𝑛) ,

которая равна𝜓1𝑗𝜑𝑖1+…+𝜓𝑛𝑗𝜑𝑖𝑛. Мы заключаем, что произведение 𝐶 = 𝐴𝐵 матриц 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)
и 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) имеет в 𝑖-й строке и 𝑗-м столбце элемент

𝑐𝑖𝑗 = ∑
𝑘
𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗 = 𝑎𝑖1𝑏1𝑗 + 𝑎𝑖2𝑏2𝑗 + … + 𝑎𝑖𝑛𝑏𝑛𝑗 .

Единицей алгебры Mat𝑛×𝑛(𝐾) является матрица тождественного отображения Id∶ 𝐾𝑛 → 𝐾𝑛

𝐸 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 … 0
0 1 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 0
0 … 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∈ Mat𝑛×𝑛(𝐾) , (5-12)

(по диагонали стоят единицы, в остальных местах — нули). Как и композиция отображений,
умножение матриц не коммутативно. Например,

(
1 2
0 3) ⋅ (

3 0
4 5) = (

11 10
12 15)

(
3 0
4 5) ⋅ (

1 2
0 3) = (

3 6
4 23) .

Как модуль над𝐾 алгебраMat𝑛(𝐾) изоморфна координатному модулю𝐾𝑛2 и тем самым свобод-
на. Стандартный базис в Mat𝑛(𝐾) состоит из матриц 𝐸𝑖𝑗, единственным ненулевым элементом
которых является единица, стоящая в 𝑖-й строке и 𝑗-м столбце. Произвольная матрица 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)
линейно выражается через этот базис по формуле 𝐴 = ∑𝑖,𝑗 𝑎𝑖𝑗𝐸𝑖𝑗. Прообразами базисных мат-
риц 𝐸𝑖𝑗 при изоморфизме (5-11) являются 𝐾-линейные отображения 𝐸𝑖𝑗 ∶ 𝐾𝑛 → 𝐾𝑛, которые

1См. прим. 5.3 на стр. 83.
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мы обозначаем также, как и базисные матрицы, и которые действуют на базисные векторы 𝑒𝑘
координатного модуля 𝐾𝑛 по правилам

𝐸𝑖𝑗(𝑒𝑘) =
{
𝑒𝑖 при 𝑘 = 𝑗
0 при 𝑘 ≠ 𝑗.

Отсюда немедленно получается таблица умножения базисных матриц 𝐸𝑖𝑗:

𝐸𝑖𝑘𝐸𝓁𝑗 =
{
𝐸𝑖𝑗 при 𝑘 = 𝓁
0 при 𝑘 ≠ 𝓁,

(5-13)

которая ещё раз показывает, что умножение матриц не коммутативно: 𝐸12𝐸21 ≠ 𝐸21𝐸12.
Упражнение 5.18. Составьте таблицу коммутаторов [𝐸𝑖𝑘,𝐸𝓁𝑗] ≝ 𝐸𝑖𝑘𝐸𝓁𝑗 − 𝐸𝓁𝑗𝐸𝑖𝑘.

Пример 5.14

Вычислим 𝐴2023 для матрицы 𝐴 = (
1 1
0 1). Поскольку 𝐴 = 𝐸 + 𝐸12 и матрицы 𝐸 и 𝐸12 комму-

тируют, вычислить (𝐸 + 𝐸12)2023 можно по формуле для раскрытия бинома1, а так как 𝐸𝑛12 = 0
при 𝑛 > 1, на ответ влияют только первые два члена:

(
1 1
0 1)

2023
= (𝐸 + 𝐸12)2023 = 𝐸 + 2023𝐸12 = (

1 2023
0 1 ) .

Упражнение 5.19. Покажите, что (
1 1
0 1)

𝑛
= (

1 𝑛
0 1) при всех 𝑛 ∈ ℤ.

5.2.2. Обратимые элементы. Элемент 𝑎 алгебры 𝐴 с единицей 𝑒 ∈ 𝐴 называется обрати-
мым, если существует такой элемент 𝑎−1 ∈ 𝐴, что 𝑎𝑎−1 = 𝑎−1𝑎 = 𝑒. В ассоциативной алгебре 𝐴
это требование можно ослабить до существования таких 𝑎′, 𝑎″ ∈ 𝐴, что 𝑎′𝑎 = 𝑎𝑎″ = 𝑒. В са-
мом деле, тогда 𝑎′ = 𝑎′𝑒 = 𝑎′(𝑎𝑎″) = (𝑎′𝑎)𝑎″ = 𝑒𝑎″ = 𝑎″. Это вычисление заодно показывает,
что обратный к 𝑎 элемент 𝑎−1, если он существует, однозначно определяется по 𝑎 равенствами
𝑎𝑎−1 = 𝑎−1𝑎 = 𝑒.

Пример 5.15 (обратимые 2 × 2-матрицы)

Выясним, какие 2 × 2-матрицы

𝛷 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑)

обратимы в алгебреMat2×2(𝐾) из n∘ 5.2.1. Чтобы получить нули в правом верхнем и левом ниж-
нем углах произведения

(
𝛼 𝛽
𝛾 𝛿) (

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑) = (

∗ 0
0 ∗)

можно в качестве первого приближения к левой матрице взять матрицу со строками

(𝛼,𝛽) = (𝑑, −𝑏) и (𝛾, 𝛿) = (−𝑐, 𝑎) .
1См. формулу (0-8) на стр. 9.
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Тогда

(
𝑑 −𝑏

−𝑐 𝑑 ) (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑) = (

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 0
0 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) = (

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑) (

𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑑 ) .

Матрица

𝛷∨ ≝ (
𝑑 −𝑏

−𝑐 𝑎 )

называется присоединённой к матрице𝛷, а число det𝛷 ≝ 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ∈ 𝐾— определителем матри-
цы 𝛷. В этих обозначениях предыдущее равенство переписывается в виде

𝛷∨𝛷 = 𝛷𝛷∨ = det(𝛷) ⋅ 𝐸 .

Мы заключаем, что если det𝛷 обратим в 𝐾, то матрица 𝛷 обратима и 𝛷−1 = det(𝛷)−1𝛷∨.

Упражнение 5.20. Убедитесь, что (𝐴𝐵)∨ = 𝐵∨𝐴∨ для любых 𝐴,𝐵 ∈ Mat2×2(𝐾).
Из упражнения вытекает, что для всех 𝐴,𝐵 ∈ Mat2×2(𝐾)

det(𝐴𝐵) ⋅ 𝐸 = 𝐴𝐵(𝐴𝐵)∨ = 𝐴𝐵𝐵∨𝐴∨ = 𝐴 ⋅ det(𝐵) ⋅ 𝐸 ⋅ 𝐴∨ = det(𝐵) ⋅ 𝐴𝐴∨ = det(𝐴) ⋅ det(𝐵) ⋅ 𝐸 ,

откуда det(𝐴𝐵) = det(𝐴) ⋅ det(𝐵). Мы заключаем, что если матрица 𝛷 обратима, то

1 = det𝐸 = det(𝛷𝛷−1) = det(𝛷) ⋅ det(𝛷−1) ,

и тем самым det𝛷 обратим в 𝐾. Итак, 2× 2 матрица𝛷 обратима если и только если обратим её
определитель, и в этом случае 𝛷−1 = det(𝛷)−1𝛷∨.

Пример 5.16 (обращение унитреугольной матрицы)

Диагональ, идущая из левого верхнего угла квадратнойматрицы в правый нижний, называется
главной. Если все стоящие под (соотв. над) главной диагональю элементы нулевые, матрица
называется верхней (соотв. нижней) треугольной.

Упражнение 5.21. Проверьте, что верхние и нижние треугольные матрицы являются подал-
гебрами1 в Mat𝑛(𝐾).

Треугольные матрицы с единицами на главной диагонали называются унитреугольными. По-
кажем, что каждая верхняя унитреугольная матрица 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) обратима2 и обратная к ней
матрица 𝐵 = 𝐴−1 тоже верхняя унитреугольная с наддиагональными элементами

𝑏𝑖𝑗 =
𝑗−𝑖−1

∑
𝑠=0

(−1)𝑠+1
∑

𝑖<𝜈1<…<𝜈𝑠<𝑗
𝑎𝑖𝜈1𝑎𝜈1𝜈2𝑎𝜈2𝜈3 … 𝑎𝜈𝑠−1𝜈𝑠𝑎𝜈𝑠𝑗 =

= −𝑎𝑖𝑗 + ∑
𝑖<𝑘<𝑗

𝑎𝑖𝑘𝑎𝑘𝑗 − ∑
𝑖<𝑘<𝓁<𝑗

𝑎𝑖𝑘𝑎𝑘𝓁𝑎𝓁𝑗 + ∑
𝑖<𝑘<𝓁<𝑚<𝑗

𝑎𝑖𝑘𝑎𝑘𝓁𝑎𝓁𝑚𝑎𝑚𝑗 − … . (5-14)

Для этого запишем матрицу 𝐴 в виде линейной комбинации базисных матриц 𝐸𝑖𝑗:

𝐴 = 𝐸 + ∑
𝑖<𝑗

𝑎𝑖𝑗𝐸𝑖𝑗 = 𝐸 + 𝑁 ,

1Т. е. являются подмодулями, замкнутыми относительно умножения.
2Причём этот факт, как и приводимое здесь доказательство, остаётся в силе для матриц с элементами

в произвольном (даже некоммутативном) ассоциативном кольце с единицей.
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где матрица 𝑁 = ∑𝑖<𝑗 𝑎𝑖𝑗𝐸𝑖𝑗 представляет собою наддиагональную часть матрицы 𝐴. Согласно
форм. (5-13) на стр. 93 коэффициент при 𝐸𝑖𝑗 в матрице 𝑁𝑘 равен нулю при 𝑗 − 𝑖 < 𝑘, а при
𝑗 − 𝑖 ⩾ 𝑘 представляет собою сумму всевозможных произведений1

𝑎𝑖𝜈1𝑎𝜈1𝜈2… 𝑎𝜈𝑘−2𝜈𝑘−1
𝑎𝜈𝑘−1𝑗⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑘 сомножителей

, где 𝑖 < 𝜈1 < … < 𝜈𝑘−1 < 𝑗 .

В частности, он заведомо зануляется, когда 𝑘 превышает размер матрицы 𝐴. Полагая 𝑥 = 𝐸,
𝑦 = 𝑁 в равенстве2 (𝑥 + 𝑦)(𝑥𝑚−1 − 𝑥𝑚−2𝑦 + … + (−1)𝑚−1𝑦𝑚−1) = 𝑥𝑚 − 𝑦𝑚, при достаточно
большом𝑚 мы получим матричное равенство 𝐴(𝐸 − 𝑁 + 𝑁2 − 𝑁3 + …) = 𝐸, откуда

𝐴−1 = 𝐸 − 𝑁 + 𝑁2 − 𝑁3 + … ,

что и утверждалось.

5.3. Матричный формализм. Матрица из𝑚 строк и 𝑛 столбцов, заполненная элементами ка-
кого-нибудь𝐾-модуля 𝑅, называется𝑚×𝑛 матрицей с элементами из 𝑅. Множество всех таких
матриц обозначаетсяMat𝑚×𝑛(𝑅) и тоже является𝐾-модулем, изоморфным прямому произведе-
нию𝑚𝑛 копий модуля 𝑅.

5.3.1. Умножение матриц. Пусть элементы 𝐾-модулей 𝐿 и 𝑀 можно билинейно перемно-
жать со значениями в 𝐾-модуле 𝑁, т. е. задано такое отображение 𝐿 × 𝑀 → 𝑁, (𝑢,𝑤) → 𝑢𝑤, что
(𝑥1𝑢1 + 𝑥2𝑢2)(𝑦1𝑤1 + 𝑦2𝑤2) = 𝑥1𝑦1𝑢1𝑤1 + 𝑥1𝑦2𝑢1𝑤2 + 𝑥2𝑦1𝑢2𝑤1 + 𝑥2𝑦2𝑢2𝑤2 для всех 𝑢𝑖 ∈ 𝐿,
𝑤𝑗 ∈ 𝑀 и 𝑥𝑖, 𝑦𝑗 ∈ 𝐾. Тогда для всех𝑚, 𝑠, 𝑛 ∈ ℕ определено произведение матриц

Mat𝑚×𝑠(𝐿) × Mat𝑠×𝑛(𝑀) → Mat𝑚×𝑛(𝑁) , (𝐴,𝐵) ↦ 𝐴𝐵 .

Обратите внимание, что в этом произведенииширина левой матрицы𝐴 должна быть равна вы-
соте правой матрицы 𝐵, а само произведение имеет столько же строк, сколько левый сомножи-
тель, и столько же столбцов, сколько правый. При 𝑚 = 𝑛 = 1 результатом умножения строки
ширины 𝑠 на столбец высоты 𝑠 является матрица размера 1 × 1, т. е. один элемент, который
определяется так:

(𝑎1, … , 𝑎𝑠)
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑏1
⋮
𝑏𝑠

⎞
⎟
⎟
⎠

≝ 𝑎1𝑏1 + … + 𝑎𝑠𝑏𝑠 =
𝑠

∑
𝑘=1

𝑎𝑘𝑏𝑘 . (5-15)

Для произвольных 𝑚 и 𝑛 элемент 𝑐𝑖𝑗 матрицы 𝐶 = 𝐴𝐵 равен произведению 𝑖-й строки из 𝐴 на
𝑗-й столбец из 𝐵, посчитанному по формуле (5-15):

𝑐𝑖𝑗 = (𝑎𝑖1, … 𝑎𝑖𝑠) ⋅
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑏1𝑗
⋮
𝑏𝑠𝑗

⎞
⎟
⎟
⎠

=
𝑠

∑
𝑘=1

𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗 . (5-16)

1Продуктивно представлять себе 𝐸𝑖𝑗 как стрелку, ведущую из числа 𝑗 в число 𝑖 на числовой прямой.
Произведение 𝑘 сомножителей 𝐸𝑖𝑗 отлично от нуля если и только если конец каждой стрелки совпадает
с началом предыдущей, и в этом случае такое произведение равно сумме всех перемножаемых стрелок,
рассматриваемых как целочисленные векторы на числовой прямой. Таким образом, каждое ненулевое
произведение 𝑘 стрелок имеет длину как минимум 𝑘, а разложения элемента𝐸𝑖𝑗 в произведение 𝑘 таких
элементов находятся в биекции со всевозможными способами пройти из 𝑗 в 𝑖 за 𝑘 шагов.

2Поскольку матрицы 𝐸 и 𝑁 коммутируют друг с другом, в результате этой подстановки мы получим
верное матричное равенство.
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Иначе можно сказать, что в 𝑗-том столбце матрицы 𝐴𝐵 стоит линейная комбинация 𝑠 столбцов
матрицы 𝐴 с коэффициентами из 𝑗-го столбца матрицы 𝐵. Это описание получается, если под-
ставить в формулу (5-15) в качестве элементов 𝑏𝑖 числа из 𝑗-го столбца матрицы 𝐵, а в качестве
элементов 𝑎𝑗 — столбцы матрицы 𝐴, интерпретируемые как элементы 𝐾-модуля 𝐿𝑚, записан-
ные в виде координатных столбцов.

Упражнение 5.22. Удостоверьтесь, что это описание согласуется с формулой (5-16).

Например, для того, чтобы превратить матрицу

𝐴 = (
𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23) (5-17)

в матрицу из четырёх столбцов, равных, соответственно, сумме 1-го столбца матрицы 𝐴 со 2-м,
умноженным на 𝜆, сумме 1-го и 3-го столбцов матрицы 𝐴, сумме 3-го столбца матрицы 𝐴 со
2-м, умноженнымна 𝜇, и сумме всех трёх столбцов матрицы𝐴, умноженных на их номера, надо
умножить матрицу 𝐴 справа на матрицу

⎛
⎜
⎜
⎝

1 1 0 1
𝜆 0 𝜇 2
0 1 1 3

⎞
⎟
⎟
⎠

Упражнение 5.23. Проверьте это прямым вычислением по формуле (5-16).

Симметричным образом, если в формуле (5-15) взять в в качестве элементов 𝑎𝑗 те, что стоят в
𝑖-й строке матрицы 𝐴, а в качестве 𝑏𝑖 — строки матрицы 𝐵, интерпретируемые как элементы
𝐾-модуля 𝑀𝑛, записанные в виде координатных строк, то можно сказать, что 𝑖-й строкой мат-
рицы 𝐴𝐵 является линейная комбинация строк матрицы 𝐵 с коэффициентами, стоящими в 𝑖-й
строке матрицы 𝐴. Например, если в той же матрице (5-17) хочется поставить вторую строку
на место первой, а вместо второй написать её сумму с первой строкой, умноженной на 𝜆, то это
достигается умножением слева на матрицу

(
0 1
𝜆 1)

Упражнение 5.24. Проверьте это прямым вычислением по формуле (5-16).

Предыдущие два описания произведения𝐴𝐵 получаются друг из друга одновременной переста-
новкой букв 𝐴,𝐵 и заменой слов «столбец» и «строка» друг на друга. Матрица 𝐶𝑡 = (𝑐𝑡𝑖𝑗) размера
𝑛 × 𝑚, по строкам которой записаны столбцы 𝑚 × 𝑛 матрицы 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗), называется транспо-
нированной к матрице 𝐶. Её элементы 𝑐𝑡𝑖𝑗 = 𝑐𝑗𝑖 получаются отражением элементов матрицы 𝐶
относительно биссектрисы левого верхнего угла матрицы.

Предложение 5.4

Для матриц с элементами из коммутативного кольца выполняется равенство (𝐴𝐵)𝑡 = 𝐵𝑡𝐴𝑡,
т. е. транспонирование обращает порядок сомножителей в произведениях матриц, элементы
которых коммутируют друг с другом.

Доказательство. Пусть 𝐴𝐵 = 𝐶, 𝐵𝑡𝐴𝑡 = 𝐷, тогда 𝑐𝑖𝑗 = ∑
𝑘
𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗 = ∑

𝑘
𝑎𝑡𝑘𝑖𝑏𝑡𝑗𝑘 = ∑

𝑘
𝑏𝑡𝑗𝑘𝑎𝑡𝑘𝑖 = 𝑑𝑗𝑖. □
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Упражнение 5.25. Убедитесь, что если операция умножения 𝐿 × 𝑀 → 𝑁 билинейна, то произ-
ведение матриц Mat𝑚×𝑠(𝐿) × Mat𝑠×𝑛(𝑀) → Mat𝑚×𝑛(𝑁) тоже билинейно, т. е.

(𝑥1𝐴1 + 𝑥2𝐴2)𝐵 = 𝑥1𝐴1𝐵 + 𝑥2𝐴2𝐵 и 𝐴(𝑦1𝐵1 + 𝑦2𝐵2) = 𝑦1𝐴𝐵1 + 𝑦2𝐴𝐵2

для всех 𝐴,𝐴1,𝐴2 ∈ Mat𝑚×𝑠(𝐿), 𝐵,𝐵1,𝐵2 ∈ Mat𝑚×𝑠(𝑀) и 𝑥𝑖, 𝑦𝑗 ∈ 𝐾.

Предложение 5.5

Если на 𝐾-модулях 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3, 𝐿12, 𝐿23, 𝐿123 заданы билинейные ассоциативные1 умножения

𝐿1 × 𝐿2 → 𝐿12 , 𝐿12 × 𝐿3 → 𝐿123 , 𝐿2 × 𝐿3 → 𝐿23 , 𝐿1 × 𝐿23 → 𝐿123 ,

то при всех𝑚, 𝑘, 𝓁, 𝑛 ∈ ℕ умножения матриц

Mat𝑚×𝑘(𝐿1) × Mat𝑘×𝓁(𝐿2) → Mat𝑚×𝓁(𝐿12) , Mat𝑚×𝓁(𝐿12) × Mat𝓁×𝑛(𝐿3) → Mat𝑚×𝑛(𝐿123) ,
Mat𝑘×𝓁(𝐿2) × Mat𝓁×𝑛(𝐿3) → Mat𝑘×𝑛(𝐿23) , Mat𝑚×𝑘(𝐿1) × Mat𝑘×𝑛(𝐿23) → Mat𝑚×𝑛(𝐿123) .

тоже ассоциативны, т. е. (𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶) когда эти произведения определены.

Доказательство. Пусть𝐴𝐵 = 𝑃,𝐵𝐶 = 𝑄. Проверим, что (𝑖, 𝑗)-е элементыматриц𝑃𝐶 и𝐴𝑄 равны:

∑
𝑘
𝑝𝑖𝑘𝑐𝑘𝑗 = ∑

𝑘
(∑

𝓁
𝑎𝑖𝓁𝑏𝓁𝑘)𝑐𝑘𝑗 = ∑

𝑘𝓁
(𝑎𝑖𝓁𝑏𝓁𝑘)𝑐𝑘𝑗 =

= ∑
𝑘𝓁

𝑎𝑖𝓁(𝑏𝓁𝑘𝑐𝑘𝑗) = ∑
𝓁
𝑎𝑖𝓁(∑

𝑘
𝑏𝓁𝑘𝑐𝑘𝑗) = ∑

𝓁
𝑎𝑖𝓁𝑞𝓁𝑗 .

Обратите внимание, что 2-е и 4-е равенства используют билинейность умножений. □
5.3.2. Матрицы перехода. Пусть в 𝐾-модуле𝑀 заданы два набора векторов:

𝒖 = (𝑢1, … , 𝑢𝑛) и 𝒘 = (𝑤1, … ,𝑤𝑚) ,

причём первый из них содержится в линейной оболочке второго, т. е. каждый вектор 𝑢𝑗 имеет
вид 𝑢𝑗 = 𝑤1𝑐1𝑗 +𝑤2𝑐2𝑗 + … +𝑤𝑚𝑐𝑚𝑗, где 𝑐𝑖𝑗 ∈ 𝐾. Эти 𝑛 равенств собираются в одну матричную
формулу 𝒖 = 𝒘𝐶𝒘𝒖, где 𝒖 = (𝑢1, … , 𝑢𝑛) и 𝒘 = (𝑤1, … ,𝑤𝑚) суть матрицы-строки с элемен-
тами из 𝑀, а матрица 𝐶𝒘𝒖 = (𝑐𝑖𝑗) получается подстановкой в матрицу 𝒖 вместо каждого из
векторов 𝑢𝑗 столбца коэффициентов его линейного выражения через векторы𝑤𝑖. Матрица 𝐶𝒘𝒖
называетсяматрицей перехода от векторов𝒖 к векторам𝒘. Название объясняется тем, что если
имеется набор векторов𝒗 = (𝑣1, … , 𝑣𝑘), линейно выражающихся через векторы𝒖поформулам
𝒗 = 𝒖𝐶𝒖𝒗, то выражение векторов 𝒗 через векторы𝒘 задаётся матрицей

𝐶𝒘𝒗 = 𝐶𝒘𝒖𝐶𝒖𝒗 , (5-18)

которая возникает при подстановке 𝒖 = 𝒘𝐶𝒘𝒖 в разложение 𝒗 = 𝒖𝐶𝒖𝒗. В частности, если век-
тор 𝑣 ∈ span(𝑢1, … , 𝑢𝑛) ⊂ span(𝑤1, … ,𝑤𝑛) линейно выражается через векторы 𝒖 по формуле
𝑣 = 𝑢1𝑥1 + … + 𝑢𝑛𝑥𝑛 = 𝒖𝒙, где 𝒙 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑡 ∈ 𝐾𝑛 — столбец коэффициентов, то этот

1Т. е. (𝑎𝑏)𝑐 = 𝑎(𝑏𝑐) всякий раз, когда произведения определены.
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же вектор выражается через векторы 𝒘 по формуле 𝑣 = 𝑤1𝑦1 + … + 𝑤𝑚𝑦𝑚 = 𝒘𝒚 со столбцом
коэффициентов 𝒚 = (𝑦1, … , 𝑦𝑚)𝑡 ∈ 𝐾𝑚, который связан со столбцом 𝒙 соотношением

𝒚 = 𝐶𝒘𝒖𝒙 .

Отметим, что когда набор векторов𝒘 = (𝑤1, … ,𝑤𝑚) линейно зависим, у каждого вектора 𝑣 из
их линейной оболочки имеется много разных линейных выражений через векторы 𝑤𝑗. Поэто-
му обозначение 𝐶𝒘𝒗 в этой ситуации не корректно в том смысле, что элементы матрицы 𝐶𝒘𝒗
определяются наборами векторов𝒘 и 𝒗 не однозначно. Тем не менее, равенство (5-18) вполне
осмысленно и означает, что имея какие-нибудь линейные выражения 𝐶𝒘𝒖 и 𝐶𝒖𝒗 векторов 𝒖 че-
рез𝒘 и векторов 𝒗 через 𝒖, мы можем явно предъявить одно из линейных выражений 𝐶𝒘𝒗 век-
торов 𝒗 через векторы𝒘, перемножив матрицы 𝐶𝒘𝒖 и 𝐶𝒖𝒗.

Если же набор векторов 𝒆 = (𝑒1, … , 𝑒𝑛) является базисом своей линейной оболочки, то
матрица перехода 𝐶𝒆𝒘, выражающая произвольный набор векторов 𝒘 = (𝑤1, … ,𝑤𝑚) через 𝒆
однозначно определяется наборами 𝒆 и𝒘, т. е. 𝒖 = 𝒘 если и только если 𝐶𝒆𝒖 = 𝐶𝒆𝒘. Отсюда по-
лучается следующийкритерий обратимостиматрицы с элементамииз коммутативного кольца.

Предложение 5.6

Следующие условия на квадратную матрицу 𝐶 ∈ Mat𝑛(𝐾) эквивалентны:

1) матрица 𝐶 обратима в Mat𝑛(𝐾)

2) столбцы матрицы 𝐶 образуют базис свободного модуля 𝐾𝑛

3) строки матрицы 𝐶 образуют базис свободного модуля 𝐾𝑛.

Доказательство. Последние два свойства равносильны, так как по предл. 5.4 на стр. 96 равен-
ства 𝐵𝐶 = 𝐶𝐵 = 𝐸 при транспонировании превращаются в равенства 𝐶𝑡𝐵𝑡 = 𝐵𝑡𝐶𝑡 = 𝐸, и
тем самым обратимость матрицы 𝐶 влечёт обратимость транспонированной матрицы 𝐶𝑡 и на-
оборот. Чтобы доказать равносильность первых двух условий, обозначим через 𝒖 = (𝑢1, … , 𝑢𝑛)
набор столбцовматрицы𝐶, рассматриваемых как векторыкоординатногомодуля𝐾𝑛. Тогда𝐶 =
= 𝐶𝒆𝒖 является матрицей перехода от векторов 𝒖 к стандартному базису 𝒆 = (𝑒1, … , 𝑒𝑛) моду-
ля 𝐾𝑛. Если векторы 𝒖 образуют базис в 𝐾𝑛, то векторы 𝒆 линейно через них выражаются: 𝒆 =
= 𝒖𝐶𝒖𝒆, где𝐶𝒖𝒆 ∈ Mat𝑛(𝐾). Изформулы (5-18) вытекают равенства𝐶𝒆𝒆 = 𝐶𝒆𝒖𝐶𝒖𝒆 и𝐶𝒖𝒖 = 𝐶𝒖𝒆𝐶𝒆𝒖.
Так как оба набора векторов являются базисами, 𝐶𝒆𝒆 = 𝐶𝒖𝒖 = 𝐸. Поэтому матрицы 𝐶𝒖𝒆 и 𝐶𝒆𝒖
обратны друг другу. Наоборот, если матрица 𝐶𝒆𝒖 обратима, то умножая обе части равенства
𝒖 = 𝒆𝐶𝒆𝒖 справа на 𝐶−1

𝒆𝒖 , получаем линейное выражение 𝒆 = 𝒖𝐶−1
𝒆𝒖 векторов 𝒆 через векторы 𝒖.

Поэтому последние линейно порождаютмодуль𝐾𝑛. Пусть столбец 𝒙 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑡 ∈ 𝐾𝑛 таков,
что 𝒖𝒙 = 0. Поскольку векторы 𝒆 составляют базис в 𝐾𝑛 и 𝒆 𝐶𝒆𝒖𝒙 = 𝒖𝒙 = 0, столбец 𝐶𝒆𝒖𝒙 ∈ 𝐾𝑛

является нулевым. Умножая его слева на 𝐶−1
𝒆𝒖 , заключаем, что и столбец 𝒙 нулевой, т. е. векто-

ры 𝒖 линейно независимы. □

Пример 5.17 (теорема об элементарных симметрических функциях)

Многочлен 𝑓 ∈ ℤ[𝑥1, … , 𝑥𝑛] называется симметрическим, если он не меняется при перестанов-
ках переменных, т. е. когда 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥𝑔(1), … , 𝑥𝑔(𝑛)) для всех биекций

𝑔∶ {1, … , 𝑛} ⥲ {1, … , 𝑛} .
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Иначе говоря, многочлен 𝑓 симметрический если и только если вместе с каждым входящим в 𝑓
мономом 𝑥𝑚1

1 … 𝑥𝑚𝑛𝑛 с тем же самым коэффициентом в 𝑓 входят и все мономы 𝑥𝑚𝑔(1)
1 … 𝑥𝑚𝑔(𝑛)

𝑛 , ко-
торые получаются из него перестановками степеней. Так как среди них есть ровно один моном
𝑥𝜆11 … 𝑥𝜆𝑛𝑛 с невозрастающими показателями 𝜆1 ⩾ … ⩾ 𝜆𝑛, мы заключаем, что однородные сим-
метрические многочлены степени 𝑑 образуют свободный ℤ-модуль с базисом из многочленов

𝑚𝜆 = (сумма всех различных мономов вида 𝑥𝜆𝑔(1)
1 … 𝑥𝜆𝑔(𝑛)

𝑛 ) , (5-19)

где 𝜆 = (𝜆1, … , 𝜆𝑛) пробегает диаграммыЮнга1 из 𝑑 клеток и 𝑛 строк, часть из которых может
быть нулевой длины. Многочлен (5-19) называется мономиальным симметрическим.

Упражнение 5.26. Сколько слагаемых в правой части (5-19)?

Симметрические многочлены 𝑒0 = 1 и 𝑒𝑘(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = ∑𝑖1<…<𝑖𝑘𝑥𝑖1 … 𝑥𝑖𝑘 , равный сумме всех
произведений из 𝑘 различных переменных, где 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛, называются элементарными. Они
появляются в формулах Виета: если 𝛼1, … ,𝛼𝑛 — корни приведённого многочлена

𝑡𝑛 + 𝑎1𝑡𝑛−1 + … + 𝑎𝑛 =
𝑛

∏
𝑖=1

(𝑥 − 𝛼𝑖) , (5-20)

то 𝑎𝑖 = (−1)𝑖𝑒𝑖(𝛼1, … ,𝛼𝑛).
Упражнение 5.27. Убедитесь в этом.

Для каждой диаграммыЮнга 𝜇 = (𝜇1, … , 𝜇𝑛)положим 𝑒𝜇 ≝ 𝑒𝜇1 … 𝑒𝜇𝑛 . Это лишь другое обозна-

чение для монома 𝑒𝑚1
1 … 𝑒𝑚𝑛𝑛 , каждый показатель𝑚𝑖 в котором равен количеству строк длины 𝑖

в диаграмме 𝜇.
Упражнение 5.28. Убедитесь, что диаграмма Юнга 𝜇 и набор (𝑚1, … ,𝑚𝑛) ∈ ℤ𝑛⩾0 взаимно од-

нозначно определяют друг друга из равенства 𝑒𝜇1 … 𝑒𝜇𝑛 = 𝑒𝑚1
1 … 𝑒𝑚𝑛𝑛 .

Многочлен 𝑒𝜇 однороден степени 𝑚1 + 2𝑚2 + … + 𝑛𝑚𝑛, а его лексикографически старший
по переменным 𝑥1, … , 𝑥𝑛 мономом является произведением старших мономов 𝑥1 … 𝑥𝜇1 из 𝑒𝜇1 ,
𝑥1 … 𝑥𝜇2 из 𝑒𝜇2 и т. д. вплоть до 𝑥1 … 𝑥𝜇𝑛 из 𝑒𝜇𝑛 . Это произведение является результатом пере-
множения переменных 𝑥𝑖, вписанных в клетки диаграммыЮнга 𝜇 так, что номер переменной

совпадает с номером столбца, в котором она стоит, и равно 𝑥𝜇
𝑡
1

1 … 𝑥𝜇
𝑡
𝑛𝑛 , где 𝜇𝑡 = (𝜇𝑡1, … , 𝜇𝑡𝑛) —

транспонированная к 𝜇 диаграммаЮнга2. Таким образом, разложение многочлена 𝑒𝜇 по бази-
су (5-19) имеет вид:

𝑒𝜇 = 𝑚𝜇𝑡 + (лексикографически младшие члены). (5-21)

Если линейно упорядочить все диаграммы 𝜆 из 𝑑 клеток и не более, чем 𝑛 строк по лексико-
графическому возрастанию наборов чисел (𝜆1, … , 𝜆𝑛), а все диаграммы 𝜇 из 𝑑 клеток и не бо-
лее, чем𝑛 столбцов—полексикографическому возрастаниюнаборов чисел (𝜇𝑡1, … , 𝜇𝑡𝑛), равных
длинам строк транспонированных диаграмм 𝜇𝑡, то согласно формуле (5-21) матрица перехо-
да от многочленов 𝑒𝜇 к многочленам 𝑚𝜇 окажется верхней унитреугольной. В прим. 5.16 на
стр. 94 мы видели, что такая матрица обратима в алгебре целочисленных матриц. Тем самым,
по предл. 5.6 многочлены 𝑒𝜇 = 𝑒𝑚1

1 … 𝑒𝑚𝑛𝑛 , где 𝑚1 + 2𝑚2 + … + 𝑛𝑚𝑛 = 𝑑, тоже составляют

1См. прим. 0.3 на стр. 9.
2Её строками являются столбцы диаграммы 𝜇 также, как при транспонировании матриц.
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базис модуля однородных симметрических многочленов степени 𝑑 над ℤ. Это означает, что лю-
бой симметрический многочлен единственным образом представляется в виде многочлена от
элементарных симметрическихмногочленов 𝑒1, … , 𝑒𝑛. Иначе говоря, алгебра симметрических
многочленов совпадает с алгеброй многочленов ℤ[𝑒1, … , 𝑒𝑛].

Пример 5.18 (дискриминант)

Дискриминантом приведённого многочлена 𝑓(𝑥) = 𝑡𝑛 + 𝑎1𝑡𝑛−1 + … + 𝑎𝑛 = ∏𝑛
𝑖=1(𝑥 − 𝛼𝑖)

называется произведение 𝛥𝑓 = ∏𝑖<𝑗(𝛼𝑖 − 𝛼𝑗)2 квадратов разностей его корней, вычисленное
в любом кольце, над которым 𝑓 полностью раскладывается на линейные множители. Будучи
симметрическим многочленом от корней, 𝛥𝑓 является многочленом от 𝑒𝑖(𝛼1, … ,𝛼𝑛) = (−1)𝑖𝑎𝑖,
т. е. многочленом от коэффициентов уравнения. При этом 𝛥𝑓 = 0 если и только если 𝑓 не сепа-
рабелен. Так, дискриминант квадратного трёхчлена 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞 = (𝑥−𝛼1)(𝑥−𝛼2) равен
(𝛼1 −𝑎2)2 = (𝛼1 +𝛼2)2 −4𝛼1𝛼2 = 𝑝2 −4𝑞. Он зануляется если и только если 𝑓 является полным
квадратом линейного двучлена, и если 𝛥𝑓 = 𝛿2 сам является квадратом, то корни 𝑓 находятся
из равенств 𝛼1 + 𝛼2 = −𝑝, 𝛼1 − 𝛼2 = ±𝛿.

Упражнение 5.29. Вычислите дискриминант кубического трёхчлена 𝑥3 + 𝑝𝑥 + 𝑞.
5.3.3. Матрицы линейных отображений. Пусть 𝐾-модули 𝑁 и 𝑀 линейно порождаются

наборами векторов 𝒖 = (𝑢1, … , 𝑢𝑛) и 𝒘 = (𝑤1, … ,𝑤𝑚) соответственно. Всякое 𝐾-линейное
отображение 𝐹∶ 𝑁 → 𝑀 однозначно задаётся набором 𝐹(𝒖) ≝ (𝐹(𝑢1), … ,𝐹(𝑢𝑛)) своих значе-
ний на порождающих векторах и действует на произвольный вектор 𝑣 = 𝒖𝒙, где 𝒙 ∈ 𝐾𝑛 —
столбец коэффициентов линейного выражения вектора 𝑣 через образующие 𝒖, по правилу

𝐹(𝒖𝒙) = 𝐹(
𝑛

∑
𝑖=1

𝑢𝑖𝑥𝑖) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝐹(𝑢𝑖) 𝑥𝑖 = 𝐹(𝒖)𝒙 . (5-22)

Матрица перехода от набора векторов 𝐹(𝒖) к образующим𝒘 модуля𝑀 обозначается

𝐹𝒘𝒖 = 𝐶𝒘𝐹(𝒖) ∈ Mat𝑚×𝑛(𝐾)

иназываетсяматрицей отображения1 𝐹 в образующих𝒘и𝒖. Её 𝑗-й столбец состоит из коэффи-
циентов линейного выражения вектора 𝐹(𝑢𝑗) через векторы𝒘. Согласно (5-22) произвольный
вектор𝑣 = 𝒖𝒙 ∈ 𝑁, выражающийсячерез образующие𝒖 со столбцомкоэффициентов𝒙, перево-
дится отображением 𝐹 в вектор 𝐹(𝑣) = 𝒘𝐹𝒘𝒖𝒙 ∈ 𝑀, который выражается через образующие 𝒘
со столбцом коэффициентов 𝐹𝒘𝒖𝒙.

Вычисление (5-22) также показывает, что для любого набора векторов 𝒗 = (𝑣1, … , 𝑣𝑘) в 𝑁,
любой матрицы 𝐴 ∈ Mat𝓁×𝑘(𝐾) и любого 𝐾-линейного отображения 𝐹∶ 𝑁 → 𝑀 выполняется
равенство 𝐹(𝒗𝐴) = 𝐹(𝒗)𝐴.

Если 𝐾-модуль 𝐿 порождается векторами 𝒗 = (𝑣1, … , 𝑣𝓁) и 𝐾-линейные отображения

𝐹∶ 𝑁 → 𝐿 и 𝐺 ∶ 𝐿 → 𝑀

имеют матрицы 𝐹𝒗𝒖 и 𝐺𝒘𝒗, соответственно, в образующих 𝒗, 𝒖 и в образующих 𝒘, 𝒗, то компо-
зиция 𝐻 = 𝐺𝐹∶ 𝑁 → 𝑀 имеет в образующих𝒘, 𝒖 матрицу 𝐻𝒘𝒖 = 𝐺𝒘𝒗𝐹𝒗𝒖, поскольку

𝐻(𝒖) = 𝐺(𝐹(𝒖)) = 𝐺(𝒗𝐹𝒗𝒖) = 𝐺(𝒗)𝐹𝒗𝒖 = 𝒘𝐺𝒘𝒗𝐹𝒗𝒖 .
1Ср. с n∘ 5.2.1 на стр. 91.
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Предостережение 5.3. (некорректность обозначения 𝐹𝒘𝒖) Если образующие 𝒘 линейно зави-
симы, то как и в n∘ 5.3.2, матрица 𝐹𝒘𝒖 линейного отображения 𝐹 определяется образующими𝒘
и 𝒖 не однозначно, поскольку набор векторов 𝐹(𝒖) имеет много разных линейных выражений
через векторы 𝒘. Предыдущие формулы означают при этом, что если задано какое-то выраже-
ние 𝑣 = 𝒖𝒙 вектора 𝑣 через образующие 𝒖, то столбец коэффициентов 𝒚 = 𝐹𝒘𝒖𝒙 даёт одно из
возможных линейных выражений 𝐹(𝑣) = 𝒘𝒚 вектора 𝐹(𝑣) через образующие𝒘 и что получить
одну из возможных матриц для композиции отображений можно перемножив какие-нибудь из
матриц этих отображений в том же порядке, в каком берётся композиция.

Предостережение 5.4. (не все матрицы являются матрицами гомоморфизмов) Если образую-
щие 𝒖 линейно зависимы, то матрица 𝐹𝒘𝒖 не может быть произвольной: для любого линейного
соотношения 𝒖𝒙 = 0 между векторами 𝒖 в 𝑁 в модуле𝑀 должно выполняться соотношение

0 = 𝐹(0) = 𝐹(𝒖𝒙) = 𝒘𝐹𝒘𝒖𝒙 ,

т. е. отображение𝒙 ↦ 𝐹𝒘𝒖𝒙 должно переводить коэффициенты любого линейного соотношения
между образующими 𝒖 в коэффициенты линейного соотношения между образующими 𝒘. На-
оборот, если матрица 𝐹𝒘𝒖 обладает этим свойством, то правило 𝒖𝒙 ↦ 𝒘𝐹𝒘𝒖𝒙 корректно задаёт
𝐾-линейное отображение𝑁 → 𝑀, поскольку равенство 𝒖𝒙𝟏 = 𝒖𝒙𝟐 означает, что 𝒖(𝒙𝟏 − 𝒙𝟐) = 0,
откуда𝒘𝐹𝒘𝒖(𝒙𝟏 − 𝒙𝟐) = 0, и значит,𝒘𝐹𝒘𝒖𝒙𝟏 = 𝒘𝐹𝒘𝒖𝒙𝟐. Мы получаем

Предложение 5.7

Если модули 𝑁 = 𝐾𝑛 ∕𝑅𝑁 и 𝑀 = 𝐾𝑚 ∕𝑅𝑀 заданы при помощи образующих и соотношений,
как в прим. 5.12 на стр. 89, то матрица 𝐴 ∈ Mat𝑚×𝑛(𝐾) тогда и только тогда является матрицей
некоторого линейного отображения 𝐹∶ 𝑁 → 𝑀, когда для любого столбца 𝑥 ∈ 𝑅𝑁 столбец
𝐴𝑥 ∈ 𝑅𝑀. Две такие матрицы 𝐴 и 𝐵 задают одинаковые отображения𝑁 → 𝑀 если и только если
(𝐴 − 𝐵)𝑥 ∈ 𝑅𝑀 для всех 𝑥 ∈ 𝐾𝑛. □

Пример 5.19 (гомоморфизмы между аддитивными группами вычетов)

Как мы уже отмечали в прим. 5.4 на стр. 83, любые две абелевы группы 𝐴 и 𝐵 могут рассматри-
ваться как модули над кольцом ℤ.

Упражнение 5.30. Убедитесь, что отображение 𝐴 → 𝐵 является гомоморфизмом абелевых
групп1 если и только если оно ℤ-линейно.

В аддитивной группе вычетов ℤ∕(𝑚), рассматриваемой как ℤ-модуль, результатом умножения
класса [𝑘]𝑚 ∈ ℤ∕(𝑚) на число 𝑧 ∈ ℤ является класс [𝑧𝑘]𝑚. Поэтому класс [1]𝑚 порождает ℤ∕(𝑚)
надℤи отображениефакторизацииℤ ↠ ℤ∕(𝑚), 𝑧 ↦ [𝑧]𝑚, является сюрьективным гомоморфиз-
мом ℤ-модулей. Таким образом, ℤ∕(𝑚) является фактором свободного модуля ℤ по подмодулю
соотношений 𝑅 = (𝑚) ⊂ ℤ, который тоже свободен с базисом𝑚. По предл. 5.7 каждое ℤ-линей-
ное отображение ℤ∕(𝑛) → ℤ∕(𝑚) получается из некоторого ℤ-линейного отображения ℤ → ℤ,
отправляющего 𝑛 в подмодуль (𝑚) ⊂ ℤ. Но Endℤ(ℤ) ≃ Mat1(ℤ) ≃ ℤ, и числу 𝑎 ∈ ℤ отвеча-
ет при этом отождествлении эндоморфизм умножения на 𝑎∶ 𝑧 ↦ 𝑎𝑧. Так как 𝑎𝑛 ∈ (𝑚) если
и только если 𝑎𝑛 является общим кратным 𝑚 и 𝑛, мы заключаем, что 𝑎 = 𝑘 нок(𝑚, 𝑛)∕𝑛, где
𝑘 ∈ ℤ — любое. Два таких числа 𝑎1 = 𝑘1 нок(𝑚, 𝑛)∕𝑛 и 𝑎2 = 𝑘2 нок(𝑚, 𝑛)∕𝑛 задают одина-
ковые гомоморфизмы ℤ∕(𝑛) → ℤ∕(𝑚) если и только если они одинаково действуют на обра-
зующую [1]𝑛, т. е. тогда и только тогда, когда [𝑎1]𝑚 = [𝑎2]𝑚. Поскольку (𝑘1 − 𝑘2) нок(𝑚, 𝑛)∕𝑛

1См. n∘ 1.5 на стр. 31.
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делится на𝑚 если и только если 𝑘1 − 𝑘2 делится на𝑚𝑛∕нок(𝑚, 𝑛) = нод(𝑚, 𝑛), мы заключаем,
что Homℤ(ℤ∕(𝑛),ℤ∕(𝑚)) ≃ ℤ∕(нод(𝑚, 𝑛)). При этом изоморфизме классу [𝑘] ∈ ℤ∕(нод(𝑚, 𝑛))
отвечает гомоморфизм ℤ∕(𝑛) → ℤ∕(𝑚), [𝑧]𝑛 ↦ [𝑘𝑧 нок(𝑛,𝑚)∕𝑛]𝑚. В частности, для всех 𝑛,𝑚

Homℤ(ℤ∕(𝑛),ℤ∕(𝑚)) ≃ Homℤ(ℤ∕(𝑚),ℤ∕(𝑛)) ,

и если𝑚 и 𝑛 взаимно просты, то Homℤ(ℤ∕(𝑛),ℤ∕(𝑚)) ≃ ℤ∕(1) = 0.

Пример 5.20 (матрицы гомоморфизмов свободных модулей)

Если оба модуля 𝑁 и 𝑀 свободны и наборы векторов 𝒖 и 𝒘 являются их базисами, то, как мы
видели в n∘ 5.2.1 на стр. 91, сопоставление 𝐾-линейному отображению 𝐹∶ 𝑁 → 𝑀 его матри-
цы 𝐹𝒘𝒖 в этих базисах задаёт 𝐾-линейный изоморфизм Hom𝐾(𝑁,𝑀) ⥲ Mat𝑚×𝑛(𝐾), 𝐹 ↦ 𝐹𝒘𝒖. В
других базисах 𝒆 = 𝒘𝐶𝒘𝒆 и 𝒇 = 𝒖𝐶𝒖𝒇 матрица гомоморфизма 𝐹 примет вид

𝐹𝒇𝒆 = 𝐶𝒇𝒖𝐹𝒖𝒘𝐶𝒘𝒆 = 𝐶−1
𝒖𝒇 𝐹𝒖𝐶𝒘𝒆 = 𝐶𝒇𝒖𝐹𝒖𝐶−1

𝒆𝒘 , (5-23)

поскольку 𝐹(𝒆) = 𝐹(𝒘𝐶𝒘𝒆) = 𝐹(𝒘)𝐶𝒘𝒆 = 𝒖𝐹𝒖𝒘𝐶𝒖𝒘 = 𝒇𝐶𝒇𝒖𝐹𝒖𝒘𝐶𝒖𝒘.

Пример 5.21 (матрицы эндоморфизмов)

Пусть модуль𝑀 свободен и набор векторов 𝒖 составляет его базис. Матрица 𝐹𝒖𝒖 линейного эн-
доморфизма 𝐹∶ 𝑀 → 𝑀 в базисах 𝒖 и 𝒖 обозначается просто 𝐹𝒖 и называется матрицей эндо-
морфизма𝐹 в базисе𝒖. Поформуле (5-23) любомдругомбазисе𝒘 = 𝒖𝐶𝒖𝒘 матрица оператора𝐹
имеет вид

𝐹𝒘 = 𝐶𝒘𝒖𝐹𝒖𝐶𝒖𝒘 = 𝐶−1
𝒖𝒘𝐹𝒖𝐶𝒖𝒘 = 𝐶𝒘𝒖𝐹𝒖𝐶−1

𝒘𝒖 . (5-24)



§6. Конечно порождённые модули над областью главных идеалов

Всюду в этом параграфе𝐾 означает произвольную область главных идеалов. Все рассматривае-
мые нами𝐾-модули по умолчаниюпредполагаются конечно порождёнными.Под свободным𝐾-
модулем ранга нуль понимается нулевой 𝐾-модуль.
6.1. Метод Гаусса. Будем называть элементарным преобразованием строк прямоугольноймат-
рицы 𝐴 ∈ Mat𝑚×𝑛(𝐾) замену каких-нибудь двух строк 𝑟𝑖 и 𝑟𝑗 их линейными комбинациями

𝑟′
𝑖 = 𝛼𝑟𝑖 + 𝛽𝑟𝑗 и 𝑟′

𝑗 = 𝛾𝑟𝑖 + 𝛿𝑟𝑗
с обратимым определителем 𝛥 = 𝛼𝛿 − 𝛽𝛾 ∈ 𝐾. В этом случае матрица преобразования

(
𝑟𝑖
𝑟𝑗)

↦ (
𝑟′
𝑖
𝑟′
𝑗 ) = (

𝛼 𝛽
𝛾 𝛿) (

𝑟𝑖
𝑟𝑗)

обратима1, и исходные строки 𝑟𝑖 и 𝑟𝑗 восстанавливаются из преобразованных строк 𝑟′
𝑖 и 𝑟′

𝑗 по
формулам 𝑟′

𝑖 = (𝛿𝑟𝑖 − 𝛽𝑟𝑗)∕𝛥 и 𝑟′
𝑗 = (−𝛾𝑟𝑖 + 𝛼𝑟𝑗)∕𝛥.

Упражнение 6.1. Убедитесь в этом.

В частности, прибавление к одной строке другой строки, умноженной на произвольное число
𝑥 ∈ 𝐾, а также перестановка двух строк местами и умножение строк на обратимые элемен-
ты 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝐾 тоже являются элементарными преобразованиями, задаваемыми 2×2матрицами

(
1 0
𝑥 1) , (

0 1
1 0) и (

𝑠1 0
0 𝑠2) .

Элементарное преобразование не меняет линейной оболочки строк матрицы 𝐴 и заключается
в умножении 𝐴 слева на обратимую𝑚 ×𝑚 матрицу 𝐿, которая получается из единичной𝑚 ×𝑚
матрицы тем же самым элементарным преобразованием строк, что происходит в матрице 𝐴.

Симметричным образом, элементарным преобразованием столбцов матрицы 𝐴 мы назы-
ваем замену каких-нибудь двух столбцов 𝑐𝑖 и 𝑐𝑗 их линейными комбинациями 𝑐′

𝑖 = 𝛼𝑐𝑖 + 𝛽𝑐𝑗
и 𝑐′

𝑗 = 𝛾𝑐𝑖 + 𝛿𝑐𝑗 с обратимым в 𝐾 определителем 𝛼𝛿 − 𝛽𝛾. Такое преобразование не меняет
линейной оболочки столбцов матрицы 𝐴 и достигается умножением 𝐴 справа на обратимую
𝑛×𝑛 матрицу 𝑅, которая получается из единичной 𝑛×𝑛 матрицы тем же самым элементарным
преобразованием столбцов, что производится в матрице 𝐴. Прибавление к одному из столбцов
другого, умноженного на произвольное число 𝑥 ∈ 𝐾, а также перестановка столбцов местами и
умножение столбцов на обратимые элементы из 𝐾 являются частными примерами элементар-
ных преобразований.

Лемма 6.1

В области главных идеалов 𝐾 любую пару ненулевых элементов (𝑎, 𝑏), стоящих в одной строке
(соотв. в одном столбце) матрицы 𝐴 ∈ Mat𝑚×𝑛(𝐾), можно подходящим элементарным преоб-
разованием содержащих их столбцов (соотв. строк) заменить парой (𝑑, 0), где 𝑑 = нод(𝑎, 𝑏).

Доказательство. Запишем 𝑑 = нод(𝑎, 𝑏) как 𝑑 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦, и пусть 𝑎 = 𝑑𝑎′, 𝑏 = 𝑑𝑏′. Тогда
𝑎′𝑥 + 𝑏′𝑦 = 1 и 𝑎′𝑏 − 𝑏′𝑎 = 0. Поэтому

(𝑎, 𝑏) ⋅ (
𝑥 −𝑏′

𝑦 𝑎′ ) = (𝑑, 0) и (
𝑥 𝑦

−𝑏′ 𝑎′) ⋅ (
𝑎
𝑏) = (

𝑑
0) ,

1См. прим. 5.15 на стр. 93.
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где det(
𝑥 −𝑏′

𝑦 𝑎′ ) = det(
𝑥 𝑦

−𝑏′ 𝑎′) = 1. □

Теорема 6.1

В области главных идеалов 𝐾 любая матрица 𝐴 ∈ Mat𝑚×𝑛(𝐾) конечным числом элементарных
преобразований строк и столбцов преобразуется в матрицу 𝐷𝐴 = (𝑑𝑖𝑗), у которой 𝑑𝑖𝑗 = 0 при
𝑖 ≠ 𝑗 и 𝑑𝑖𝑖 ∣ 𝑑𝑗𝑗 при 𝑖 < 𝑗, где мы считаем, что 𝑑 ∣ 0 для всех 𝑑 ∈ 𝐾, но 0 ∤ 𝑑 при 𝑑 ≠ 0.

Доказательство. Если 𝐴 = 0, то доказывать нечего. Если 𝐴 ≠ 0, то перестановками строк и
столбцов добьёмся, чтобы 𝑎11 ≠ 0. Если все элементы матрицы 𝐴 делятся на 𝑎11, то вычитая из
всех строк подходящие кратности первой строки, а из всех столбцов — подходящие кратности
первого столбца, добьёмся того, чтобы все элементы за исключением 𝑎11 в первом столбце и
первой строке занулились. При этом все элементы матрицы останутся делящимися на 𝑎11, и
можно заменить 𝐴 на матрицу размера (𝑚 − 1) × (𝑛 − 1), дополнительную к первой строке и
первому столбцу матрицы 𝐴, после чего повторить процедуру.

Пусть в матрице 𝐴 есть элемент 𝑎, не делящиеся на 𝑎11, и 𝑑 = нод(𝑎, 𝑎11). Ниже мы пока-
жем, что в этом случае можно элементарными преобразованиями перейти к новой матрице 𝐴′

с 𝑎′
11 = 𝑑. Так как (𝑎11) ⊊ (𝑑), главный идеал, порождённый левым верхним угловым элемен-

том матрицы, при таком переходе строго увеличится. Поскольку в области главных идеалов не
существует бесконечно возрастающих цепочек строго вложенных друг в друга идеалов, после
конечного числа таких переходов мы получим матрицу, все элементы которой делятся на 𝑎11,
и к этой матрице будут применимы предыдущие рассуждения.

Если не делящийся на 𝑎11 элемент 𝑎 стоит в первой строке или первом столбце, достаточно
заменить пару (𝑎11, 𝑎) на (𝑑, 0) по лем. 6.1. Если все элементы первой строки и первого столб-
ца делятся на 𝑎11, а не делящийся на 𝑎11 элемент 𝑎 стоит строго ниже и правее 𝑎11, то мы, как
и выше, сначала занулим все элементы первой строки и первого столбца за исключением са-
мого 𝑎11, вычитая из всех строк подходящие кратности первой строки, а из всех столбцов —
подходящие кратности первого столбца. К элементу 𝑎 при этом будут добавляться числа, крат-
ные 𝑎11, и он останется не делящимся на 𝑎11 и нод(𝑎, 𝑎11) не изменится. Далее, прибавим ту
строку, где стоит 𝑎, к первой строке и получим в первой строке копию элемента 𝑎. Наконец,
заменим пару (𝑎11, 𝑎) на (𝑑, 0) по лем. 6.1. □

6.1.1. ИнвариантныемножителиинормальнаяформаСмита.Ниже, в n∘ 6.3.4 на стр. 119
мы покажем, что «диагональная» матрица 𝐷𝐴, в которой 𝑑𝑖𝑗 = 0 при 𝑖 ≠ 𝑗 и 𝑑𝑖𝑖 ∣ 𝑑𝑗𝑗 при 𝑖 < 𝑗,
с точностью до умножения её элементов на обратимые элементы из 𝐾 не зависит от выбора
последовательности элементарных преобразований, приводящих матрицу 𝐴 к такому виду. По
этой причине диагональные элементы 𝑑𝑖𝑖 матрицы 𝐷𝐴 называются инвариантными множите-
лями матрицы 𝐴, а сама диагональная матрица 𝐷𝐴 — нормальной формой Смита матрицы 𝐴.

Так как каждое элементарное преобразование строк (соотв. столбцов) матрицы 𝐴 является
результатом умножения матрицы 𝐴 слева (соотв. справа) на квадратную обратимую матрицу,
которая получается из единичной матрицы 𝐸 ровно тем же преобразованием, что совершается
в матрице 𝐴, мы заключаем, что 𝐷𝐴 = 𝐿𝐴𝑅, где 𝐿 = 𝐿𝓁 … 𝐿2𝐿1 и 𝑅 = 𝑅1𝑅2 …𝑅𝑟 — обратимые
матрицы размеров𝑚×𝑚 и 𝑛×𝑛, являющиеся произведениями обратимых матриц 𝐿𝑖 и 𝑅𝑗, осу-
ществляющих последовательные элементарные преобразования строк и столбцов матрицы 𝐴.
Мы будем называть 𝐿 и 𝑅 матрицами перехода от матрицы 𝐴 к её нормальной форме Смита.
Так как 𝐿 = 𝐿𝓁 … 𝐿1𝐸 и 𝑅 = 𝐸𝑅1 …𝑅𝑟, матрицы 𝐿 и 𝑅 получаются из единичных матриц раз-
меров𝑚 × 𝑚 и 𝑛 × 𝑛 теми же цепочками элементарных преобразований строк и соответствен-
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но столбцов, которые производились с матрицей 𝐴. Поэтому для явного отыскания матриц 𝐿
и 𝑅 следует приписать к матрице 𝐴 ∈ Mat𝑚×𝑛(𝐾) справа и снизу единичные матрицы разме-
ров𝑚 × 𝑚 и 𝑛 × 𝑛 так, что получится Г-образная таблица вида

𝐴 𝐸
𝐸 ,

и в процессе приведения матрицы 𝐴 к диагональному виду осуществлять элементарные преоб-
разования строки столбцов сразу во всей Г-образной таблице. В результате на выходеполучится
Г-образная таблица

𝐷𝐴 𝐿
𝑅 .

Пример 6.1

Вычислим нормальную форму Смита и матрицы перехода к ней для целочисленной матрицы

𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−9 −18 15 −24 24
15 30 −27 42 −36
−6 −12 6 −12 24
31 62 −51 81 −87

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∈ Mat4𝑥5(ℤ) .

Составляем Г-образную матрицу

𝐴 𝐸
𝐸 =

−9 −18 15 −24 24 1 0 0 0
15 30 −27 42 −36 0 1 0 0
−6 −12 6 −12 24 0 0 1 0
31 62 −51 81 −87 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

.

.Прибавим к 4-й строке третью, умноженную на 5 и переставим полученную строку наверх:

1 2 −21 21 33 0 0 5 1
−9 −18 15 −24 24 1 0 0 0
15 30 −27 42 −36 0 1 0 0
−6 −12 6 −12 24 0 0 1 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

.

Теперь обнулим 1-ю строку и 1-й столбец левой матрицы вне левого верхнего угла, прибавив
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ко всем строкам и столбцам надлежащие кратности 1-й строки и 1-го столбца:

1 0 0 0 0 0 0 5 1
0 0 −174 165 321 1 0 45 9
0 0 288 −273 −531 0 1 −75 −15
0 0 −120 114 222 0 0 31 6
1 −2 21 −21 −33
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

.

Делаем второй столбец пятым, а к 3-му столбцу прибавляем 4-й:

1 0 0 0 0 0 0 5 1
0 −9 165 321 0 1 0 45 9
0 15 −273 −531 0 0 1 −75 −15
0 −6 114 222 0 0 0 31 6
1 0 −21 −33 −2
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 0 1 0

.

Вычитаем из 2-й строки 4-ю:

1 0 0 0 0 0 0 5 1
0 −3 51 99 0 1 0 14 3
0 15 −273 −531 0 0 1 −75 −15
0 −6 114 222 0 0 0 31 6
1 0 −21 −33 −2
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 0 1 0

.

Все элементы 3× 4 матрицы, стоящей в строках со 2-й по 4-ю и столбцах со 2-го по 5-й, делятся
на 3. Поэтому мы обнуляем в этой матрице верхнюю строку и левый столбец, вычитая из 3-й
и 4-й строк подходящие кратности 2-й строки, а потом из 3-го и 4-го столбцов — подходящие
кратности 2-го:

1 0 0 0 0 0 0 5 1
0 −3 0 0 0 1 0 14 3
0 0 −18 −36 0 5 1 −5 0
0 0 12 24 0 −2 0 3 0
1 0 −21 −33 −2
0 0 0 0 1
0 1 17 33 0
0 1 18 33 0
0 0 0 1 0

.
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Теперь прибавляем к 3-й строке 4-ю:

1 0 0 0 0 0 0 5 1
0 −3 0 0 0 1 0 14 3
0 0 −6 −12 0 3 1 −2 0
0 0 12 24 0 −2 0 3 0
1 0 −21 −33 −2
0 0 0 0 1
0 1 17 33 0
0 1 18 33 0
0 0 0 1 0

и видим, что можно занулить все недиагональные элементы исходной матрицы, прибавляя к
4-й строке удвоенную 3-ю и вычитая из 4-го столбца удвоенный 3-й:

1 0 0 0 0 0 0 5 1
0 −3 0 0 0 1 0 14 3
0 0 −6 0 0 3 1 −2 0
0 0 0 0 0 4 2 −1 0
1 0 −21 9 −2
0 0 0 0 1
0 1 17 −1 0
0 1 18 −3 0
0 0 0 1 0

.

Таким образом, инвариантные множители матрицы 𝐴 суть 1, −3, −6, 0 и

𝐿 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 5 1
1 0 14 3
3 1 −2 0
4 2 −1 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝑅 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 −21 9 −2
0 0 0 0 1
0 1 17 −1 0
0 1 18 −3 0
0 0 0 1 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝐷𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0 0
0 −3 0 0 0
0 0 −6 0 0
0 0 0 0 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Упражнение 6.2. Проверьте равенство 𝐿𝐴𝑅 = 𝐷𝐴 прямым вычислением.

6.1.2. Отыскание обратной матрицы. Пусть квадратная матрица 𝐴 ∈ Mat𝑛(𝐾) обратима.
Тогда и любая матрица вида 𝐵 = 𝐿𝐴𝑅, где 𝐿,𝑅 ∈ Mat𝑛(𝐾) обратимы, тоже обратима, ибо мат-
рица 𝑅−1𝐴−1𝐿−1 обратна к 𝐵. В частности, обратимы все матрицы, которые получаются из 𝐴
элементарными преобразованиями строк и столбцов, включая нормальную форму Смита 𝐷𝐴.

Упражнение 6.3. Убедитесь, что диагональная матрица обратима если и только если обрати-
мы все её диагональные элементы.

Таким образом, матрица 𝐴 обратима если и только если обратимы все её инвариантные мно-
жители, и в этом случае существуют такие обратимые матрицы 𝐿 = 𝐿𝓁 … 𝐿1 и 𝑅 = 𝑅1 …𝑅𝑟,
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что 𝐿𝐴𝑅 = 𝐸, а каждая из матриц 𝐿𝜈, 𝑅𝜇 имеет вид

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⋱
1

𝛼 𝛽
1

⋱
1

𝛾 𝛿
1

⋱

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

где на обозначенных многоточиями местах главной диагонали стоят единицы, в остальных ме-
стах — нули, а определитель 𝛼𝛽 − 𝛽𝛾 ∈ 𝐾 обратим. В этом случае 𝐴 = 𝐿−1𝐸𝑅−1 = 𝐿−1𝑅−1,
откуда 𝐴−1 = 𝑅𝐿 = 𝑅𝐿𝐸, а 𝐸 = 𝑅𝐿𝐴, т. е. умножение слева на матрицу 𝑅𝐿 = 𝑅1 …𝑅𝑟𝐿𝓁 … 𝐿1
задаёт цепочку элементарных преобразований строк, превращающую матрицу 𝐴 в матрицу 𝐸,
а матрицу 𝐸— в матрицу 𝐴−1.

Упражнение 6.4. Покажите, что элементарными преобразованиями строк матрицы 𝐴 можно
превратить любой её ненулевой столбец в столбец, единственным ненулевым элементом
которого является нод элементов исходного столбца матрицы 𝐴, и если этот элемент необ-
ратим, то и матрица 𝐴 необратима.

Таким образом, чтобы выяснить, обратима ли 𝑛 × 𝑛 матрица 𝐴, и найти 𝐴−1, если 𝐴 обратима,
следует элементарными преобразованиями строк и столбцов 𝑛×2𝑛 матрицы 𝐴 𝐸 попытать-
ся получить в левой половине матрицу 𝐸, последовательно слева направо обнуляя в каждом
столбце все элементы, кроме одного. Если в ходе вычислений матрица 𝐴 превратится в заве-
домо необратимую матрицу, то и сама матрица 𝐴 необратима. Ну а если удастся превратить
матрицу 𝐴 в матрицу 𝐸, то на выходе получится матрица 𝐸 𝐵 , в которой 𝐵 = 𝐴−1.

Пример 6.2

Выясним, обратима ли в Mat4(ℤ) матрица

𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 −3 2 2
−3 9 −6 −5
−1 4 0 2
3 −7 11 12

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Приписываем к ней справа единичную матрицу:

1 −3 2 2 1 0 0 0
−3 9 −6 −5 0 1 0 0
−1 4 0 2 0 0 1 0
3 −7 11 12 0 0 0 1

.

Обнуляем 1-й столбец вне левого верхнего угла, прибавляя ко всем строкам надлежащие крат-
ности 1-й строки:

1 −3 2 2 1 0 0 0
0 0 0 1 3 1 0 0
0 1 2 4 1 0 1 0
0 2 5 6 −3 0 0 1

.
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Теперь обнуляем верхний и нижний элементы 2-го столбца, прибавляя к верхней и нижней
строкам надлежащие кратности 3-й строки, после чего переставляем 2-ю строку вниз:

1 0 8 14 4 0 3 0
0 1 2 4 1 0 1 0
0 0 1 −2 −5 0 −2 1
0 0 0 1 3 1 0 0

.

Обнуляем верхние два элемента 3-го столбца, прибавляя к верхним двум строкам надлежащие
кратности 3-й строки:

1 0 0 30 44 0 19 −8
0 1 0 8 11 0 5 −2
0 0 1 −2 −5 0 −2 1
0 0 0 1 3 1 0 0

.

Наконец, обнуляем 4-й столбец над нижней единицей, прибавляя к верхним трём строкам над-
лежащие кратности 4-й строки:

1 0 0 0 −46 −30 19 −8
0 1 0 0 −13 −8 5 −2
0 0 1 0 1 2 −2 1
0 0 0 1 3 1 0 0

.

Таким образом, матрица 𝐴 обратима и

𝐴−1 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−46 −30 19 −8
−13 −8 5 −2
1 2 −2 1
3 1 0 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Упражнение 6.5. Проверьте прямым умножением двух матриц, что 𝐴𝐴−1 = 𝐸.
6.1.3. Решение систем линейных уравнений. Система линейных уравнений

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + … + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + … + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2
𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 + … + 𝑎3𝑛𝑥𝑛 = 𝑏3

… … … … …
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + … + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

(6-1)

на неизвестные 𝑥1, … , 𝑥𝑛 в матричных обозначениях записывается одним равенством 𝐴𝑥 = 𝑏,
в котором 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ Mat𝑚×𝑛(𝐾), а 𝑥 и 𝑏 обозначают столбцы высоты 𝑛 и 𝑚, состоящие из
неизвестных и правых частей уравнений (6-1). Как и выше, обозначим через 𝐷𝐴 = 𝐿𝐴𝑅 нор-
мальную форму Смита матрицы 𝐴. Умножая равенство 𝐴𝑥 = 𝑏 слева на 𝐿 и полагая 𝑥 = 𝑅𝑦,
где 𝑦 = 𝑅−1𝑥— новые переменные, получаем систему уравнений 𝐷𝐴𝑦 = 𝑐 на неизвестные 𝑦, в
которой 𝑐 = 𝐿𝑏 и матрица коэффициентов 𝐷𝐴 диагональна, и которая равносильна (6-1) в том
смысле, что между решениями обеих систем имеется𝐾-линейная биекция 𝑥 = 𝑅𝑦. В частности,
система 𝐷𝐴𝑦 = 𝑐 совместна если и только если совместна исходная система (6-1).
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Уравнения системы𝐷𝐴𝑦 = 𝑐 имеют вид 𝑑𝑖𝑖𝑦𝑖 = 𝑐𝑖. Такое уравнение не имеет решений, если
и только если 𝑑𝑖𝑖 ∤ 𝑐𝑖. Если же 𝑑𝑖𝑖 ∣ 𝑐𝑖, то при 𝑑𝑖𝑖 = 𝑐𝑖 = 0 решениями уравнения являются все
числа 𝑦𝑖 ∈ 𝐾, а при 𝑑𝑖𝑖 ≠ 0 уравнение имеет единственное решение 𝑦𝑖 = 𝑐𝑖∕𝑑𝑖𝑖.

Пусть𝑑𝑖𝑖 ≠ 0при 𝑖 ⩽ 𝑟 и𝑑𝑗𝑗 = 0при 𝑗 > 𝑟.Мы заключаем, что система𝐷𝐴𝑦 = 𝑐 несовместна
если и только если 𝑑𝑖𝑖 ∤ 𝑐𝑖 хотя бы при одном 𝑖 ⩽ 𝑟 или 𝑐𝑗 ≠ 0 хотя бы при одном 𝑗 > 𝑟, и в этом
случае исходная система (6-1) тоже несовместна. Если же система 𝐷𝐴𝑦 = 𝑐 совместна, то её
решения имеют вид 𝑦 = 𝑤0 + 𝑤, где 𝑤0 = (𝑐1 ∕𝑑11, … , 𝑐𝑟 ∕𝑑𝑟𝑟, 0, … , 0)𝑡, а вектор 𝑤 ∈ 𝐾𝑛

пробегает свободный подмодуль ранга min(𝑚, 𝑛) − 𝑟 c базисом из векторов

𝑤𝑘 = (0, … , 0, 1, 0, … , 0)𝑡 , где 1 стоит на (𝑟 + 𝑘)-м месте,

и в этом случае все решения исходной системы (6-1) имеют вид 𝑥 = 𝑢0 + 𝑢, где 𝑢0 = 𝑅𝑤0, а
𝑢 ∈ 𝐾𝑛 пробегает свободный подмодуль ранга min(𝑚, 𝑛) − 𝑟 c базисом из векторов 𝑢𝑘 = 𝑅𝑤𝑘.

Отметим, что столбец 𝑐 = 𝐿𝑏 правых частей системы 𝐷𝐴𝑦 = 𝑐 получается из столбца 𝑏
правых частей исходной системы (6-1) теми же преобразованиями строк, что производятся с
матрицей 𝐴 в процессе её приведения к виду 𝐷𝐴, а матрица 𝑅 получается из единичной матри-
цы 𝐸 теми же преобразованиями столбцов, что производятся с матрицей 𝐴 в том же процессе.
Поэтому для отыскания 𝑐 и 𝑅 можно составить Г-образную матрицу вида

𝐴 𝑏
𝐸 ,

приведести 𝐴 к нормальной форме Смита и получить на выходе

𝐷𝐴 𝑐
𝑅 .

Пример 6.3

Найдём все целые решения системы уравнений

⎧⎪
⎨
⎪⎩

−65𝑥1 − 156𝑥2 + 169𝑥3 + 104𝑥4 = 117
−143𝑥1 − 351𝑥2 + 364𝑥3 + 221𝑥4 = 195

52𝑥1 + 117𝑥2 − 143𝑥3 − 91𝑥4 = −156
(6-2)

Для этого составим Г-образную таблицу из матрицы коэффициентов при неизвестных, к кото-
рой справа приписана матрица правых частей уравнений, а снизу — единичная матрица:

−65 −156 169 104 117
−143 −351 364 221 195
52 117 −143 −91 −156
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

.
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Вычтем из 2-й строки 1-ю, умноженную на 2, и поменяем две верхние строки местами:

−13 −39 26 13 −39
−65 −156 169 104 117
52 117 −143 −91 −156
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

.

Поскольку все элементыматрицы коэффициентов делятся на 13, зануляем в ней верхнюю стро-
ку и левый столбец, за исключением верхнего левого углового элемента, прибавляя ко 2-й и
3-й строкам надлежащие кратности 1-й строки, а ко 2-му, 3-му и 4-му столбцам— надлежащие
кратности 1-го столбца:

−13 0 0 0 −39
0 39 39 39 312
0 −39 −39 −39 −312
1 −3 2 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

.

Прибавляем к 3-й строке 2-ю, после чего вычитаем 2-й столбец из 3-го и 4-го:

−13 0 0 0 −39
0 39 0 0 312
0 0 0 0 0
1 −3 5 4
0 1 −1 −1
0 0 1 0
0 0 0 1

.

Мы заключаем, что система (6-2) равносильна системе

{
−13𝑦1 = −39
39𝑦2 = 312

(6-3)

на четыре неизвестные 𝑦1, … , 𝑦4, через которые исходные неизвестные 𝑥1, … , 𝑥4 выражаются
по формуле:

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 −3 5 4
0 1 −1 −1
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑦1
𝑦2
𝑦3
𝑦4

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

. (6-4)

Все решения системы (6-3) описываются формулой:

(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4) = (3, 8, 𝑧1, 𝑧2) , где 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℤ— любые.

Решения исходной системы получаются из них по формуле (6-4):

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = (5𝑧1 + 4𝑧2 − 21, 8 − 𝑧1 − 𝑧2, 𝑧1, 𝑧2) , где 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℤ— любые.
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6.2. Инвариантные множители. Как мы видели в прим. 5.12 на стр. 89, произвольный 𝐾-мо-
дуль𝑀, линейно порождённый над 𝐾 конечным набором векторов

𝒘 = (𝑤1, … ,𝑤𝑚) ,

представляет собою фактор𝑀 ≃ 𝐾𝑚∕𝑅𝒘 свободного координатного модуля 𝐾𝑚 по подмодулю
𝑅𝒘 ⊂ 𝐾𝑚 линейных соотношений между порождающими векторами 𝒘. Подмодуль 𝑅𝒘 состо-
ит из всех таких строк (𝑥1, … , 𝑥𝑚) ∈ 𝐾𝑚, что 𝑥1𝑤1 + … + 𝑥𝑚𝑤𝑚 = 0 в 𝑀, и является ядром
эпиморфизма

𝜋𝒘 ∶ 𝐾𝑚 ↠ 𝑀 , (𝑥1, … , 𝑥𝑚) ↦ 𝑥1𝑤1 + … + 𝑥𝑚𝑤𝑚 . (6-5)

Теорема 6.2

Каждый подмодуль 𝑁 в свободном модуле 𝐹 конечного ранга над областью главных идеалов 𝐾
тоже свободен, и rk𝑁 ⩽ rk𝐹.

Доказательство. Индукция по 𝑚 = rk𝐹. При 𝑚 = 1 модуль 𝑁 ≃ 𝐾, и каждый ненулевой под-
модуль 𝑁 ⊂ 𝐾 представляет собою главный идеал (𝑑) ⊂ 𝐾, который является свободным 𝐾-
модулем ранга 1 с базисом 𝑑. Пусть теперь𝑚 > 1. Зафиксируем в 𝐹 базис 𝑒1, … , 𝑒𝑚 и будем за-
писывать векторы из 𝑁 строками их координат в этом базисе. Первые координаты всевозмож-
ных векторов 𝑣 ∈ 𝑁 образуют идеал (𝑑) ⊂ 𝐾. Если 𝑑 = 0, подмодуль 𝑁 содержится в свободном
модуле ранга𝑚−1 с базисом 𝑒2, … , 𝑒𝑚. По индукции, такоймодуль𝑁 свободен и rk𝑁 ⩽ (𝑚−1).
Если𝑑 ≠ 0, обозначимчерез𝑢 ∈ 𝑁 какой-нибудь вектор спервойкоординатой𝑑. Порождённый
вектором 𝑢 модуль 𝐾𝑢 свободен ранга 1, поскольку равенство 𝑥𝑢 = 0 влечёт равенство 𝑥𝑑 = 0,
возможное в целостном кольце 𝐾 только при 𝑥 = 0. Покажем, что 𝑁 = 𝐾𝑢 ⊕ 𝑁′, где 𝑁′ ⊂ 𝑁—
подмодуль, состоящий из векторов с нулевой первой координатой. Очевидно, что 𝐾𝑢 ∩𝑁′ = 0.
Если первая координата вектора 𝑣 ∈ 𝑁 равна 𝑥𝑑, то 𝑣 = 𝑥𝑢 + 𝑤, где 𝑤 = 𝑣 − 𝑥𝑢 ∈ 𝑁′. Поэто-
му 𝑁 = 𝐾𝑢 + 𝑁′, и 𝑁 = 𝐾𝑢 ⊕ 𝑁′ по предл. 5.2 на стр. 86. Модуль 𝑁′ содержится в свободном
модуле ранга𝑚 − 1 с базисом 𝑒2, … , 𝑒𝑚. По индукции он свободен и rk𝑁′ ⩽ (𝑚 − 1). Поэтому
𝑁 = 𝐾𝑢 ⊕ 𝑁′ тоже свободен и rk𝑁 = 1 + rk𝑁′ ⩽ 𝑚. □

Пример 6.4 (качественный анализ систем линейных уравнений)

Каждая матрица 𝐴 ∈ Mat𝑚×𝑛(𝐾) задаёт 𝐾-линейное отображение 𝐹𝐴 ∶ 𝐾𝑛 → 𝐾𝑚, 𝑥 ↦ 𝐴𝑥, пе-
реводящее стандартные базисные векторы 𝑒1, … , 𝑒𝑛 ∈ 𝐾𝑛 в столбцы матрицы 𝐴. Множество
решений системы линейных уравнений 𝐴𝑥 = 𝑏 является полным прообразом 𝐹−1(𝑏) данного
вектора 𝑏 ∈ 𝐾𝑚 при отображении 𝐹𝐴. Если 𝑏 ∉ im𝐹𝐴, то этот прообраз пуст и система 𝐴𝑥 = 𝑏
несовместна. Если 𝑏 ∈ im𝐹𝐴, то𝐹−1

𝐴 (𝑏) = 𝑤+ker𝐹𝐴 представляет собою сдвиг свободного моду-
ля ker𝐹𝐴 ⊂ 𝐾𝑛 на такой вектор𝑤 ∈ 𝐾𝑛, что 𝐹(𝑤) = 𝑏. На языке уравнений ядро ker𝐹𝐴 является
множеством решений системы однородных линейных уравнений 𝐴𝑥 = 0 с теми же самыми ле-
выми частями, что и система 𝐴𝑥 = 𝑏. Наличие у такой системы ненулевого решения означает,
что ker𝐹𝐴 ≠ 0, и в этом случае любая система 𝐴𝑥 = 𝑏 либо несовместна, либо множество её
решений является сдвигом свободного модуля положительного ранга, что согласуется с n∘ 6.1.3
на стр. 109.

Теорема 6.3 (теорема о взаимном базисе)

Пусть 𝐹— свободный модуль ранга𝑚 над областью главных идеалов 𝐾, и 𝑁 ⊂ 𝐹—произволь-
ный его подмодуль. Тогда в модуле 𝐹 существует такой базис 𝒆 = (𝑒1, … , 𝑒𝑚), что подходящие
кратности 𝜆1𝑒1, … , 𝜆𝑛𝑒𝑛 первых 𝑛 = rk𝑁 его базисных векторов составляют базис в 𝑁 и 𝜆𝑖 ∣ 𝜆𝑗
при 𝑖 < 𝑗.
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Доказательство. Зафиксируем произвольные базисы 𝒘 = (𝑤1, … ,𝑤𝑚) в 𝐹 и 𝒖 = 𝒘𝐶𝒘𝒖 в 𝑁.
Последний существует по теор. 6.2 и состоит из 𝑛 ⩽ 𝑚 векторов. Обозначим через 𝐷 = 𝐿𝐶𝒘𝒖𝑅
нормальную форму Смита матрицы перехода 𝐶𝒘𝒖. Поскольку матрицы 𝐿 и 𝑅 обратимы, набор
векторов 𝒆 = 𝒘𝐿−1 является базисом в 𝐹, а набор векторов 𝒗 = 𝒖𝑅— базисом в 𝑁. Так как

𝒗 = 𝒖𝑅 = 𝒘𝐶𝒘𝒖𝑅 = 𝒆 𝐿𝐶𝒘𝒖𝑅 = 𝒆𝐷

векторы 𝑣𝑖 = 𝑑𝑖𝑖𝑒𝑖 базиса 𝒗 имеют предписанный теоремой вид, в котором 𝜆𝑖 = 𝑑𝑖𝑖 суть инва-
риантные множители матрицы 𝐶𝒘𝒖. □

Определение 6.1

Множители 𝜆1, … , 𝜆𝑛 из теор. 6.3 называются инвариантными множителями подмодуля 𝑁 в
свободном модуле 𝐹, а построенные в теор. 6.3 базисы 𝑒1, … , 𝑒𝑚 в 𝐹 и 𝜆1𝑒1, … , 𝜆𝑛𝑒𝑛 в 𝑁 на-
зываются взаимными базисами свободного модуля 𝐹 и его подмодуля 𝑁. В n∘ 6.3.4 на стр. 119
ниже мы покажем, что множители 𝜆𝑖 не зависят от выбора взаимных базисов, что оправдывает
эпитет «инвариантные» в их названии.

Пример 6.5

Построим взаимные базисы целочисленной решётки ℤ3 и её подрешётки 𝐿 ⊂ ℤ3, порождённой
столбцами матрицы

𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎝

126 51 72 33
30 15 18 9
60 30 36 18

⎞
⎟
⎟
⎠
. (6-6)

Обозначим через 𝒆 = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) стандартный базис в ℤ3. По условию, столбцы матрицы 𝐴, т. е.
векторы 𝒂 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4) = 𝒆𝐴 порождают решётку 𝐿. Пусть 𝐷𝐴 = 𝐿𝐴𝑅 — нормальная фор-
ма Смита матрицы 𝐴. Тогда векторы 𝒘 = 𝒂𝑅 = 𝒆𝐴𝑅 тоже порождают 𝐿, поскольку образую-
щие 𝒂 = 𝒘𝑅−1 линейно через них выражаются. По предл. 5.6 на стр. 98 векторы 𝒖 = 𝒆 𝐿−1

составляют базис в ℤ3, так как матрица перехода от них к стандартному базису обратима. При
этом 𝒆 = 𝒖𝐿. В силу равенств 𝒘 = 𝒆𝐴𝑅 = 𝒖𝐿𝐴𝑅 = 𝒖𝐷𝐴, образующие 𝑤𝑖 = 𝑑𝑖𝑖𝑢𝑖 пропорцио-
нальны базисным векторам 𝑢𝑖. Поэтому взаимные базисы в ℤ3 и 𝐿 состоят из векторов 𝒖, т. е.
столбцовматрицы 𝐿−1, и векторов𝑤𝑖 = 𝑑𝑖𝑖𝑢𝑖 с ненулевыми𝑑𝑖𝑖. Для их отыскания приведёммат-
рицу 𝐴 к нормальной форме Смита. Так как матрица 𝑅 нас сейчас не интересует, в вычислении
из прим. 6.1 на стр. 105 можно ограничиться только верхней частью Г-образной таблицы:

𝐴 𝐸 =
126 51 72 33 1 0 0
30 15 18 9 0 1 0
60 30 36 18 0 0 1

.

Отнимаем из первой строки удвоенную третью:

6 −9 0 −3 1 0 −2
30 15 18 9 0 1 0
60 30 36 18 0 0 1

и делаем четвёртый столбец первым:

−3 6 −9 0 1 0 −2
9 30 15 18 0 1 0
18 60 30 36 0 0 1

.
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Так как все элементы левой матрицы делятся на 3, зануляем в ней 1-ю строку и 1-й столбец вне
левого верхнего угла:

−3 0 0 0 1 0 −2
0 48 −12 18 3 1 −6
0 96 −24 36 6 0 −11

.

Теперь зануляем 3-ю строку, отнимая из неё удвоенную 2-ю:

−3 0 0 0 1 0 −2
0 48 −12 18 3 1 −6
0 0 0 0 0 −2 1

.

Прибавляем к 3-му столбцу 4-й и переставляем результат во 2-й столбец:

−3 0 0 0 1 0 −2
0 6 48 18 3 1 −6
0 0 0 0 0 −2 1

.

Отнимаем из 3-го и 4-го столбцов 2-й, умноженный на 8 и на 3, меняем знак в первой строке и
получаем окончательно:

𝐷𝐴 𝐿 =
3 0 0 0 −1 0 2
0 6 0 0 3 1 −6
0 0 0 0 0 −2 1

.

Из проделанного вычисления уже видно, что 𝐿 ≃ ℤ2, а ℤ3∕𝐿 ≃ ℤ∕(3) ⊕ℤ∕(6) ⊕ℤ. Для отыскания
матрицы 𝐿−1 действуем как в прим. 6.2 на стр. 108: приписываем к 𝐿 единичную матрицу

𝐿 =
−1 0 2 1 0 0
3 1 −6 0 1 0
0 −2 1 0 0 1

,

прибавляем ко 2-й строке утроенную 1-ю:

−1 0 2 1 0 0
0 1 0 3 1 0
0 −2 1 0 0 1

,

затем прибавляем к 3-й строке удвоенную 2-ю:

−1 0 2 1 0 0
0 1 0 3 1 0
0 0 1 6 2 1

,

наконец, отнимаем из 1-й строки удвоенную 3-ю, меняем в ней знак и получаем

𝐿−1 =
⎛
⎜
⎜
⎝

11 4 2
3 1 0
6 2 1

⎞
⎟
⎟
⎠
.

Таким образом, взаимные базисы решётки ℤ3 и её подрешётки 𝐿 состоят из векторов

𝑢1 = (11, 3, 6) , 𝑢2 = (4, 1, 2) , 𝑢3 = (2, 0, 1)
и векторов 𝑤1 = 3𝑢1 = (33, 9, 18), 𝑤2 = 6𝑢2 = (24, 6, 12).

Упражнение 6.6. Выразите последние два вектора через столбцы матрицы (6-6).
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6.3. Элементарные делители. Зафиксируем в каждом классе ассоциированных простых эле-
ментов кольца𝐾 какого-нибудь представителя и обозначиммножество всех этих попарно неас-
социированных представителей через 𝑃(𝐾). Как и ранее, будем обозначать через 𝜈𝑝(𝑚) показа-
тель, с которым 𝑝 ∈ 𝑃(𝐾) входит в разложение элемента 𝑚 ∈ 𝐾 на простые множители. Сопо-
ставим каждому упорядоченному набору чисел

𝜆1, … , 𝜆𝑛 ∈ 𝐾 , где 𝜆𝑖 ∣ 𝜆𝑗 при 𝑖 < 𝑗, (6-7)

неупорядоченное дизъюнктное объединение по всем 𝑖 = 1, … , 𝑛 степеней 𝑝𝜈𝑝(𝜆𝑖), имеющих
ненулевой показатель 𝜈𝑝(𝜆𝑖). Иначе говоря, рассмотрим для каждого 𝑖 = 1, … , 𝑛 разложение на

простыемножители 𝜆𝑖 = ∏𝑝∈𝑃(𝐾) 𝑝𝜈𝑝(𝜆𝑖) и соберём все участвующие в этих разложениях сомно-
жители 𝑝𝜈 с 𝜈 > 0 в одно неупорядоченное множество, где каждая степень 𝑝𝜈, присутствующая
в разложении ровно 𝑘 чисел 𝜆𝑖, тоже присутствует ровно 𝑘 раз. Получающееся таким образом
неупорядоченное множество (возможно повторяющихся) степеней 𝑝𝜈 называется набором эле-
ментарных делителей упорядоченного набора (6-7).

Лемма 6.2

Описанная выше процедура устанавливает биекцию между рассматриваемыми с точностью
до умножения каждого элемента на обратимое число из 𝐾 упорядоченными наборами чисел
𝜆1, … , 𝜆𝑛 ∈ 𝐾, в которых 𝜆𝑖 ∣ 𝜆𝑗 при 𝑖 < 𝑗, и всевозможными неупорядоченными наборами
степеней 𝑝𝜈, где 𝑝 ∈ 𝑃(𝐾), 𝑛 ∈ ℕ, элементы в которых могут повторяться.

Доказательство. Набор 𝜆1, … , 𝜆𝑛 однозначно восстанавливается по своему набору элементар-
ных делителей следующим образом. Расставим элементарные делители в клетки диаграммы
Юнга так, чтобы в первой строке шли в порядке нестрого убывания степени того 𝑝 ∈ 𝑃(𝐾),
степеней которого в наборе элементарных делителей имеется больше всего. Во вторую строку
поместим в порядке нестрого убывания степени простого числа, следующего за 𝑝 по общему
количеству вхождений его степеней в набор элементарных делителей и т. д. Поскольку 𝜆𝑛 де-
лится на все остальные 𝜆𝑖, в его разложение на простые множители входят все встречающиеся
среди элементарных делителей простые основания, причём каждое из них — с максимально
возможным показателем. Таким образом, 𝜆𝑛 является произведением всех элементарных дели-
телей, стоящих в первом столбце построенной диаграммыЮнга. По индукции мы заключаем,
что произведения элементарных делителей по столбцам диаграммы, перебираемым слева на-
право, суть 𝜆𝑛, … , 𝜆1, т. е. прочитанный справа налево набор (6-7). □

Пример 6.6

Набор элементарных делителей

32 32 3 3 3
23 23 22 2
72 7 7
5 5

возникает из множителей 𝜆1 = 3, 𝜆2 = 3 ⋅ 2, 𝜆3 = 3 ⋅ 22 ⋅ 7, 𝜆4 = 32 ⋅ 23 ⋅ 7 ⋅ 5, 𝜆5 = 32 ⋅ 23 ⋅ 72 ⋅ 5.

Теорема 6.4 (теорема об элементарных делителях)

Всякий конечно порождённый модуль над областью главных идеалов 𝐾 изоморфен

𝐾𝑛0 ⊕ 𝐾
(𝑝𝑛11 )

⊕ … ⊕ 𝐾
(𝑝𝑛𝛼𝛼 )

(6-8)
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где 𝑛𝜈 ∈ ℕ, все 𝑝𝜈 ∈ 𝐾 просты, и слагаемые в прямой сумме могут повторяться. Два модуля

𝐾𝑛0 ⊕ 𝐾
(𝑝𝑛11 )

⊕ … ⊕ 𝐾
(𝑝𝑛𝛼𝛼 )

и 𝐾𝑚0 ⊕ 𝐾
(𝑞𝑚1

1 )
⊕ … ⊕ 𝐾

(𝑞
𝑚𝛽
𝛽 )

изоморфны если и только если 𝑛0 = 𝑚0, 𝛼 = 𝛽 и слагаемые можно перенумеровать так, чтобы
𝑛𝜈 = 𝑚𝜈 и 𝑝𝜈 = 𝑠𝜈𝑞𝜈, где все 𝑠𝜈 ∈ 𝐾 обратимы.

Определение 6.2

Набор (возможно повторяющихся) степеней 𝑝𝑛𝑖𝑖 , по которымпроисходит факторизация в (6-8),
называется набором элементарных делителей модуля (6-8).

Доказательство cуществования разложения (6-8). Пусть 𝐾-модуль𝑀 порождается векторами

𝑤1, … ,𝑤𝑚 .

Тогда𝑀 = 𝐾𝑚∕𝑅, где 𝑅 — ядро эпиморфизма 𝐾𝑚 ↠ 𝑀, переводящего стандартные базисные
векторы 𝑒𝑖 ∈ 𝐾𝑚 в образующие 𝑤𝑖 ∈ 𝑀, как в форм. (6-5) на стр. 112. По теор. 6.3 в 𝐾𝑚 су-
ществует такой базис 𝑢1, … , 𝑢𝑚, что некоторые кратности 𝜆1𝑢1, … , 𝜆𝑘𝑢𝑘 первых 𝐾 базисных
векторов составляют базис в 𝑅. Таким образом,𝑀 = 𝐾𝑚∕𝑅 = 𝐾∕(𝜆1) ⊕ … ⊕ 𝐾∕(𝜆𝑘) ⊕ 𝐾𝑚−𝑘.
Пусть 𝑖-й инвариантный множитель 𝜆𝑖 = 𝑝𝑚1

1 … 𝑝𝑚𝑠𝑠 , где 𝑝𝑗 ∈ 𝐾—попарно неассоциированные

простые элементы. Тогда по китайской теореме об остатках 𝐾∕(𝜆𝑖) = 𝐾∕(𝑝𝑚1
1 ) ⊕ … ⊕𝐾∕(𝑝𝑚𝑠𝑠 ),

что и даёт разложение (6-8). □
Чтобы установить единственность разложения (6-8) для заданного 𝐾-модуля𝑀, мы дадим

инвариантное описание его ингредиентов во внутренних терминах модуля𝑀. Этому посвяще-
ны идущие ниже разделы n∘ 6.3.1 – n∘ 6.3.3. Далее, в n∘ 6.3.4 мы установим обещанные ранее
независимость инвариантных множителей матрицы 𝐴 от способа её приведения к нормальной
форме Смита 𝐷𝐴 и независимость инвариантных множителей подмодуля 𝑁 ⊂ 𝐹 в свободном
модуле 𝐹 от выбора взаимных базисов в 𝐹 и 𝑁.

6.3.1. Отщепление кручения. Вектор𝑤 из модуля𝑀 над целостным1 кольцом𝐾 называет-
ся элементом кручения, если 𝑥𝑤 = 0 для какого-нибудь ненулевого 𝑥 ∈ 𝐾. Например, любой
класс [𝑘]𝑛 ∈ ℤ∕(𝑛) является элементом кручения в ℤ-модуле ℤ∕(𝑛), так как 𝑛[𝑘]𝑛 = [𝑛𝑘]𝑛 = [0]𝑛.
В общем случае элементы кручения составляют подмодуль в𝑀, который обозначается

Tors𝑀 ≝ {𝑤 ∈ 𝑀 | ∃ 𝑥 ≠ 0∶ 𝑥𝑚 = 0 } (6-9)

и называется подмодулем кручения в𝑀.

Упражнение 6.7. Убедитесь в том, что Tors𝑀 действительно является подмодулем в𝑀.

Если Tors𝑀 = 0, то говорят, что модуль𝑀 не имеет кручения. Например, любой идеал целост-
ного кольца𝐾 и любой подмодуль в координатноммодуле𝐾𝑛 над таким кольцом не имеют кру-
чения. Если Tors𝑀 = 𝑀, то𝑀 называется модулем кручения. Например, фактор 𝐾∕𝐼 по любому
ненулевому идеалу 𝐼 ⊂ 𝐾 является𝐾-модулем кручения, поскольку для любого класса [𝑎] ∈ 𝐾∕𝐼
и любого ненулегого 𝑥 ∈ 𝐼 класс 𝑥[𝑎] = [𝑥𝑎] = [0], так как 𝑥𝑎 ∈ 𝐼.

Предложение 6.1

Для любого модуля𝑀 над целостным кольцом 𝐾 фактормодуль𝑀∕Tors(𝑀) не имеет кручения.
Если подмодуль 𝑁 ⊂ 𝑀 таков, что Tors(𝑀∕𝑁) = 0, то Tors(𝑀) ⊂ 𝑁.

1См. n∘ 1.4.1 на стр. 29.
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Доказательство. При ненулевом 𝑥 ∈ 𝐾 равенство 𝑥[𝑤] = [𝑥𝑤] = [0] в𝑀∕Tors(𝑀) означает, что
𝑥𝑤 ∈ Tors(𝑀), т. е. 𝑦𝑥𝑤 = 0 для некоторого ненулевого 𝑦 ∈ 𝐾. Так как в 𝐾 нет делителей нуля,
𝑥𝑦 ≠ 0 и 𝑤 ∈ Tors(𝑀), т. е. [𝑤] = [0]. Это доказывает первое утверждение. Для доказательства
второго заметим, что если𝑤 ∈ Tors(𝑀) −𝑁, то класс [𝑤] ∈ 𝑀∕𝑁 является ненулевым элементом
кручения. □

Теорема 6.5

Всякий конечно порождённыймодуль𝑀 над областью главных идеалов𝐾 является прямой сум-
мой свободного модуля и подмодуля кручения. В частности, любой модуль без кручения авто-
матически свободен.

Доказательство. По уже доказанному𝑀 ≃ 𝐾𝑛0 ⊕𝐾∕(𝑝𝑛11 )⊕…⊕𝐾∕(𝑝𝑛𝛼𝛼 ), где первое слагаемое
свободноот кручения, а суммаостальных𝑁 = 𝐾∕(𝑝𝑛11 )⊕…⊕𝐾∕(𝑝𝑛𝛼𝛼 ) являетсямодулемкручения,
и тем самым содержится в Tors(𝑀). Так как 𝑀∕𝑁 ≃ 𝐾𝑛0 не имеет кручения, Tors(𝑀) ⊂ 𝑁 по
предл. 6.1. Тем самым, Tors(𝑀) = 𝑁,𝑀 = 𝐾𝑛0 ⊕ Tors(𝑀) и𝑀∕Tors(𝑀) ≃ 𝐾𝑛0 . □

Следствие 6.1 (из существования разложения из теор. 6.5)

В форм. (6-8) на стр. 115 сумма 𝐾∕(𝑝𝑛11 ) ⊕ … ⊕ 𝐾∕(𝑝𝑛𝛼𝛼 ) = Tors(𝑀) и число 𝑛0, равное рангу
свободного модуля𝑀∕Tors(𝑀), не зависят от выбора разложения (6-8). □

6.3.2. Отщепление 𝒑-кручения. Для каждого простого 𝑝 ∈ 𝑃(𝐾) назовём подмодуль

Tors𝑝(𝑀) ≝ {𝑤 ∈ 𝑀 | ∃ 𝑘 ∈ ℕ∶ 𝑝𝑘𝑤 = 0}

подмодулем 𝑝-кручения в𝑀, а его элементы— элементами 𝑝-кручения.

Упражнение 6.8.Убедитесь, что Tors𝑝(𝑀) действительно является подмодулем в𝑀 и докажите
для него аналог предл. 6.1: фактор 𝑀 ∕Tors𝑝(𝑀) не имеет 𝑝-кручения, и если подмодуль
𝑁 ⊂ 𝑀 таков, что Tors𝑝(𝑀∕𝑁) = 0, то Tors𝑝(𝑀) ⊂ 𝑁.

Теорема 6.6

Всякий конечно порождённый модуль кручения𝑀 = Tors(𝑀) над областью главных идеалов 𝐾
является прямой суммой своих подмодулей 𝑝-кручения: 𝑀 = ⨁𝑝 Tors𝑝(𝑀), где сумма берётся
по всем таким 𝑝 ∈ 𝑃(𝐾), что Tors𝑝(𝑀) ≠ 0. При этом каждый конечно порождённый модуль 𝑝-
кручения имеет вид 𝐾∕(𝑝𝜈1) ⊕ … ⊕ 𝐾∕(𝑝𝜈𝑘), где 𝜈1, … , 𝜈𝑘 ∈ ℕ.

Доказательство. Если простое 𝑞 ∈ 𝐾 не ассоциировано с 𝑝, то нод(𝑝𝑘, 𝑞𝑚) = 1 для всех 𝑘,𝑚, и
класс [𝑝𝑘] обратим в факторкольце 𝐾∕(𝑞𝑚). Поэтому гомоморфизм умножения на 𝑝𝑘:

𝐾∕(𝑞𝑚) → 𝐾∕(𝑞𝑚) , 𝑥 ↦ 𝑝𝑘𝑥 ,

биективен и, в частности, не имеет ядра. Напротив, модуль 𝐾∕(𝑝𝜈) аннулируется умножением
на 𝑝𝜈. Тем самым, в разложении из форм. (6-8) на стр. 115

𝑀 = Tors(𝑀) = (
𝐾

(𝑝𝜈1 ) ⊕ … ⊕ 𝐾
(𝑝𝜈𝑘 ) ) ⊕ (⨁𝑞≠𝑝( 𝐾

(𝑞𝜇𝑞,1 ) ⊕ … ⊕ 𝐾
(𝑞𝜇𝑞,𝑚𝑞 ) ))

слагаемое в левых скобках содержится в Tors𝑝(𝑀), а фактор по нему, изоморфный сумме в пра-
вых скобках, не имеет 𝑝-кручения. Поэтому Tors𝑝(𝑀) совпадает с левым слагаемым,𝑀∕Tors𝑝(𝑀)
изоморфен правому слагаемому, и𝑀 ≃ Tors𝑝(𝑀) ⊕ (𝑀∕Tors𝑝(𝑀)). □
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Следствие 6.2 (из существования разложения из теор. 6.6)

В форм. (6-8) на стр. 115 сумма всех подмодулей 𝐾∕(𝑝𝜈) с заданным 𝑝 ∈ 𝑃(𝐾) является подмо-
дулем 𝑝-кручения в𝑀 и не зависит от выбора разложения (6-8). □

6.3.3. Инвариантность показателей 𝒑-кручения. Согласно теор. 6.6 каждый конечно по-
рождённый модуль 𝑝-кручения𝑀 над областью главных идеалов 𝐾 имеет вид

𝑀 = 𝐾
(𝑝𝜈1) ⊕ … ⊕ 𝐾

(𝑝𝜈𝑛) . (6-10)

Упорядоченные по нестрогому убыванию натуральные числа 𝜈1 ⩾ 𝜈2 ⩾ … ⩾ 𝜈𝑛 называются
показателями 𝑝-кручения модуля 𝑀. Они образуют диаграмму Юнга 𝜈 = 𝜈(𝑀) = (𝜈1, … , 𝜈𝑛),
которая называется цикловым типом модуля 𝑝-кручения 𝑀. Для завершения доказательства
теор. 6.4 остаётся проверить, что цикловой тип зависит только от модуля 𝑀, а не от выбора
конкретного разложения (6-10). Для этого рассмотрим гомоморфизм умножения на 𝑝

𝜑∶ 𝑀 → 𝑀 , 𝑤 ↦ 𝑝𝑤

и обозначим через 𝜑𝑘 = 𝜑 ∘ … ∘ 𝜑∶ 𝑤 ↦ 𝑝𝑘𝑤 его 𝑘-кратную итерацию, считая, что 𝜑0 = Id𝑀.
Очевидно, что ker𝜑𝑘 ⊆ ker𝜑𝑘+1 при всех 𝑘, и ker𝜑𝑘 = 𝑀 при 𝑘 ⩾ 𝜈1, но ker𝜑𝑘 ≠ 𝑀 при 𝑘 < 𝜈1.
Таким образом, мы имеем конечную цепочку возрастающих подмодулей

0 = ker𝜑0 ⊆ ker𝜑1 ⊆ … ⊆ ker𝜑𝜈1−1 ⊊ ker𝜑𝜈1 = 𝑀 , (6-11)

которая зависит только от модуля𝑀. В частности, 𝜈1 зависит только от𝑀.

Лемма 6.3

Для каждого 𝑘 = 1, … , 𝜈1 фактормодуль ker𝜑𝑘∕ker𝜑𝑘−1 является векторным пространством
над полем 𝕜 = 𝐾∕(𝑝) размерности, равной высоте 𝑘-го столбца диаграммыЮнга 𝜈(𝑀).

Доказательство. Зададим умножение класса [𝑥] ∈ 𝐾∕(𝑝) на класс [𝑤] ∈ ker𝜑𝑘∕ker𝜑𝑘−1 пра-
вилом [𝑥][𝑧] ≝ [𝑥𝑧]. Оно корректно, поскольку для 𝑥′ = 𝑥 + 𝑝𝑦 и 𝑤′ = 𝑤 + 𝑢, где 𝑝𝑘−1𝑢 = 0,
имеем 𝑥′𝑤′ = 𝑥𝑤 + (𝑥 + 𝑝𝑦)𝑢 + 𝑝𝑦𝑤, где 𝑝𝑘−1((𝑥 + 𝑝𝑦) 𝑢 + 𝑝𝑦𝑤) = 0, так как 𝑝𝑘−1𝑢 = 0
и 𝑝𝑘𝑤 = 0. Аксиомы дистрибутивности и ассоциативности очевидно выполняются. Это дока-
зывает первое утверждение. Для доказательства второго рассмотрим произвольное разложе-
ние (6-10). Гомоморфизм 𝜑 переводит каждое слагаемое этого разложения в себя. Обозначим
через 𝜑𝑖 = 𝜑|𝐾∕(𝑝𝜈𝑖 ) ограничение 𝜑 на 𝑖-е слагаемое 𝐾∕(𝑝𝜈𝑖) разложения (6-10). Фактор модуль

ker𝜑𝑘∕ker𝜑𝑘−1 изоморфен прямой сумме фактормодулей ker𝜑𝑘𝑖 ∕ker𝜑𝑘−1
𝑖 .

Упражнение 6.9. Убедитесь, что при каждом 𝑖 для каждого 𝑘 = 1, … , 𝜈𝑖 отображение

𝐾∕(𝑝) → ker𝜑𝑘𝑖 ∕ker𝜑𝑘−1
𝑖 , 𝑥 (mod 𝑝) ↦ 𝑝𝜈𝑖−𝑘𝑥 (mod ker𝜑𝑘−1

𝑖 ) ,

корректно определено, 𝕜-линейно и биективно.

Таким образом, на каждом слагаемом разложения (6-10) цепочка ядер (6-11) имеет вид

0 = ker𝜑0𝑖 ⊊ ker𝜑1𝑖 ⊊ … ⊊ ker𝜑𝜈𝑖−1𝑖 ⊊ ker𝜑𝜈𝑖 = 𝐾∕(𝑝𝜈𝑖𝑖 ) ,

и каждыйиз еёфакторов ker𝜑𝑘𝑖∕ker𝜑𝑘−1
𝑖 при𝑘 = 1, … , 𝜈𝑖 является одномернымвекторнымпро-

странством над полем𝕜 = 𝐾∕(𝑝), а во всёммодуле (6-10) пространство ker𝜑𝑘∕ker𝜑𝑘−1 является
прямой суммой этих одномерных пространств в количестве, равном числу строк диаграммы 𝜈,
длина которых не меньше 𝑘, т. е. длине 𝑘-го столбца диаграммы 𝜈. □
На этом доказательство теоремы об элементарных делителях заканчивается.
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Следствие 6.3 (теорема об инвариантных множителях)

Всякий конечно порождённый модуль над областью главных идеалов 𝐾 изоморфен

𝐾𝑛0 ⊕ 𝐾
(𝜆1)

⊕ … ⊕ 𝐾
(𝜆𝑔)

(6-12)

где 𝑛0,𝑔—целые неотрицательные, а 𝜆1, … , 𝜆𝑔 ∈ 𝐾— такие ненулевые необратимые элемен-
ты, что 𝜆𝑖 ∣ 𝜆𝑗 при 𝑖 < 𝑗. Два таких модуля

𝐾𝑛0 ⊕ 𝐾
(𝜆1)

⊕ … ⊕ 𝐾
(𝜆𝑔)

и 𝐾𝑚0 ⊕ 𝐾
(𝜇1)

⊕ … ⊕ 𝐾
(𝜇ℎ)

изоморфны если и только если 𝑛0 = 𝑚0, 𝑔 = ℎ и 𝜆𝑖 = 𝑠𝑖𝜇𝑖, где все 𝑠𝑖 ∈ 𝐾 обратимы. □

6.3.4. Единственность инвариантных множителей. Пусть 𝐹— свободный модуль конеч-
ного ранга𝑚 над областью главных идеалов 𝐾 и𝑁 ⊂ 𝐹—его подмодуль. Покажем, что множи-
тели 𝜆1, … , 𝜆𝑛 из теоремы о взаимном базисе1 не зависят от выбора взаимных базисов. В самом
деле, фактормодуль𝑀 = 𝐹∕𝑁 ничего не знает о взаимных базисах, и по теореме об элементар-
ных делителях2 он имеет вид

𝑀 ≃ 𝐾𝑚0 ⊕ 𝐾
(𝑝𝑚1

1 )
⊕ … ⊕ 𝐾

(𝑝𝑚𝛼𝛼 )
. (6-13)

С другой стороны, если базис 𝑒1, … , 𝑒𝑚 модуля 𝐹 таков, что векторы 𝜆1𝑒1, … , 𝜆𝑛𝑒𝑛 составляют
базис в𝑁 и 𝜆𝑖 ∣ 𝜆𝑗 при 𝑖 < 𝑗, то𝑀 = 𝐹∕𝑁 ≃ 𝐾𝑚−𝑛⊕𝐾∕(𝜆1)⊕…⊕𝐾∕(𝜆𝑛), а каждый фактор𝐾∕(𝜆)
по китайской теореме об остатках является прямой суммой модулей вида 𝐾∕(𝑝𝜈𝑝(𝜆)), где 𝑝𝜈𝑝(𝜆)

берутся из разложения 𝜆 = ∏𝑝∈𝑃(𝐾) 𝑝𝜈𝑝(𝜆) на простые множители. По теореме об элементарных

делителях 𝑛 = 𝑚 − rk(𝑀∕Tors(𝑀)), а набор степеней 𝑝𝜈𝑝(𝜆) точно такой же, как в (6-13), т. е.
представляет собою набор элементарных делителей модуля 𝑀, зависящий только от 𝑀 в силу
предыдущих теорем. Согласно лем. 6.2 на стр. 115 набор чисел 𝜆1, … , 𝜆𝑛, в котором 𝜆𝑖 ∣ 𝜆𝑗 при
𝑖 < 𝑗, однозначно восстанавливается по дизъюнктному объединению своих делителей 𝑝𝜈𝑝(𝜆𝑖),
что доказывает независимость инвариантных множителей от выбора базиса.

Применительно к модулю 𝐹 = 𝐾𝑚 со стандартным базисом 𝒆 = (𝑒1, … , 𝑒𝑚) и его подмоду-
лю 𝑁 ⊂ 𝐾𝑚, порождённому столбцами 𝒂 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛) матрицы 𝐴 ∈ Mat𝑚×𝑛(𝐾), это утвержде-
ние означает, что элементы 𝑑𝑖𝑖 нормальной формы Смита матрицы 𝐴 не зависят от способа её
приведения к нормальной форме и даже собственно от матрицы, а зависят лишь от подмоду-
ля𝑁. В самом деле, если𝐷 = 𝐿𝐴𝑅—это (какая-нибудь) нормальнаяформаСмитаматрицы𝐴, то
из равенства𝒂 = 𝒆𝐴 вытекает равенство𝒂𝑅 = 𝒆𝐿−1𝐿𝐴𝑅 = 𝒆𝐿−1𝐷. В силу обратимости матриц𝑅
и 𝐿 векторы 𝒖 = 𝒆 𝐿−1 тоже составляют базис в 𝐾𝑚, а векторы 𝒘 = 𝒂𝑅 линейно порождают 𝑁.
Так как𝒘 = 𝒖𝐷, векторы 𝒖 = (𝑢1, … , 𝑢𝑚) и векторы𝑤𝑖 = 𝑑𝑖𝑖𝑢𝑖 с ненулевыми 𝑑𝑖𝑖 образуют вза-
имные базисымодуля𝐾𝑚 и его подмодуля𝑁, а ненулевые диагональные элементы 𝑑𝑖𝑖 являются
инвариантными множителями этого подмодуля.

1См. теор. 6.3 на стр. 112.
2См. теор. 6.4 на стр. 115.
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7.1. Фробениусово и жорданово представления. При 𝐾 = ℤ теорема об инвариантных мно-
жителях1 и теорема об элементарных делителях2 дают две альтернативных полных классифи-
кации конечно порождённых абелевых групп.

Теорема 7.1 (теорема об инвариантных множителях)

Всякая конечно порождённая абелева группа изоморфна прямой сумме аддитивных групп

ℤ𝑟 ⊕ ℤ
(𝑛1) ⊕ … ⊕ ℤ

(𝑛𝑔) , (7-1)

где 𝑟— целое неотрицательное, а натуральные 𝑛1, … , 𝑛𝑔 ⩾ 2 таковы, что 𝑛𝑖 ∣ 𝑛𝑗 при 𝑖 < 𝑗. Две
такие группы

ℤ𝑟 ⊕ ℤ
(𝑛1) ⊕ … ⊕ ℤ

(𝑛𝑔) и ℤ𝑠 ⊕ ℤ
(𝑚1) ⊕ … ⊕ ℤ

(𝑚ℎ)
изоморфны если и только если 𝑟 = 𝑠, 𝑔 = ℎ и 𝑛𝑖 = 𝑚𝑖 при всех 𝑖. □

Теорема 7.2 (теорема об элементарных делителях)

Всякая конечно порождённая абелева группа изоморфна прямой сумме аддитивных групп

ℤ𝑟 ⊕ ℤ
(𝑝𝑛11 )

⊕ … ⊕ ℤ
(𝑝𝑛𝛼𝛼 )

, (7-2)

где 𝑝𝜈 ∈ ℕ—простые числа (не обязательно различные). Две такие группы

ℤ𝑟 ⊕ ℤ
(𝑝𝑛11 )

⊕ … ⊕ ℤ
(𝑝𝑛𝛼𝛼 )

и ℤ𝑠 ⊕ ℤ
(𝑞𝑚1
1 )

⊕ … ⊕ ℤ
(𝑞𝑚𝛽
𝛽 )

изоморфны если и только если 𝑟 = 𝑠, 𝛼 = 𝛽 и после надлежащей перестановки слагаемых будут
выполняться равенства 𝑛𝜈 = 𝑚𝜈 и 𝑝𝜈 = 𝑞𝜈 при всех 𝜈. □

При этом в разложениях (7-1) и (7-2) данной абелевой группы 𝐴 целые неотрицательные 𝑟 оди-
наковы, а упорядоченный набор натуральных чисел 𝑛1 ∣ … ∣ 𝑛𝑔 из разложения (7-1) и неупоря-
доченное множество возможно повторяющихся степеней 𝑝𝜈 из разложения (7-2) однозначно
определяют друг друга по лем. 6.2 на стр. 115: множество элементарных делителей является
дизъюнктным объединением степеней 𝑝𝜈𝑝(𝑛𝑖) с 𝜈𝑝(𝑚𝑖) > 0 по всем 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑔 и всем про-
стым 𝑝 ∈ ℕ, а набор инвариантных множителей 𝑛1, … , 𝑛𝑔 является прочитанным справа на-
лево набором произведений, взятых по столбцам диаграммы Юнга, в первую строку которой
выписаны в порядке нестрого убывания показателей все степени того числа 𝑝, степеней ко-
торого больше всего, во вторую — все степени следующего по общему количеству степеней
числа 𝑝 и т. д. Единственная с точностью до перестановки прямых слагаемых аддитивная груп-
па (7-2), изоморфная заданной конечно порождённой абелевой группе 𝐴, называется стан-
дартным (или жордановым) представлением группы 𝐴 или разложением группы 𝐴 в прямую
сумму неразложимых циклических подгрупп, а прямая сумма (7-1)—фробениусовым представ-
лением группы 𝐴.

1См. сл. 6.3 на стр. 119.
2См. теор. 6.4 на стр. 115.
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Пример 7.1 (абелевы группы порядка ⩽ 10)

Абелевы группыиз двух, трёх, пяти, шести, семи и десяти элементов с точностью до изоморфиз-
ма единственны и их стандартные представления (7-2) имеют, соответственно, вид:

ℤ∕(2) , ℤ∕(3) , ℤ∕(5) , ℤ∕(3) ⊕ ℤ∕(2) , ℤ∕(7) , ℤ∕(5) ⊕ ℤ∕(2) .

Групп из четырёх элементов с точностью до изоморфизма две: ℤ∕(4) и ℤ∕(2) ⊕ ℤ∕(2).
Упражнение 7.1. Убедитесь явным образом, что эти две группы не изоморфны.

Групп из девяти элементов с точностью до изоморфизма тоже две: ℤ ∕ (9) и ℤ ∕ (3) ⊕ ℤ ∕ (3).
Группы из восьми элементов с точностью до изоморфизма исчерпываются тремя попарно не
изоморфными группами ℤ∕(8), ℤ∕(4) ⊕ ℤ∕(2) и ℤ∕(2) ⊕ ℤ∕(2) ⊕ ℤ∕(2).

7.1.1. Канонические и не канонические слагаемые стандартного представления. Для
каждого простого 𝑝, участвующего в стандартном представлении данной группы 𝐴, в 𝐴 имеет-
ся единственная подгруппа, изоморфная прямой сумме всех прямых слагаемых вида ℤ∕(𝑝𝑚) в
разложении (7-2) — это подгруппа 𝑝-кручения Tors𝑝(𝐴) ⊂ 𝐴. Прямая сумма этих подгрупп, т. е.
подгруппа кручения Tors(𝐴) = ⨁𝑝 Tors𝑝(𝐴) — это единственная подгруппа в 𝐴, изоморфная
сумме всех отличных от ℤ𝑟 элементов разложения (7-2). В противоположность этому, дополни-
тельная к Tors(𝐴) свободная подгруппа 𝐵 ⊂ 𝐴, изоморфная ℤ𝑟 ≃ 𝐴∕Tors(𝐴) может быть выбрана
в 𝐴 разными способами. Например, группа 𝐴 = ℤ⊕ ℤ∕(3) иначе раскладывается как 𝐵⊕ ℤ∕(3),
где подгруппа 𝐵 ⊂ 𝐴 порождена элементом (1, [1]3) ∈ 𝐴.

Упражнение 7.2. Убедитесь в этом и перечислите для группы 𝐴 = ℤ⊕ℤ∕(3) все изоморфные ℤ
подгруппы 𝐵 ⊂ 𝐴, дополнительные к Tors(𝐴).

Разложение подгруппы 𝑝-кручения в сумму неразложимых циклических подгрупп

Tors𝑝(𝐴) = ℤ
(𝑝𝜈1) ⊕ … ⊕ ℤ

(𝑝𝜈𝑛)

тоже не единственно: для каждого показателя 𝜈𝑖 изоморфная ℤ∕(𝑝𝜈𝑖) подгруппа в 𝐴 может вы-
бираться разными способами. Например, группа 𝐴 = ℤ∕ (4) ⊕ ℤ(2) иначе раскладывается в
сумму 𝐵⊕𝐶 подгрупп 𝐵 ≃ ℤ∕(4) и 𝐶 ≃ ℤ∕(4), порождённых элементами ([1]4, [1]2) и ([2]4, [1]2)
соответственно. Но цикловой тип группы 𝐴, т. е. набор (𝜈1, … , 𝜈𝑛) показателей 𝑝-кручения, от
выбора разложения не зависит.

7.1.2. Циклические группы и минимальные наборы образующих. Пусть абелева груп-
па𝐴 порождается какℤ-модуль элементами 𝑎1, … , 𝑎𝑚. Наборы образующих с наименьшим воз-
можным𝑚 называется минимальными. Группа (7-1)

𝐴 = ℤ𝑟 ⊕ ℤ
(𝑛1) ⊕ … ⊕ ℤ

(𝑛𝑔) ,

где 𝑛𝑖 ∣ 𝑛𝑗 при 𝑖 < 𝑗, порождается 𝑟 + 𝑔 элементами вида (0, … , 0, 1, 0, … , 0). Покажем, что это
минимальный набор образующих. Пусть 𝐴 порождается𝑚 элементами 𝑎1, … , 𝑎𝑚. Тогда

𝐴 ≃ ℤ𝑚∕𝑅 ,

где𝑅 ⊂ ℤ𝑚 —ядро сюрьективного гомоморфизма ℤ ↠ 𝐴, переводящего стандартные базисные
векторы 𝑒1, … , 𝑒𝑚 ∈ ℤ𝑚 в 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ 𝐴. Пусть векторы 𝑓1, … , 𝑓𝑚 и 𝜆1𝑓1, … , 𝜆𝑘𝑓𝑘 образуют
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взаимные базисы в ℤ𝑚 и 𝑅, и пусть 𝜆1 = … = 𝜆𝑠 = 1, а 𝜆𝑠+1 ∣ … ∣ 𝜆𝑘 строго больше 1. Тогда
фробениусово представление группы 𝐴 = ℤ𝑚∕𝑅 имеет вид

ℤ
(𝜆𝑠+1) ⊕ … ⊕ ℤ

(𝜆𝑘) ⊕ ℤ𝑚−𝑘 ,

и в силу единственности фробениусова представления 𝑟 = (𝑚 − 𝑘), 𝑔 = 𝑘 − 𝑠 и 𝑛𝑖 = 𝜆𝑠+𝑖 при
всех 𝑖 = 1, … ,𝑔. В частности 𝑟 + 𝑔 = 𝑚 − 𝑠 ⩽ 𝑚, что и утверждалось.

В терминах разложения (7-2) в прямую сумму неразложимых циклических подгрупп чис-
ло 𝑔 конечных слагаемых фробениусова разложения абелевой группы 𝐴 равно максимальному
числу элементарных делителей с одними темже простым основанием, т. е. длине верхней стро-
ки диаграммыЮнга, составленной из элементарных делителей группы 𝐴.

Абелевы группы, которые можно породить одним элементом, называются циклическими.
Фробениусово разложение такой группыимеет ровно одно слагаемое. Тем самым, циклические
абелевы группы исчерпываются группами ℤ и ℤ∕(𝑛). В терминах элементарных делителей абе-
лева группа 𝐴 циклическая если и только если все простые числа в слагаемых ℤ∕(𝑝𝑚) её стан-
дартного представления (7-2) попарно различны. Например, группа ℤ∕(125) ⊕ ℤ∕(9) ⊕ ℤ∕(16)
циклическая, а группа ℤ∕(2) ⊕ ℤ∕(3) ⊕ ℤ∕(4) ≃ ℤ∕(2) ⊕ ℤ∕(12) —нет.

7.1.3. Неразложимые группы. Абелева группа 𝐴 называется разложимой, если она явля-
ется прямой суммой 𝐴 = 𝐵 ⊕ 𝐶 двух ненулевых собственных подгрупп 𝐵,𝐶 ⊊ 𝐴. Из теор. 7.2
на стр. 120 вытекает, что каждая неразложимая абелева группа изоморфна ℤ или ℤ∕(𝑝𝑚), где
𝑝 ∈ ℕ— простое, причём эти неразложимые группы попарно не изоморфны, а произвольная
конечно порождённая абелева группа является прямой суммой неразложимых.

7.1.4. Простые и полупростые группы. Абелева группа 𝐴 называется простой1, если в ней
нетненулевых собственныхподгрупп.Каждаяпростая группаавтоматическинеразложима.Об-
ратное неверно: группы ℤ и ℤ∕(𝑝𝑚), где𝑚 ⩾ 2 неразложимы, но не просты, поскольку содержат
ненулевые собственные подгруппы.

Упражнение 7.3. Опишите все ненулевые собственные подгруппы в ℤ и в ℤ∕(𝑝𝑚), где𝑚 ⩾ 2.
Поскольку порядок любой подгруппы в конечной группе 𝐴 делит порядок 𝐴, все конечные груп-
пы простого порядка просты.Мы заключаем, что конечно порождённые простые абелевы груп-
пы с точностью до изоморфизма исчерпываются группами ℤ∕(𝑝), где 𝑝 ∈ ℕ— простое, и при
разных 𝑝 такие группы не изоморфны.

Абелева группа называется полупростой, если она является прямой суммой простых под-
групп. Таким образом, конечно порождённые полупростые абелевы группы исчерпываются ко-
нечными прямыми суммами групп вида ℤ∕(𝑝), где 𝑝 ∈ ℕ—простое.

Предложение 7.1

Следующие свойства конечно порождённой абелевой группы 𝐴 эквивалентны:

(1) 𝐴 полупроста

(2) 𝐴 порождается своими простыми подгруппами

(3) каждая ненулевая собственная подгруппа 𝐵 ⊊ 𝐴 отщепляется прямым слагаемым, т. е.
найдётся такая подгруппа 𝐶 ⊂ 𝐴, что 𝐴 = 𝐵 ⊕ 𝐶.

1В другой терминологии— неприводимой.
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Доказательство. Импликация (1) ⇒ (2) очевидна. Докажем импликацию (2) ⇒ (3). Так как
все простые абелевы группы являются группами кручения, группа 𝐴, удовлетворяющая усло-
вию (2), тоже является группой кручения и по теор. 7.2 на стр. 120 конечна. Пересечение любой
простой подгруппы 𝑈 ⊂ 𝐴 с любой подгруппой𝑊 ⊊ 𝐴, будучи подгруппой в 𝑈, либо нулевое,
либо совпадает с𝑈. Так как линейная оболочка простых подгрупп совпадает с 𝐴, для любой соб-
ственной подгруппы𝐵 ⊊ 𝐴 найдётся простая подгруппа𝑈1 ⊊ 𝐵. Сумма подгрупп𝐵 и𝑈1 прямая.
Если 𝐵 ⊕ 𝑈1 ≠ 𝐴, заменяем 𝐵 на 𝐵 ⊕ 𝑈1 и повторяем рассуждение, до тех пор пока не получим
равенство 𝐴 = 𝐵 ⊕ 𝑈1 ⊕ … ⊕ 𝑈𝑘, где все 𝑈𝑘 просты. Остаётся положить 𝐶 = 𝑈1 ⊕ … ⊕ 𝑈𝑘.

Чтобы установить импликацию (3) ⇒ (1), докажем сначала, что если группа 𝐴 обладает
свойством (3), то им обладает и каждая подгруппа 𝐵 ⊂ 𝐴. Пусть 𝑉 ⊂ 𝐵 — любая подгруппа.
Тогда в 𝐴 существуют такие подгруппы 𝐶, 𝑈, что 𝐴 = 𝐵 ⊕ 𝐶 = 𝑉 ⊕ 𝐶 ⊕ 𝑈. Обозначим через

𝜋∶ 𝐴 ↠ 𝐵 , 𝑏 + 𝑐 ↦ 𝑏 ,

проекцию 𝐴 на 𝐵 вдоль 𝐶 и положим𝑊 = 𝜋(𝑈).
Упражнение 7.4. Проверьте, что 𝐵 = 𝑉 ⊕ 𝑊.

Поскольку группы ℤ𝑛 и ℤ ∕ (𝑝𝑚) c 𝑚 ⩾ 2 не просты и неразложимы, они не обладают свой-
ством (3) и по доказанному не могут входить в стандартное представление группы, которая об-
ладает свойством (3). Тем самым, каждая группа, обладающая свойством (3) является прямой
суммой простых групп. □

Упражнение 7.5. Убедитесь непосредственно, что группы ℤ и ℤ∕(𝑝𝑚) c𝑚 ⩾ 2 не порождаются
своими простыми подгруппами.

7.2. Группы, заданныеобразующимии соотношениями.Напрактике конечно порождённые
абелевы группы часто задаются образующими и соотношениями. Это описание обычно звучит
так: рассмотрим абелеву группу 𝐴, порождённую элементами 𝑎1, … , 𝑎𝑚, которые связаны со-
отношениями

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑎1𝑟11 + 𝑎2𝑟21 + … + 𝑎𝑚𝑟𝑚1 = 0
𝑎1𝑟12 + 𝑎2𝑟22 + … + 𝑎𝑚𝑟𝑚2 = 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑎1𝑟1𝑛 + 𝑎2𝑟2𝑛 + … + 𝑎𝑚𝑟𝑚𝑛 = 0 ,

(7-3)

где 𝑅 = (𝑟𝑖𝑗) ∈ Mat𝑚×𝑛(ℤ), и означает, что 𝐴 = ℤ𝑚 ∕𝑀, где подмодуль 𝑀 ⊂ ℤ𝑚 порождается
над ℤ строками 𝑟1, … , 𝑟𝑚 матрицы 𝑅, а образующие 𝑎𝑗 = [𝑒𝑗]𝑀 ∈ 𝐴 суть классы стандартных
базисных векторов 𝑒𝑗 ∈ ℤ𝑚 по модулю подрешётки𝑀 ⊂ ℤ𝑚.

7.2.1. Стандартное представление. Рассмотрим векторное пространство ℚ𝑚 ⊃ ℤ𝑚, в ко-
торое координатный модуль ℤ𝑚 естественным образом вложен, и обозначим через

ℚ ⊗ 𝑀 ≝ spanℚ(𝑀) ⊂ ℚ𝑚

ℚ-линейную оболочку строк матрицы 𝑅 в ℚ𝑚. Её размерность dimℚ(ℚ ⊗ 𝑀) = rk𝑅 = rk𝑀
совпадает как с рангом матрицы 𝑅 над полем ℚ, так и с рангом свободного ℤ-модуля 𝑀 ⊂ ℤ𝑛,
поскольку любой базис решётки𝑀 над ℤ одновременно является базисом пространстваℚ⊗𝑀
надℚ.

Упражнение 7.6. Докажите, что набор векторов 𝑣1, … , 𝑣𝑘 ∈ ℤ𝑚 ⊂ ℚ𝑚 линейно независим
над ℤ если и только если он линейно независим надℚ.
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Мызаключаем, чторанг свободного слагаемого𝐴∕Tors(𝐴) в стандартномпредставлении (теор. 7.2)
группы 𝐴 = ℤ𝑚∕𝑀 равен𝑚 − rk𝑅, причём ранг матрицы 𝑅 можно вычислять над полемℚ. Для
вычисления остальных слагаемых стандартного представления необходимо найти все ненуле-
вые инвариантные множители 𝜆1, … , 𝜆𝑟 матрицы 𝑅. Тогда фробениусово представление груп-
пы 𝐴 = ℤ𝑚 ∕𝑀 будет иметь вид ℤ𝑚−𝑟 ⊕ ℤ∕(𝜆1) ⊕ … ⊕ ℤ∕(𝜆𝑟), а стандартное представление
получится из него разложением каждого фактора ℤ∕(𝜆𝑖) по китайской теореме об остатках.

Упражнение 7.7. Найдём стандартное представление абелевой группы, порождённой элемен-
тами 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, которые связаны соотношениями

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

− 57𝑎1 + 58𝑎2 − 55𝑎3 = 0
− 34𝑎1 + 40𝑎2 − 22𝑎3 = 0
5𝑎1 − 10𝑎2 − 5𝑎3 = 0
9𝑎1 − 11𝑎2 + 5𝑎3 = 0 .

Для этого методом Гаусса найдём инвариантные множители матрицы

𝑅 =
⎛
⎜
⎜
⎝

−57 −34 5 9
58 40 −10 −11

−55 −22 −5 5

⎞
⎟
⎟
⎠

Прибавим к 1-й строке 2-ю:

⎛
⎜
⎜
⎝

1 6 −5 −2
58 40 −10 −11

−55 −22 −5 5

⎞
⎟
⎟
⎠

Зануляем верхнюю строку и левый столбец вне левого верхнего угла:

⎛
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 −308 280 105
0 308 −280 −105

⎞
⎟
⎟
⎠

Так как 3-я строка кратна 2-й, и наибольший общий делитель второй строки равен 7, нену-
левые множители матрицы 𝑅 суть 1 и 7, а её ранг равен 2. Мы заключаем, что

𝐴 = ℤ3∕𝑀 ≃ ℤ ⊕ ℤ∕(7) .

7.2.2. Порядки элементов. На практике часто бывает важно знать, отлична ли от нуля та
или иная ℤ-линейная комбинация 𝑤 = 𝑘1𝑎1 + … + 𝑘𝑚𝑎𝑚 образующих 𝑎𝑖, и если да, то каков
порядок1 ord([𝑤]) элемента [𝑤] в группе 𝐴. Для ответа на эти вопросы необходимо выяснить,
лежит или нет какое-нибудь целое кратное 𝑧𝑤 вектора 𝑤 = (𝑘1, … , 𝑘𝑚) в целочисленной ли-
нейной оболочке строк 𝑟1, … , 𝑟𝑛 ∈ ℤ𝑚 матрицы соотношений 𝑅 из формулы (7-3). Если строки
матрицы 𝑅 линейно независимы надℚ, т. е. образуют базис модуля𝑀 ⊂ ℤ𝑚 соотношений меж-
ду образующими 𝑎1, … , 𝑎𝑚 над ℤ, то достаточно решить над полемℚ систему уравнений

𝑟1𝑥1 + … + 𝑟𝑚𝑥𝑚 = 𝑤 (7-4)

1Напомню, что порядком ord(𝑤) элемента𝑤 в аддитивной абелевой группе называется наименьшее
такое 𝑛 ∈ ℕ, что 𝑛𝑤 = 0, а если такого 𝑛 нет, то ord(𝑤) = ∞, см. n∘ 2.5.1 на стр. 52.
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которая в матричных обозначениях имеет вид𝑅𝑡𝑥 = 𝑤𝑡, и в силу линейной независимости век-
торов 𝑟1, … , 𝑟𝑛 либо несовместна, либо имеет единственное рациональное решение. В первом
случае никакое целое кратное 𝑧𝑤 не лежит в 𝑀. Поэтому класс [𝑤]𝑀 отличен от нуля в груп-
пе 𝐴 = ℤ𝑚∕𝑀 и имеет в ней бесконечный порядок. Если же система (7-4) имеет рациональное
решение 𝑥𝑖 = 𝑝𝑖∕𝑞𝑖 ∈ ℚ, где нод(𝑝𝑖, 𝑞𝑖) = 1 при всех 𝑖, то

𝑤 = 𝑝1
𝑞1
𝑟1 + … + 𝑝𝑛

𝑞𝑛
𝑟𝑛

и ord([𝑤]𝑀) = нок(𝑞1, … , 𝑞𝑛). В частности, [𝑤]𝑀 = 0 если и только если все 𝑞𝑖 = 1, т. е. когда
система (7-4) решается в целых числах.

7.2.3. Подрешётки в ℤ𝒎. Абелевы подгруппы 𝐿 ⊂ ℤ𝑚 обычно называют подрешётками
в ℤ𝑚. Согласно теор. 6.2 на стр. 112 каждая подрешётка 𝐿 ⊂ ℤ𝑚 является свободным ℤ-моду-
лем ранга rk 𝐿 ⩽ 𝑚. Если rk 𝐿 = 𝑚, подрешётка 𝐿 называется соизмеримой с ℤ𝑚. Из сказанного
выше вытекает

Предложение 7.2 (соизмеримые подрешётки)

Следующие свойства подрешётки 𝐿𝐴 ⊂ ℤ𝑚, порождённой столбцами матрицы 𝐴 ∈ Mat𝑚×𝑛(ℤ),
эквивалентны друг другу:

(1) rk 𝐿 = 𝑚

(2) факторгруппа ℤ𝑚∕𝐿 конечна

(3) ранг матрицы 𝐴 над полемℚ равен𝑚. □

Решётка 𝐿 ⊂ ℤ𝑚 называются отщепимой, если она удовлетворят следующему предложению.

Предложение 7.3 (отщепимые подрешётки)

Следующие свойства подрешётки 𝐿 ⊂ ℤ𝑚 эквивалентны друг другу:

(1) все ненулевые инвариантные множители подрешётки 𝐿 равны единице

(2) факторгруппа ℤ𝑚∕𝐿 не имеет кручения

(3) существует такая подрешётка 𝑁 ⊂ ℤ𝑚, что ℤ𝑚 = 𝐿 ⊕ 𝑁

(4) решётка 𝐿 является множеством всех целых решений системы однородных линейных
уравнений 𝐴𝑥 = 0 c целочисленной матрицей 𝐴 высоты𝑚.

Доказательство. Равносильность условий (1), (2) и импликации (1) ⇒ (3), (4) вытекают из тео-
ремы о взаимном базисе: если первые 𝑟 базисных векторов базиса 𝑢1, … , 𝑢𝑚 в ℤ𝑚 образуют
базис в 𝐿, то дополнительная к 𝐿 подрешётка 𝑁 является линейной оболочкой последних𝑚 − 𝑟
базисных векторов, а решётка 𝐿 задаётся линейными однородными уравнениями, констатиру-
ющими обнуление последних𝑚 − 𝑟 координат вектора в базисе 𝑢1, … , 𝑢𝑚.

Импликация (3) ⇒ (2) очевидна, так как (𝐿 ⊕ 𝑁)∕𝐿 ≃ 𝑁.
Докажемимпликацию(4)⇒ (2).Пусть𝐴 ∈ Mat𝑘×𝑚(ℤ)иподрешётка𝐿 ⊂ ℤ𝑚 является ядром

линейного отображения 𝛼∶ ℤ𝑚 → ℤ𝑘, 𝑥 ↦ 𝐴𝑥. Тогда отображение 𝛼∶ ℤ𝑚∕𝐿 ↪→ ℤ𝑘, [𝑥] ↦ 𝐴𝑥,
корректно определено и инъективно.

Упражнение 7.8. Убедитесь в этом.

Тем самым, ℤ𝑚∕𝐿 изоморфен подмодулю модуля без кручения. □
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7.3. Общие замечания о полупростоте. Пусть 𝐾 — произвольное ассоциативное кольцо, т. е.
абелева группа с операцией умножения 𝐾 × 𝐾 → 𝐾, которая дистрибутивна по отношению к
сложению: (𝑥 + 𝑦)𝑧 = 𝑥𝑦+ 𝑥𝑧, 𝑥(𝑦+ 𝑧) = 𝑥𝑧+ 𝑦𝑧, и ассоциативна: (𝑥𝑦)𝑧 = 𝑥(𝑦𝑧), где 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐾.
Абелева группа 𝑉 называется левым 𝐾-модулем, если задано умножение (или действие)

𝐾 × 𝑉 → 𝑉 ,

которое тоже дистрибутивно и ассоциативно:

∀ 𝑧 ∈ 𝐾, ∀ 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 𝑧(𝑢 + 𝑤) = 𝑧𝑢 + 𝑧𝑤 и ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾, ∀ 𝑣 ∈ 𝑉 (𝑥 + 𝑦)𝑣 = 𝑥𝑣 + 𝑦𝑣 ,
∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾, ∀ 𝑣 ∈ 𝑉 (𝑥𝑦)𝑣 = 𝑥(𝑦𝑣) .

Подмодуль в 𝑉 — это абелева подгруппа, выдерживающая умножение на все элементы из 𝐾.
Модуль 𝑈 называется простым, если в нём нет ненулевых собственных подмодулей, и полупро-
стым, если он является прямой суммой простых (не обязательно конечной).

Лемма 7.1

Пусть 𝐾-модуль 𝑊 линейно порождается над 𝐾 некоторым множеством 𝒮 своих простых 𝐾-
подмодулей. Тогда у любого собственного подмодуля 𝑈 ⊊ 𝑊 имеется дополнительный1 под-
модуль 𝑉, являющийся прямой суммой подходящих подмодулей из множества 𝒮. Для нулевого
подмодуля 𝑈 = 0 это означает, что весь модуль𝑊 является прямой суммой подходящих подмо-
дулей из множества 𝒮. В частности, такой модуль𝑊 автоматически полупрост.

Доказательство. Так как 𝑈 ≠ 𝑊 и𝑊 линейно порождается подмодулями 𝑆 ∈ 𝒮, в множестве 𝒮
найдётся подмодуль 𝑆 ⊄ 𝑈. Сумма 𝑈 + 𝑆 является прямой, поскольку пересечение 𝑆 ∩ 𝑈 ⊊
𝑆 и 𝑆 прост. Обозначим через 𝒮′ множество всех полупростых подмодулей 𝑀 ⊂ 𝑊, которые
являются прямыми суммами модулей из 𝒮 и имеют нулевое пересечение с 𝑈. По предыдущему,
множество𝒮′ непусто. Введёмна нём частичныйпорядок, полагая𝑀1 < 𝑀2, когда𝑀2 = 𝑀1⊕𝑀
для ненулевого𝑀 ∈ 𝒮′.

Упражнение 7.9. Убедитесь, что 𝒮′ является полным чумом2.

По лемме Цорна3 в множестве 𝒮′ имеется максимальный элемент 𝑉. По построению𝑈∩𝑉 = 0.
Покажем, что 𝑈 + 𝑉 = 𝑊. Если 𝑈 + 𝑉 ≠ 𝑊, то повторяя проведённое в начале доказательства
рассуждение для подмодуля 𝑈′ = 𝑈 + 𝑉 в роли подмодуля 𝑈, мы найдём в 𝒮 такой подмодуль
𝑆 ⊂ 𝑊, что сумма 𝑈′ + 𝑆 прямая. Это означает, что 𝑉 ⊕ 𝑆 ∈ 𝒮′ строго больше, чем 𝑉. Всё
сказанное работает и для 𝑈 = 0. □

Теорема 7.3

Модуль𝑊 полупрост если и только если каждый ненулевой подмодуль в𝑊 содержит простой
ненулевойподмодуль и для каждого ненулевого собственного подмодуля𝑈 ⊂ 𝑊 найдётся такой
подмодуль 𝑉 ⊂ 𝑊, что𝑊 = 𝑈 ⊕ 𝑉.

Доказательство. Если модуль𝑊 полупрост, т. е. является прямой суммой простых подмодулей,
подмодуль 𝑉 ⊂ 𝑊, дополнительный к произвольно заданному подмодулю 𝑈 ⊂ 𝑊, существует
по лем. 7.1, применённой к множеству 𝒮 всех простых подмодулей в𝑊.

1Т. е. такой подмодуль 𝑉 ⊂ 𝑊, что𝑊 = 𝑈 ⊕ 𝑉, см. прим. 5.10 на стр. 87.
2См. опр. 0.3 на стр. 21.
3См. сл. 0.1 на стр. 21.
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Упражнение 7.10. Убедитесь, что проекция 𝜋∶ 𝑊 = 𝑈 ⊕ 𝑉 ↠ 𝑈, 𝑢 + 𝑣 ↦ 𝑢, 𝐾-линейна, т. е.
𝜋(𝑥𝑤) = 𝑥𝜋(𝑤) для всех 𝑥 ∈ 𝐾 и 𝑤 ∈ 𝑊.

Так как𝑊 линейно порождается простыми подмодулями, проекция 𝜋 переводит хотя бы один
из них в ненулевой подмодуль в 𝑈.

Упражнение 7.11. Убедитесь, что этот ненулевой подмодуль прост.

Это доказывает прямую импликацию «только если». Чтобы доказать обратную импликацию,
обозначим через 𝒮 множество всех полупростых ненулевых подмодулей 𝑆 ⊆ 𝑊. Это множе-
ство непусто, поскольку содержит ненулевой простой подмодуль, имеющийся в𝑊 по условию.
Зададим на 𝒮 частичный порядок, полагая 𝑆1 < 𝑆2 когда 𝑆2 = 𝑆1 ⊕ 𝑆 для некоторого 𝑆 ∈ 𝒮.

Упражнение 7.12. Убедитесь, что чум 𝒮 полон.

По лемме Цорна, в 𝒮 есть максимальный элемент 𝑀. Если он не совпадает с 𝑊, то найдётся
такой нетривиальный подмодуль 𝑉 ⊂ 𝑊, что𝑊 = 𝑀 ⊕ 𝑉. Поскольку в 𝑉 есть нетривиальный
простой подмодуль 𝑆 ⊂ 𝑉, сумма𝑀 ⊕ 𝑆 ∈ 𝒮 будет строго больше, чем𝑀. Тем самым,𝑀 = 𝑊.□

Следствие 7.1 (критерии полупростоты)

Пусть каждый ненулевой подмодуль 𝐾-модуля 𝑊 содержит ненулевой простой 𝐾-подмодуль.
Тогда следующие свойства модуля𝑊 эквивалентны:

1) 𝑊 полупрост

2) 𝑊 линейно порождается простыми подмодулями

3) для каждого ненулевого собственного подмодуля 𝑈 ⊂ 𝑊 существует такой ненулевой
собственный подмодуль 𝑉 ⊂ 𝑊, что𝑊 = 𝑈 ⊕ 𝑉. □

Упражнение 7.13. Пусть модуль 𝑉 таков, что для любого ненулевого собственного подмодуля
𝑈 ⊂ 𝑉 найдётся такой подмодуль𝑊 ⊂ 𝑉, что 𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑊. Докажите, что любой подмодуль
𝑉′ ⊂ 𝑉 тоже обладает этим свойством.
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8.1. Длина, знак и чётность перестановки. Биективные отображения

𝑔∶ {1, … , 𝑛} → {1, … , 𝑛} , 𝑖 ↦ 𝑔𝑖 ,

называютсяперестановками𝑛 элементов. Перестановкиобразуют группупреобразованиймно-
жества {1, … , 𝑛} в смысле n∘ 0.6 на стр. 17. Эта группа обозначается 𝑆𝑛 = Aut({1, … , 𝑛}) и на-
зывается 𝑛-той симметрической группой. Перестановку 𝑔 ∈ 𝑆𝑛 принято записывать словом

𝑔 = (𝑔1, … ,𝑔𝑛) ,

𝑖-тая буква которого равна значению 𝑔𝑖 = 𝑔(𝑖) отображения 𝑔 на элементе 𝑖. Например, слово

(2, 4, 3, 5, 1) ∈ 𝑆5

задаёт отображение 1 ↦ 2, 2 ↦ 4, 3 ↦ 3, 4 ↦ 5, 5 ↦ 1. Композиция 𝑓𝑔 перестановок 𝑓, 𝑔
действует по правилу 𝑓𝑔∶ 𝑖 ↦ 𝑓(𝑔(𝑖)). Например, в группе 𝑆5 две возможных композиции пе-
рестановок 𝑓 = (2, 4, 3, 5, 1) и 𝑔 = (3, 2, 1, 5, 4) суть 𝑓𝑔 = (3, 4, 2, 1, 5) и 𝑔𝑓 = (2, 5, 1, 4, 3).

Назовём пару возрастающих чисел 𝑖 < 𝑗 инверсной для перестановки 𝑔, если 𝑔𝑖 > 𝑔𝑗. Та-
ким образом, каждая перестановка 𝑔 ∈ 𝑆𝑛 разбивает множество всех 𝑛(𝑛−1)∕2 возрастающих
пар 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛 на два непересекающихся подмножества — инверсные пары и неинверс-
ные пары. Количество инверсных пар перестановки 𝑔 называется числом инверсий или длиной
перестановки 𝑔 и обозначается 𝓁(𝑔).

Упражнение 8.1. Найдите max 𝓁(𝑔) по всем 𝑔 ∈ 𝑆𝑛 и укажите все перестановки на которых он
достигается.

Число sgn(𝑔) ≝ (−1)𝓁(𝑔) называется знакомперестановки𝑔. Перестановка𝑔 называется чётной,
если sgn(𝑔) = 1 и нечётной, если sgn(𝑔) = −1.

Перестановка, меняющая местами какие-либо два элемента 𝑖, 𝑗 и оставляющая все осталь-
ные элементы на месте, обозначается 𝜎𝑖𝑗 и называется транспозицией 𝑖-го и 𝑗-го элементов.

Упражнение 8.2. Убедитесь, что каждая перестановка 𝑔 ∈ 𝑆𝑛 является композицией транспо-
зиций.

Разложение перестановки в композицию транспозиций не единственно: например, транспози-
цию 𝜎13 = (3, 2, 1) ∈ 𝑆3 иначе можно записать как 𝜎12𝜎23𝜎12 или как 𝜎23𝜎12𝜎23. Тем не ме-
нее чётность количества транспозиций, в композицию которых раскладывается данная пере-
становка 𝑔, не зависит от способа разложения и совпадает с чётностью числа инверсных пар
перестановки 𝑔, т. е. все чётные перестановки являются композициями чётного числа транспо-
зиций, а нечётные— нечётного. Это вытекает из следующей леммы.

Лемма 8.1

sgn(𝑔𝜎𝑖𝑗) = − sgn(𝑔) для любой перестановки 𝑔 ∈ 𝑆𝑛 и любой транспозиции 𝜎𝑖𝑗 ∈ 𝑆𝑛.

Доказательство. Перестановки

𝑔 = (𝑔1, … ,𝑔𝑖−1, 𝒈𝑖, 𝑔𝑖+1, … ,𝑔𝑖−1, 𝒈𝑗, 𝑔𝑗+1, … ,𝑔𝑛)
𝑔𝜎𝑖𝑗 = (𝑔1, … ,𝑔𝑖−1, 𝒈𝑗, 𝑔𝑖+1, … ,𝑔𝑖−1, 𝒈𝑖, 𝑔𝑗+1, … ,𝑔𝑛)

(8-1)
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отличаются друг от друга транспозицией элементов 𝑔𝑖 и 𝑔𝑗, стоящих на 𝑖-том и 𝑗-том местах
перестановки 𝑔. В этих двух перестановках пара (𝑖, 𝑗), а также 2(𝑗− 𝑖 − 1) пар вида (𝑖,𝑚) и (𝑚, 𝑗)
с произвольным𝑚 из промежутка 𝑖 < 𝑚 < 𝑗 имеют противоположную инверсность, а инверс-
ность всех остальных пар одинакова. □

Следствие 8.1

Если перестановка 𝑔 является композицией 𝑚 транспозиций, то sgn(𝑔) = (−1)𝑚 и чётность
перестановки совпадает с чётностью числа𝑚.

Доказательство. Тождественная перестановка не имеет инверсных пар и, стало быть, чётна. В
силу леммы, перестановка получающаяся из тождественной умножением на𝑚 транспозиций,
имеет чётность (−1)𝑚. □

Следствие 8.2 (знаковый гомоморфизм)

Отображение sgn∶ 𝑆𝑛 ↠ {+1, −1}, 𝑔 ↦ (−1)𝓁(𝑔), является мультипликативным гомоморфиз-
мом, т. е. sgn(𝑔ℎ) = sgn(𝑔) sgn(ℎ) для всех 𝑔, ℎ ∈ 𝑆𝑛, и множества чётных и нечётных переста-
новок суть полные прообразы элементов 1 и −1 при этом гомоморфизме. □

Пример 8.1 (правило ниточек)

Интерпретация чётности перестановки как чётности числа инверсных пар даёт практический
способ отыскания чётности перестановки—не самый быстрый1, но полезный в ряде ситуаций,
с которымимы далее столкнёмся. Напишемисходные числа и их перестановку друг под другом,
как на рис. 8⋄1, и соединим одинаковые числа нитями так, чтобы ни одна из нитей не вылезала
за пределыпрямоугольника, образованного четырьмя угловымичислами, и чтобывсе точкипе-
ресечения нитей были простыми двойными2. Тогда чётность числа инверсных пар будет равна
чётности числа точек пересечения нитей.

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

6

6

7

7

8

8

9

9

Рис. 8⋄1. sgn(2, 9, 6, 1, 8, 3, 5, 7, 4) = +1 (всего 18 пересечений).

Упражнение 8.3. Докажите это и убедитесь при помощи правила ниточек, что знак тасующей
перестановки (𝑖1, … , 𝑖𝑘, 𝑗1, … , 𝑗𝑚), где оба набора номеров 𝑖1, … , 𝑖𝑘 и 𝑗1, … , 𝑗𝑚 возрастают
слева направо, равен sgn(𝑖1, … , 𝑖𝑘, 𝑗1, … , 𝑗𝑚) = (−1)|𝐼|+𝑘(𝑘+1)∕2, где |𝐼| ≝ 𝑖1 + … + 𝑖𝑘.

1Обычно быстрее бывает разложить перестановку в композицию непересекающихся циклов и вос-
пользоваться тем, что циклы чётной длины нечётны, а циклы нечётной длины чётны.

2Это означает, что в каждой точке пересечения встречается ровно две нити, причём пересечение про-
исходит трансверсально: /\, а не по касательной: )(.
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8.2. Определитель. Рассмотрим произвольное коммутативное кольцо 𝐾 с единицей, произ-
вольную квадратную матрицу 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗) ∈ Mat𝑛(𝐾) и обозначим через 𝑣1, … , 𝑣𝑛 ∈ 𝐾𝑛 её столб-
цы. Многочлен

det𝐶 = det(𝑣1, … , 𝑣𝑛) ≝ ∑𝑔∈𝑆𝑛
sgn(𝑔) ⋅ 𝑐𝑔11𝑐𝑔22 … 𝑐𝑔𝑛𝑛 (8-2)

называется определителем матрицы 𝐶 или набора векторов 𝑣1, … , 𝑣𝑛. Формула (8-2) предпи-
сывает всеми возможными способами выбирать в матрице 𝑛 элементов так, чтобы в каждой
строке и в каждом столбце выбирался ровно один элемент. Каждые такие 𝑛 элементов надо пе-
ремножить, а полученные 𝑛! произведений сложить с надлежащими знаками, определяемыми
так: множество клеток, где стоят выбранные 𝑛 элементов, представляет собою график биек-
тивного отображения 𝑗 ↦ 𝑔𝑗 из множества номеров столбцов в множество номеров строк, т. е.
перестановки 𝑛 номеров {1, … , 𝑛}, и знак равен знаку этой перестановки. Например, опреде-
лители матриц размеров 2 × 2 и 3 × 3 имеют вид

det(
𝑐11 𝑐12
𝑐21 𝑐22) = 𝑐11𝑐22 − 𝑐12𝑐21 (8-3)

det
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐11 𝑐12 𝑐13
𝑐21 𝑐22 𝑐23
𝑐31 𝑐32 𝑐33

⎞
⎟
⎟
⎠

= 𝑐11𝑐22𝑐33 + 𝑐13𝑐21𝑐32 + 𝑐12𝑐23𝑐31−
− 𝑐11𝑐23𝑐32 − 𝑐13𝑐22𝑐31 − 𝑐12𝑐21𝑐33 (8-4)

(во втором равенстве сначала выписаны тождественная и две циклических перестановки, по-
том— три транспозиции).

Предложение 8.1

Определитель det𝐶 = det(𝑣1, … , 𝑣𝑛) линеен по каждому столбцу 𝑣𝑖 матрицы 𝐶, кососимметри-
чен (т. е. det(𝑣1, … , 𝑣𝑛) = 0 если 𝑣𝑖 = 𝑣𝑗 для некоторых 𝑖 ≠ 𝑗) и не меняется при транспониро-
вании матрицы1 (т. е. det𝐶𝑡 = det𝐶, где 𝐶𝑡 = (𝑐𝑡𝑖𝑗) имеет 𝑐𝑡𝑖𝑗 = 𝑐𝑗𝑖).

Доказательство. Так как каждое из 𝑛! произведений, которые складываются в формуле (8-2),
содержит ровно по одному сомножителю из каждого столбца, оно линейно по каждому столб-
цу, а значит линейна и их сумма. Если 𝑖-тый столбец матрицы 𝐶 совпадает с 𝑗-тым, то 𝑐𝑔𝑖𝑖 = 𝑐𝑔𝑖𝑗
и 𝑐𝑔𝑗𝑗 = 𝑐𝑔𝑗𝑖 для любой перестановки 𝑔 ∈ 𝑆𝑛. Множество всех перестановок разбиваются на
не пересекающиеся пары вида (𝑔,𝑔𝜎𝑖𝑗), поскольку композиция с транспозицией 𝜎𝑖𝑗 ∶ 𝑆𝑛 ⥲ 𝑆𝑛,
𝑔 ↦ 𝑔𝜎𝑖𝑗, является инволютивной2 биекцией без неподвижных точек3. В сумме (8-2) слагае-
мые, отвечающие каждой паре 𝑔 и 𝑔𝜎𝑖𝑗 имеют вид

sgn(𝑔) ⋅ 𝑐𝑔11 … 𝑐𝑔𝑖𝑖 … 𝑐𝑔𝑗𝑗 … 𝑐𝑔𝑛𝑛 и sgn(𝑔𝜎𝑖𝑗) ⋅ 𝑐𝑔11 … 𝑐𝑔𝑗𝑖 … 𝑐𝑔𝑖𝑗 … 𝑐𝑔𝑛𝑛
и различаются только знаком, сокращая друг друга. Поэтому сумма получится нулевая. Нако-
нец, равенство det𝐶𝑡 = det𝐶 вытекает из того, что набор произведений 𝑛-ок матричных эле-
ментов в разложениях det𝐶 иdet𝐶𝑡 одинаков, а знаки, с которымикаждое произведение входит
в det𝐶 и det𝐶𝑡, суть знаки обратных друг другу перестановок.

Упражнение 8.4. Покажите, что знаки обратных друг другу перестановок совпадают.

Тем самым, разложения (8-2) для det𝐶 и det𝐶𝑡 состоят из одних и тех же слагаемых с одними и
теми же знаками. □

1См. обсуждение перед предл. 5.4 на стр. 96.
2Т. е. обратной самой себе.
3Равенство 𝑔 = 𝑔𝜎𝑖𝑗 невозможно, так как умножая на 𝑔−1 слева, получаем Id = 𝜎𝑖𝑗, что не так.
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Следствие 8.3

Определитель является полилинейной кососимметричной функцией от строк матрицы. □

Следствие 8.4

Определитель меняет знак при любой транспозиции строк или столбцов матрицы1.

Доказательство. В силу кососимметричности и полилинейности

0 = det(… , (𝑣𝑖 + 𝑣𝑗), … , (𝑣𝑖 + 𝑣𝑗), …) = det(… , 𝑣𝑖, … , 𝑣𝑗, …) + det(… , 𝑣𝑗, … , 𝑣𝑖, …) ,

что и утверждается. □
Упражнение 8.5. Убедитесь, что если 1+ 1 ≠ 0 в 𝐾, то каждая знакопеременная функция от 𝑛

векторов кососимметрична.

Пример 8.2 (знакопеременные многочлены, определитель Вандермонда и базис Шура)

Многочлен 𝑓 ∈ ℤ[𝑥1, … , 𝑥𝑛] называется знакопеременным если для всех перестановок 𝑔 ∈ 𝑆𝑛

𝑓(𝑥𝑔1 , … , 𝑥𝑔𝑛) = sgn(𝑔) ⋅ 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) .

Таккакпритранспозициилюбойпарыпеременных знакопеременныймногочлен𝑓меняет знак,
в каждом мономе 𝑥𝜈11 … 𝑥𝜈𝑛𝑛 многочлена 𝑓 все степени 𝜈𝑖 попарно различны, и вместе с таким
мономом в 𝑓 входят 𝑛! мономов 𝑥𝜈1𝑔1… 𝑥𝜈𝑛𝑔𝑛 , где 𝑔 ∈ 𝑆𝑛, причём коэффициенты при мономах
𝑥𝜈11 … 𝑥𝜈𝑛𝑛 и 𝑥𝜈1𝑔1… 𝑥𝜈𝑛𝑔𝑛 получаются друг из друга умножением на знак sgn(𝑔). Мы заключаем, что
знакопеременные многочлены образуют свободный ℤ модуль с базисом из многочленов

𝛥𝜈 ≝ ∑
𝑔∈𝑆𝑛

sgn(𝑔) 𝑥𝜈1𝑔1… 𝑥𝜈𝑛𝑔𝑛 = det(𝑥𝜈𝑖𝑗 ) = det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑥𝜈11 𝑥𝜈12 ⋯ 𝑥𝜈1𝑛
𝑥𝜈21 𝑥𝜈22 ⋯ 𝑥𝜈2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑥𝜈𝑛1 𝑥𝜈𝑛2 ⋯ 𝑥𝜈𝑛𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, (8-5)

которые нумеруются диаграммами Юнга 𝜈 из 𝑛 строк попарно разных длин 𝜈1 > … > 𝜈𝑛 ⩾ 0.
Минимальной такой диаграмме 𝛿 = ((𝑛 − 1), … , 0) отвечает определитель Вандермонда

𝛥𝛿 = det(𝑥𝑛−𝑖
𝑗 ) = det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑥𝑛−1
1 … 𝑥𝑛−1

𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑥1 … 𝑥𝑛
1 … 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

= ∏
𝑖<𝑗

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗) . (8-6)

Последнее равенство вытекает из того, что при подстановке 𝑥𝑖 = 𝑥𝑗 с 𝑗 ≠ 𝑖 определитель Ван-
дермонда, как и всякий знакопеременный многочлен, обращается в нуль, и поэтому делится
в ℤ[𝑥1, … , 𝑥𝑛] на 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗. Так все такие разности неприводимы, а кольцо ℤ[𝑥1, … , 𝑥𝑛] факто-
риально, определитель Вандермонда делится на ∏𝑖<𝑗(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗), а поскольку лексикографически
старшиемономыопределителяипроизведенияравны𝑥𝑛−1

1 𝑥𝑛−2
2 … 𝑥𝑛−1 иимеюткоэффициент1,

частное от деления равно 1. Это рассуждение показывает, что любой знакопеременный мно-
гочлен 𝑓 делится в ℤ[𝑥1, … , 𝑥𝑛] на определитель Вандермонда, и частное является симметри-
ческим многочленом. Мы заключаем, что знакопеременные многочлены образуют свободный
модуль ранга1 с базисом𝛥𝛿 над кольцом симметрическихмногочленов, а симметрическиемно-
гочлены Шура 𝜎𝜆 = 𝛥𝜆+𝛿∕𝛥𝛿, где 𝜆 = (𝜆1, … , 𝜆𝑛) пробегает произвольные диаграммыЮнга из 𝑛
строк, а 𝜆 + 𝛿 = (𝜆1 + (𝑛 − 1), 𝜆2 + (𝑛 − 2), … , 𝜆𝑛), образуют базис ℤ-модуля симметрических
многочленов.

1Функции с таким свойством называются знакопеременными.
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8.3. Грассмановы многочлены. Алгебра грассмановых многочленов 𝐾 ⟨𝜉1, … , 𝜉𝑛⟩ от перемен-
ных 𝜉1, … , 𝜉𝑛 с коэффициентами в произвольном коммутативном кольце𝐾 с единицей опреде-
ляется точно также, как алгебра обычных многочленов, но только грассмановы переменные 𝜉𝑖,
в отличие от обычных, не коммутируют, а антикоммутируют друг с другом, т. е. подчиняются
соотношениям1

∀ 𝑖, 𝑗 𝜉𝑖 ∧ 𝜉𝑗 = −𝜉𝑗 ∧ 𝜉𝑖 и ∀ 𝑖 𝜉𝑖 ∧ 𝜉𝑖 = 0 . (8-7)

Символ «∧» здесь и далее используется для обозначения грассманова (антикоммутативного)
умножения, чтобы отличать его от обычного (коммутативного). Константы из 𝐾 по определе-
нию перестановочны с грассмановыми переменными, и умножение переменных на константы
записывается обычным образом: 𝑎𝜉𝑖 = 𝜉𝑖𝑎, для всех 𝑖 и всех 𝑎 ∈ 𝐾. Для каждой строго возрас-
тающей слева направо последовательности номеров 𝐼 = (𝑖1, … , 𝑖𝑚), где 𝑖1 < … < 𝑖𝑚, положим

𝜉𝐼 ≝ 𝜉𝑖1 ∧ … ∧ 𝜉𝑖𝑚 . (8-8)

Каждая перестановка 𝑔 = (𝑔1, … ,𝑔𝑚) ∈ 𝑆𝑚 переменных в этом мономе меняет его знак по
правилу

𝜉𝑖𝑔(1)
∧ … ∧ 𝜉𝑖𝑔(𝑚)

= sgn(𝑔) ⋅ 𝜉𝑖1 ∧ … ∧ 𝜉𝑖𝑚 . (8-9)

Поскольку квадраты грассмановых переменных равны нулю, мономы (8-9) исчерпывают всё
множество грассмановых мономов, т. е. однородные грассмановы многочлены степени𝑚 от 𝑛
переменных 𝜉1, … , 𝜉𝑛 по-определению образуют свободный 𝐾-модуль ранга (𝑛𝑚) с базисом из
мономов (8-8). Этот модуль обозначается 𝛬𝑚. Вся грассманова алгебра как модуль над 𝐾 явля-
ется конечной прямой суммой 𝐾 ⟨𝜉1, … , 𝜉𝑛⟩ = 𝛬0 ⊕ 𝛬1 ⊕ 𝛬2 ⊕ … ⊕ 𝛬𝑛, где младшее слагае-
мое 𝛬𝑛 ≃ 𝐾 состоит из констант и имеет в качестве базиса моном 𝜉∅ ≝ 1, отвечающий пусто-
му набору 𝐼 = ∅ и служащий единицей грассмановой алгебры, а старшее слагаемое 𝛬0 ≃ 𝐾
имеет в качестве базиса 𝜉(1,…,𝑛) = 𝜉1 ∧ … ∧ 𝜉𝑛 — единственный моном степени 𝑛, отвеча-
ющий набору 𝐼 = (1, … , 𝑛). Обратите внимание, что этот моном аннулируется умножением
на любой грассманов многочлен с нулевым свободным членом. Умножение базисных мономов
𝜉𝐼 = 𝜉𝑖1 ∧ … ∧ 𝜉𝑖𝑘 и 𝜉𝐽 = 𝜉𝑗1 ∧ … ∧ 𝜉𝑗𝑚 происходит по правилу

𝜉𝐼 ∧ 𝜉𝐽 =
{

sgn(𝐼, 𝐽) 𝜉𝐼⊔𝐽 если 𝐼 ∩ 𝐽 = ∅
0 если 𝐼 ∩ 𝐽 ≠ ∅ ,

(8-10)

где sgn(𝐼, 𝐽) — знак тасующей перестановки, упорядочивающей набор (𝑖1, … , 𝑖𝑘, 𝑗1, … , 𝑗𝑚) по
возрастанию2. Так как для базисных грассмановых мономов выполняется равенство3

(𝜉𝑖1 ∧ … ∧ 𝜉𝑖𝑘) ∧ (𝜉𝑗1 ∧ … ∧ 𝜉𝑗𝑚) = (−1)𝑘𝑚(𝜉𝑗1 ∧ … ∧ 𝜉𝑗𝑚) ∧ (𝜉𝑖1 ∧ … ∧ 𝜉𝑖𝑘) ,

однородные грассмановы многочлены коммутируют друг с другом по правилу

𝜔 ∧ 𝜂 = (−1)deg𝜔 deg𝜂𝜂 ∧ 𝜔 , (8-11)

1Если1+1не делит нуль в𝐾, то соотношения 𝜉𝑖∧𝜉𝑖 = 0могут быть опущены, поскольку они вытекают
из соотношений 𝜉𝑖 ∧ 𝜉𝑗 = −𝜉𝑗 ∧ 𝜉𝑖, если положить в них 𝑖 = 𝑗. Если же −1 = 1, то антикоммутирование
𝜉𝑖∧𝜉𝑗 = −𝜉𝑗∧𝜉𝑖 не отличается от коммутирования𝜉𝑖∧𝜉𝑗 = 𝜉𝑗∧𝜉𝑖, и в этой ситуацииименно соотношение
𝜉𝑖 ∧ 𝜉𝑖 = 0 отличает грассмановы переменные от обычных.

2Если 𝐼 ⊔ 𝐽 = {1, … ,𝑛}, то sgn(𝑖1, … , 𝑖𝑘, 𝑗1, … , 𝑗𝑚) = (−1)|𝐼|+𝑘(𝑘+1)∕2 по упр. 8.3 на стр. 129.
3Для проноса каждой из𝑚 переменных 𝜉𝑗 влево через 𝑘 переменных 𝜉𝑖 нужно совершить 𝑘 транспо-

зиций.
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которое называется кошулевым правилом знаков. В частности, любой однородный многочлен
чётной степени коммутирует со всеми грассмановыми многочленами.

Упражнение 8.6. Опишите центр грассмановой алгебры

𝑍(𝐾 ⟨𝜉1, … , 𝜉𝑛⟩) ≝ {𝜏 ∈ 𝐾 ⟨𝜉1, … , 𝜉𝑛⟩ | ∀𝜔 ∈ 𝐾 ⟨𝜉1, … , 𝜉𝑛⟩ 𝜏 ∧ 𝜔 = 𝜔 ∧ 𝜏} .

8.3.1. Грассманова алгебра свободного модуля. Обозначим через 𝑉 свободный 𝐾-модуль
ранга 𝑟. Если векторы 𝑒1, … , 𝑒𝑟 ∈ 𝑉 образуют базис модуля 𝑉, то алгебра грассмановых много-
членов𝐾 ⟨𝑒1, … , 𝑒𝑟⟩ от переменных 𝑒1, … , 𝑒𝑟 обозначается 𝛬𝑉 и называется грассмановой (или
внешней) алгеброй свободного модуля 𝑉, а подмодуль однородных грассмановых многочленов
степени 𝑑 обозначается 𝛬𝑑𝑉 ⊂ 𝛬𝑉 и называется 𝑑-й внешней степенью свободного модуля 𝑉.
Эти не апеллирующие к выбору базиса названия и обозначения связаны с тем, что при каждом
𝑑 = 0, 1, … , 𝑛 подмодуль 𝛬𝑑 = 𝛬𝑑𝑉 ⊂ 𝐾 ⟨𝑒1, … , 𝑒𝑟⟩ однородных многочленов степени 𝑑 не за-
висит от выбора базиса в 𝑉. В самом деле, подмодуль констант 𝛬0𝑉 ≃ 𝐾 порождается единицей
грассмановой алгебры, подмодуль 𝛬1𝑉 однородных грассмановых многочленов степени 1, т. е.
множество всевозможных𝐾-линейных комбинаций базисных векторов 𝑒1, … , 𝑒𝑟, канонически
отождествляется с модулем 𝑉 и тоже не зависит от выбора базиса, а для прочих 𝑑 подмодуль
𝛬𝑑𝑉 ⊂ 𝐾 ⟨𝑒1, … , 𝑒𝑟⟩ является линейной оболочкой всевозможных произведений 𝑣1 ∧ … ∧ 𝑣𝑑,
составленных из 𝑑 произвольных векторов 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 и опять таки не зависит от выбора базиса.
Таким образом, вся алгебра 𝛬𝑉 = ⨁𝑛

𝑑=0 𝛬𝑑𝑉 является прямой суммой модулей, не зависящих
от выбора базиса в 𝑉.

Упражнение 8.7. Убедитесь, что 𝑣 ∧ 𝑣 = 0 и 𝑢 ∧ 𝑤 = −𝑤 ∧ 𝑢 для всех 𝑢, 𝑣,𝑤 ∈ 𝑉.
8.3.2. Линейные замены переменных и миноры. Пусть в обозначениях их предыдущего

раздела 𝑛 однородных грассмановых линейных форм 𝜂1, … , 𝜂𝑛 ∈ 𝛬1𝑉 линейно выражается че-
рез𝑚 однородных грассмановых форм 𝜉1, … , 𝜉𝑚 ∈ 𝛬1𝑉 по формуле

(𝜂1, … , 𝜂𝑛) = (𝜉1, … , 𝜉𝑚) ⋅ 𝐶 ,

где 𝐶 ∈ Mat𝑛×𝑘(𝐾). Тогда при каждом 𝑑 = 1, … ,min(𝑚, 𝑛) набор мономов 𝜂𝐽 = 𝜂𝑗1 ∧ … ∧ 𝜂𝑗𝑑
степени 𝑑 линейно выражается через набор мономов 𝜉𝐼 = 𝜉𝑖1 ∧ … ∧ 𝜉𝑖𝑑 степени 𝑑 по формуле

𝜂𝐽 = 𝜂𝑗1 ∧ … ∧ 𝜂𝑗𝑑 = (∑
𝑖1
𝜉𝑖1𝑐𝑖1𝑗1) ∧ (∑

𝑖2
𝜉𝑖2𝑐𝑖2𝑗2) ∧ … ∧ (∑

𝑖𝑑
𝜉𝑖𝑑𝑐𝑖𝑑𝑗𝑑) =

= ∑
1⩽𝑖1<…<𝑖𝑑⩽𝑚

𝜉𝑖1 ∧ … ∧ 𝜉𝑖𝑑 ⋅ ∑
𝑔∈𝑆𝑑

sgn(𝑔) 𝑐𝑖𝑔(1)𝑗1 … 𝑐𝑖𝑔(𝑑)𝑗𝑑 = ∑
𝐼
𝜉𝐼 ⋅ 𝑐𝐼𝐽 , (8-12)

где 𝐼 = (𝑖1, … , 𝑖𝑑) пробегает наборы из 𝑑 возрастающих номеров, а 𝑐𝐼𝐽 = det𝐶𝐼𝐽 обозначает
определитель 𝑑 × 𝑑-подматрицы 𝐶𝐼𝐽 ⊂ 𝐶, сосредоточенной в пересечениях столбцов с номе-
рами из 𝐽 и строк с номерами из 𝐼. Определитель 𝑐𝐼𝐽 ≝ det𝐶𝐼𝐽 называется 𝐼𝐽-тым минором 𝑑-
того порядка в матрице 𝐶. Таким образом, 𝐼𝐽-тый элемент матрицы, выражающей грассманов
моном 𝜂𝐽 через грассмановы мономы 𝜉𝐼 равен 𝐼𝐽-тому минору 𝑑-того порядка в матрицы выра-
жающей переменные 𝜂 через переменные 𝜉. Матрица размера (𝑛𝑑) × (𝑛𝑑), клетки которой нуме-
руются лексикографически упорядоченныминаборами 𝐼 из𝑑 возрастающихномеров и которая
имеет в клетке (𝐼𝐽) минор 𝑐𝐼𝐽 матрицы 𝐶, обозначается 𝛬𝑑𝐶 и называется 𝑑-й внешней степенью
матрицы 𝐶.
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Предложение 8.2 (мультипликативность внешних степеней)

Для любых матриц 𝐴 ∈ Mat𝑚×𝑘(𝐾), 𝐵 ∈ Mat𝑘×𝑛(𝐾) над произвольным коммутативным коль-
цом𝐾 при всех 1 ⩽ 𝑑 ⩽ min(𝑚, 𝑛, 𝑘) выполняется равенство 𝛬𝑑(𝐴 ⋅𝐵) = 𝛬𝑑𝐴 ⋅𝛬𝑑𝐵. В частности,
для квадратных матриц 𝐴 и 𝐵 одинакового размера det(𝐴𝐵) = det(𝐴) det(𝐵).

Доказательство. Рассмотрим в свободном 𝐾-модуле 𝑉 с базисом 𝒆 = (𝑒1, … , 𝑒𝑚) наборы векто-
ров 𝒂 = (𝑎1, … , 𝑎𝑘) = 𝒆𝐴 и 𝒃 = (𝑏1, … , 𝑏𝑛) = 𝒂𝐵 = 𝒆𝐴𝐵. Обозначим через 𝒆𝒅 ⊂ 𝛬𝑑𝑉 набор
из (𝑚𝑑) грассмановых мономов 𝑒𝐼 = 𝑒𝑖1 ∧ … ∧ 𝑒𝑖𝑑 , а через 𝒃𝒅,𝒂𝒅 ⊂ 𝛬𝑑𝑉 — наборы из (𝑛𝑑) и (𝑘𝑑)
грассмановых многочленов 𝑏𝐽 = 𝑏𝑗1 ∧ … ∧ 𝑏𝑗𝑑 и 𝑎𝐿 = 𝑎𝓁1 ∧ … ∧ 𝑎𝓁𝑑 соответственно. Набор

мономов 𝒆𝒅 является базисом в 𝛬𝑑𝑉, а набор многочленов 𝒃𝒅 выражается через него, с одной
стороны, как 𝒃𝒅 = 𝒆𝒅 𝛬𝑑(𝐴𝐵), а с другой стороны— как 𝒃𝒅 = 𝒂𝒅 𝛬𝑑𝐵 = 𝒆𝒅 𝛬𝑑𝐴𝛬𝑑𝐵. Поскольку
матрица перехода от произвольного набора векторов к базису однозначно определяется этим
набором, мы заключаем, что 𝛬𝑑(𝐴 ⋅ 𝐵) = 𝛬𝑑𝐴 ⋅ 𝛬𝑑𝐵. □

Пример 8.3 (детерминантная формула для инвариантных множителей)

Изпредл. 8.2 вытекает, что столбцыматрицы𝛬𝑘(𝐴𝐵) являются линейнымикомбинациямистолб-
цов матрицы 𝛬𝑘𝐴. Поэтому любое число 𝑥 ∈ 𝐾, делящее все 𝑘 × 𝑘 миноры матрицы 𝐴, делит и
все 𝑘 × 𝑘 миноры матрицы 𝐴𝐵 для любой матрицы 𝐵, на которую 𝐴 можно умножить справа.
Если матрица 𝐵 обратима, то 𝐴 = (𝐴𝐵)𝐵−1 получается из матрицы 𝐴𝐵 правым умножением на
матрицу 𝐵−1, и значит, число 𝑥 ∈ 𝐾, делящее все 𝑘 × 𝑘 миноры матрицы 𝐴𝐵, делит и все 𝑘 × 𝑘
миноры матрицы 𝐴. Мы заключаем, что наибольший общий делитель 𝑘 × 𝑘 миноров любой
матрицы 𝐴 не меняется при умножении матрицы 𝐴 справа на обратимые матрицы. Аналогич-
но проверяется, что наибольший общий делитель 𝑘 × 𝑘 миноров матрицы 𝐴 не меняется при
умножении матрицы 𝐴 на обратимые матрицы слева. Обозначим наибольший общий делитель
всех 𝑘 × 𝑘 миноров матрицы 𝐴 через 𝛥𝑘(𝐴).

Если кольцо 𝐾 является областью главных идеалов, то по теор. 6.1 на стр. 104 для любой
матрицы𝐴 найдутся такие обратимыематрицы 𝐿 и𝑅, что уматрицы𝐷𝐴 = 𝐿𝐴𝑅 все элементы𝑑𝑖𝑗
с 𝑖 ≠ 𝑗 нулевые, и 𝑑𝑖𝑖 ∣ 𝑑𝑗𝑗 при 𝑖 < 𝑗. Поскольку 𝛥𝑘(𝐷𝐴) = 𝑑11 …𝑑𝑘𝑘 и 𝛥𝑘(𝐴) = 𝛥𝑘(𝐷𝐴), мы
заключаем, что 𝑑𝑖𝑖 = 𝛥𝑖(𝐴)∕𝛥𝑖−1(𝐴), если𝛥𝑖−1(𝐴) ≠ 0, а если𝛥𝑘(𝐴) = 0 при каком-то 𝑘, то 𝑑𝑗𝑗 = 0
при всех 𝑗 ⩾ 𝑘. Это даёт новое доказательство независимости нормальной формы Смита1 𝐷𝐴
и инвариантных множителей 𝑑𝑖𝑖 матрицы 𝐴 от способа её приведения к нормальной форме
Смита.

Пример 8.4 (дискриминант соизмеримой подрешётки и формула Пика)

Пусть ℤ-подмодуль 𝑈 ⊂ ℤ𝑛 таков, что фактор ℤ𝑛∕𝑈 конечен. Обозначим через 𝒆 какой-нибудь
базис в ℤ𝑛, а через 𝒖 = 𝒆 𝐶𝒆𝒖 — какой-нибудь базис в 𝑈. Абсолютная величина определителя
матрицы 𝐶𝒆𝒖 называется дискриминантом соизмеримой2 с ℤ𝑛 подрешётки 𝑈 и обозначается

𝐷𝑈 ≝ | det𝐶𝒆𝒖| .

Упражнение 8.8. Покажите, что если матрица 𝐶 ∈ Mat𝑛(𝐾) обратима, то det𝐶 обратим в 𝐾.
Из упражнения вытекает, что дискриминант не зависит от выбора базисов 𝒆 и 𝒖, так как для
любых других базисов 𝒗 = 𝒆 𝐶𝒆𝒗 в ℤ𝑛 и 𝒘 = 𝒖𝐶𝒖𝒘 в 𝐿 матрицы переходов 𝐶𝒗𝒆 = 𝐶−1

𝒆𝒗 и 𝐶𝒖𝒘,
будучи обратимыми над ℤ, имеют определители ±1, откуда

| det𝐶𝒗𝒘| = | det(𝐶𝒗𝒆𝐶𝒆𝒖𝐶𝒖𝒘)| = | det(𝐶𝒗𝒆) det(𝐶𝒆𝒖) det(𝐶𝒖𝒘)| = | det𝐶𝒆𝒖| .
1См. n∘ 6.1.1 на стр. 104.
2См. предл. 7.2 на стр. 125.
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Беря качестве 𝒆 и 𝒖 взаимные базисы 𝑣1, … , 𝑣𝑛 и 𝜆1𝑒1, … , 𝜆𝑛𝑒𝑛, заключаем, что дискриминант
𝐷𝑈 = 𝜆1 … 𝜆𝑛 равен числу элементов в факторе ℤ𝑛∕𝑈 ≃ ℤ∕(𝜆1) ⊕ … ⊕ ℤ∕(𝜆𝑛).

На геометрическом языке1 дискриминант 𝐷𝑈 решётки 𝐿 ⊂ ℤ𝑛 ⊂ ℝ𝑛 равен евклидову объ-
ёму2 параллелепипеда 𝛱, натянутого в пространстве ℝ𝑛 на какой-нибудь базис решётки 𝑈. Та-
кой параллелепипед называется фундаментальным параллелепипедом решётки 𝑈. Его сдвиги
на векторы решётки покрывают всё пространствоℝ𝑛, не имея при этом общих внутренних то-
чек. Каждый элемент фактора ℤ𝑛 ∕𝑈 представляется точкой, лежащей в 𝛱. При этом каждая
внутренняя точка𝛱 не сравнима по модулю𝑈 ни с какими другими точками из𝛱, каждая внут-
ренняя точка любой (𝑛 − 1)-мерной гиперграни 𝛱 сравнима ещё ровно с одной точкой из 𝛱,
лежащей на параллельной гиперграни, каждая внутренняя точка любой (𝑛 − 2)-мерной гра-
ни 𝛱 сравнима ровно с тремя точками из 𝛱, лежащими на трёх параллельных (𝑛 − 2)-мерных
гранях, и т. д. Каждая вершина 𝛱 сравнима с остальными 2𝑛 − 1 вершинами. Мы заключаем,
что объём𝛱, равный числу элементов в факторе ℤ𝑛∕𝑈, может быть вычислен по формуле Пика:

Vol𝛱 = ∑
𝑛
𝑑=0 𝑝𝑑∕2𝑛−𝑑 ,

где 𝑝𝑑 при 𝑑 < 𝑛 обозначает число точек, лежащих внутри 𝑑-мерных граней 𝛱, а 𝑝𝑛 — число
внутренних точек самого 𝛱.

8.3.3. Соотношения Лапласа. Для каждого набора из𝑚 возрастающих индексов

𝐽 = (𝑗1, … , 𝑗𝑚) ⊂ {1, … , 𝑛}

положим deg 𝐽 ≝ 𝑚, |𝐽| ≝ 𝑗1 + … + 𝑗𝑚 и обозначим через 𝐽 = (𝑗1, … , 𝑗𝑛−𝑚) = {1, … , 𝑛} −𝐽
дополнительный к 𝐽 набор из 𝑛 − 𝑚 возрастающих индексов. Для произвольной квадратной
матрицы 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ Mat𝑛(𝐾) рассмотрим в грассмановой алгебре 𝐾 ⟨𝜉1, … , 𝜉𝑛⟩ набор из 𝑛
линейных форм

𝛼𝑗 = 𝜉1𝑎1𝑗 + 𝜉2𝑎2𝑗 + … + 𝜉𝑛𝑎𝑛𝑗 , где 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑟 , (8-13)

или, в матричных обозначениях, (𝛼1, … ,𝛼𝑛) = (𝜉1, … , 𝜉𝑛)𝐴. Для двух наборов индексов 𝐼, 𝐽
одинаковой длины deg 𝐼 = deg 𝐽 = 𝑚 произведения

𝛼𝐽 = 𝛼𝑗1 ∧ … ∧ 𝛼𝑗𝑚 и 𝛼𝐼 = 𝛼𝑖1 ∧ … ∧ 𝛼𝑖𝑛−𝑚

имеют дополнительные степени𝑚 и 𝑛 − 𝑚. Перемножая их по формуле (8-10), получим3

𝛼𝐽 ∧ 𝛼𝐼 =
{

(−1)|𝐽|+𝑚(𝑚+1)
2 𝛼1 ∧ … ∧ 𝛼𝑛 при 𝐼 = 𝐽

0 при 𝐼 ≠ 𝐽
(8-14)

Подставляя в равенство (8-14) разложения (8-13) и пользуясь формулами (8-12), в левой части
равенства получим

(∑
𝑀
𝜉𝑀𝑎𝑀𝐽 ) ∧ (∑

𝐿
𝜉𝐿𝑎𝐿𝐼 ) = (−1)

𝑚(𝑚+1)
2 𝜉1 ∧ … ∧ 𝜉𝑛 ∑

𝑀
(−1)|𝑀|𝑎𝑀𝐽𝑎𝑀𝐼 ,

1См. лекцию http://video.bogomolov-lab.ru/gorod/ps/stud/geom_ru/2122/lec_08.pdf.
2См. раздел 1.2.1 на стр. 133 лекции

http://video.bogomolov-lab.ru/gorod/ps/stud/geom_ru/2122/lec_10.pdf.
3Знак соответствующей тасующей перестановки был вычислен в упр. 8.3 на стр. 129.

http://video.bogomolov-lab.ru/gorod/ps/stud/geom_ru/2122/lec_08.pdf
http://video.bogomolov-lab.ru/gorod/ps/stud/geom_ru/2122/lec_10.pdf
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где𝑀 пробегает все индексы длины deg𝑀 = 𝑚, а в правой части при 𝐼 ≠ 𝐽 по-прежнему будет 0,
а при 𝐼 = 𝐽 получится (−1)

𝑚(𝑚+1)
2 +|𝐽| det𝐴⋅𝜉1∧…∧𝜉𝑛. Мы заключаем, для любых двух наборов 𝐽, 𝐼

из 𝑚 столбцов произвольной квадратной матрицы 𝐴 ∈ Mat𝑛(𝐾) выполняются соотношения
Лапласа

∑
𝑀

(−1)|𝑀|+|𝐽|𝑎𝑀𝐽𝑎𝑀𝐼 =
{

det𝐴 при 𝐼 = 𝐽,
0 при 𝐼 ≠ 𝐽,

(8-15)

где суммирование идёт по всем наборам𝑀 из𝑚 строк матрицы 𝐴.
При 𝐼 = 𝐽 соотношение (8-15) даёт формулу для вычисления определителя det𝐴 через все-

возможные миноры 𝑎𝑀𝐽 порядка𝑚, сосредоточенные в𝑚 фиксированных столбцах матрицы 𝐴
с номерами 𝐽, и дополнительные к ним миноры 𝑎𝐽𝑀 порядка 𝑛−𝑚, равные определителям мат-
риц, получающихся из 𝐴 вычёркиванием всех строк и столбцов, содержащих минор 𝑎𝑀𝐽:

det𝐴 = ∑
𝑀

(−1)|𝑀|+|𝐽|𝑎𝑀𝐽𝑎𝑀𝐽 . (8-16)

Произведение (−1)|𝑀|+|𝐽|𝑎𝑀𝐽 называется алгебраическим дополнением к минору 𝑎𝑀𝐽. При 𝐼 ≠ 𝐽
соотношение (8-15) с точностью до знака имеет вид

∑
𝑀

(−1)|𝑀|+|𝐼|𝑎𝑀𝐽𝑎𝑀𝐼 = 0 (8-17)

и называется теоремой об умножении на чужие алгебраические дополнения, поскольку левая
часть в (8-17) отличается от (8-16) тем, чтоминоры 𝑎𝑀𝐽 умножаются не на свои алгебраические
дополнения, а на дополнения к сосредоточенным в другом наборе столбцов 𝐼 ≠ 𝐽 минорам 𝑎𝑀𝐼.

Упражнение 8.9. Установите транспонированный вариант соотношений Лапласа

∑
𝑀

(−1)|𝐼|+|𝑀|𝑎𝐽𝑀𝑎𝐼𝑀 =
{

det𝐴 при 𝐼 = 𝐽
0 при 𝐼 ≠ 𝐽.

(8-18)

Если обозначить через𝛬𝑚𝐴∨ матрицу размера (𝑛𝑚)×(𝑛𝑚), клетки которой, как и уматрицы𝛬𝑚𝐴,
нумеруются𝑚-элементными подмножествами 𝐼, 𝐽 ⊂ {1, … , 𝑛}, но в клетке (𝐼𝐽) стоит алгебраи-
ческое дополнение к 𝐽𝐼-минору1 матрицы𝐴, т. е. (−1)|𝐼|+|𝐽|𝑎𝐽𝐼, то все соотношения (8-15) и (8-18)
можно свернуть в одно матричное равенство

𝛬𝑚𝐴 ⋅ 𝛬𝑚𝐴∨ = 𝛬𝑚𝐴∨ ⋅ 𝛬𝑚𝐴 = det(𝐴) ⋅ 𝐸 , (8-19)

где 𝐸 — единичная матрицу размера (𝑛𝑑) × (𝑛𝑑). Матрица 𝛬𝑚𝐴∨ называется присоединённой к
матрице 𝛬𝑚𝐴.

Пример 8.5 (соотношение Плюккера)

Рассмотрим 2 × 4 матрицу

𝐴 = (
𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14
𝑎21 𝑎22 𝑎23 𝑎24)

1Обратите внимание, что индексы 𝐼 и 𝐽 преставились!
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с элементамииз кольца𝐾 = ℤ[𝑎11, … , 𝑎22]многочленов от восьмипеременных𝑎𝑖𝑗 иобозначим
через 𝐴𝑖𝑗 = 𝑎1𝑖𝑎2𝑗 −𝑎1𝑗𝑎2𝑖, где 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 4, её 2×2минор, образованный 𝑖-м и 𝑗-м столбцами.
Раскладывая нулевой определитель

0 = det(
𝐴
𝐴) = det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14
𝑎21 𝑎22 𝑎23 𝑎24
𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14
𝑎21 𝑎22 𝑎23 𝑎24

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

по первым двум строкам, заключаем, что шесть миноров 𝐴𝑖𝑗 связаны соотношением Плюккера

𝐴12𝐴34 − 𝐴13𝐴24 + 𝐴14𝐴23 = 0 . (8-20)

Упражнение 8.10. Убедитесь, для любого поля 𝕜 и любых шести чисел 𝐴𝑖𝑗 ∈ 𝕜, удовлетворяю-
щих соотношению (8-20), существует матрица 𝐴 ∈ Mat2×4(𝕜) с 2 × 2 минорами 𝐴𝑖𝑗.

Мы заключаем, что шесть чисел 𝐴𝑖𝑗 из поля 𝕜 являются минорами 2× 4 матрицы с элементами
из 𝕜 если и только если они удовлетворяют соотношению Плюккера (8-20).

Пример 8.6 (определитель пучка матриц)

Рассмотрим квадратные матрицы 𝐴,𝐵 ∈ Mat𝑛(𝐾) и пару коммутирующих переменных 𝑥, 𝑦.
Матрица 𝑥 𝐴+ 𝑦 𝐵 имеет элементы в𝐾[𝑥, 𝑦], и её определитель det(𝑥 𝐴+ 𝑦 𝐵) является однород-
ным многочленом степени 𝑛 от 𝑥 и 𝑦. Покажем, что его коэффициент при 𝑥𝑚𝑦𝑛−𝑚 равен

tr(𝛬𝑚𝐴 ⋅ 𝛬𝑚𝐵∨) = ∑𝐼𝐽(−1)|𝐼|+|𝐽|𝑎𝐼𝐽𝑏𝐼𝐽 , (8-21)

где суммирование идёт по всем𝑚-элементным подмножествам 𝐼, 𝐽 ⊂ {1, … , 𝑛}. Для этого рас-
смотрим наборы линейных форм (𝛼1, … ,𝛼𝑛) = (𝜉1, … , 𝜉𝑛)𝐴 и (𝛽1, … ,𝛽𝑛) = (𝜉1, … , 𝜉𝑛)𝐵 от
грассмановых переменных 𝜉1, … , 𝜉𝑛. Тогда

det(𝑥𝐴 + 𝑦𝐵) ⋅ 𝜉1 ∧ … ∧ 𝜉𝑛 = (𝑥𝛼1 + 𝑦𝛽1) ∧ (𝑥𝛼2 + 𝑦𝛽2) ∧ … ∧ (𝑥𝛼𝑛 + 𝑦𝛽𝑛) .

Моном 𝑥𝑚𝑦𝑛−𝑚 возникает при выборе первого слагаемого в каких-либо 𝑚 скобках, скажем, с
номерами 𝑖1, … , 𝑖𝑚, и второго слагаемого во всех остальных скобках. Вклад такого произведе-
ния в коэффициент при 𝑥𝑚𝑦𝑛−𝑚 равен

sgn(𝑖1, … , 𝑖𝑚, 𝑖1, … , 𝑖𝑛−𝑚) ⋅ 𝛼𝑖1 ∧ … ∧ 𝛼𝑖𝑘 ∧ 𝛽𝑖1 ∧ … ∧ 𝛽𝑖𝑛−𝑚
=

= (−1)
𝑚(𝑚+1)

2 +|𝐼|𝛼𝐼 ∧ 𝛽𝐼 = (−1)
𝑚(𝑚+1)

2 +|𝐼|(∑
𝐽
𝜉𝐽𝑎𝐽𝐼) ∧ (∑

𝑀
𝜉𝑀𝑏𝑀𝐼) =

= (−1)
𝑚(𝑚+1)

2 +|𝐼|
∑
𝐽𝑀

𝑎𝐽𝐼 ⋅ 𝑏𝑀𝐼 ⋅ 𝜉𝐽 ∧ 𝜉𝑀 = (∑
𝐽

(−1)|𝐼|+|𝐽|𝑎𝐽𝐼 ⋅ 𝑏𝐽𝐼) ⋅ 𝜉1 ∧ … ∧ 𝜉𝑛.

Коэффициент при 𝑥𝑚𝑦𝑛−𝑚 в det(𝑥 𝐴 + 𝑦 𝐵) равен сумме этих вкладов по всем наборам 𝐼 из 𝑚
возрастающих номеров, что и даёт формулу (8-21).
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8.4. Присоединённаяматрица.При𝑚 = 1 в вычислениях из n∘ 8.3.3 на стр. 135 наборы 𝐼 = (𝑖),
𝐽 = (𝑗) содержат по одному индексу и миноры 𝑎𝐼𝐽 = 𝑎𝑖𝑗 превращаются в матричные элементы,
так что𝛬1𝐴 = 𝐴. Присоединённая матрица 𝛬1𝐴∨ в этом случае обозначается просто𝐴∨ = (𝑎∨

𝑖𝑗) и
называется присоединённой к матрице 𝐴. Она имеет в клетке (𝑖, 𝑗) определитель (𝑛−1) × (𝑛−1)-
подматрицы, получающейся из 𝐴 выкидыванием креста с центром в клетке (𝑗, 𝑖), т. е.

𝑎∨
𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗𝑎𝑗𝑖 .

Соотношения Лапласа из форм. (8-19) на стр. 136 в этом случае превращаются в равенства

𝐴𝐴∨ = 𝐴∨𝐴 = det(𝐴) ⋅ 𝐸 (8-22)

в алгебре матриц Mat𝑛(𝐾).
8.4.1. Формула для обратной матрицы. Если определитель матрицы 𝐴 ∈ Mat𝑛(𝐾) обра-

тим в 𝐾, то по (8-22) матрица 𝐴 тоже обратима, и 𝐴−1 = 𝐴∨ ∕det𝐴. Наоборот, если матрица 𝐴
обратима, то 1 = det𝐸 = det(𝐴𝐴−1) = det(𝐴) det(𝐴−1), и det𝐴 обратим в 𝐾. Мы получаем

Предложение 8.3

Квадратная матрица 𝐴 ∈ Mat𝑛(𝐾) с элементами из произвольного коммутативного кольца 𝐾 с
единицей обратима если и только если det𝐴 обратим в 𝐾, и в этом случае 𝐴−1 = 𝐴∨∕det𝐴. □

Пример 8.7

Для матриц размера 2 × 2 и 3 × 3 с определителем 1

(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑)

−1
= (

𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎 )

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

⎞
⎟
⎟
⎠

−1

=
⎛
⎜
⎜
⎝

(𝑎22𝑎33 − 𝑎23𝑎32) −(𝑎12𝑎33 − 𝑎13𝑎31) (𝑎12𝑎23 − 𝑎13𝑎22)
−(𝑎21𝑎33 − 𝑎23𝑎31) (𝑎11𝑎33 − 𝑎13𝑎31) −(𝑎11𝑎23 − 𝑎13𝑎21)

(𝑎21𝑎32 − 𝑎22𝑎31) −(𝑎11𝑎32 − 𝑎12𝑎32) (𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21)

⎞
⎟
⎟
⎠
.

В общем случае все элементы матриц в правых частях надо поделить на det𝐴.

8.4.2. Разложение определителя по строке или столбцу. Вычисляя элемент в позиции 𝑖𝑖
первого произведения в (8-22), получаем равенство

det𝐴 = ∑
𝑛
𝑗=1(−1)𝑖+𝑗𝑎𝑖𝑗𝐴𝑖𝑗 (8-23)

которое называется разложением определителя по 𝑖-той строке. Симметричным образом, вы-
числение 𝑗𝑗-того элемента второго произведения в (8-22) даёт разложение по 𝑗-му столбцу

det𝐴 = ∑
𝑛
𝑖=1(−1)𝑖+𝑗𝑎𝑖𝑗𝐴𝑖𝑗 . (8-24)

Например, разложение определителя 3 × 3 по первому столбцу имеет вид:

det
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

⎞
⎟
⎟
⎠

=

= 𝑎11 (𝑎22𝑎33 − 𝑎23𝑎32) − 𝑎21 (𝑎12𝑎33 − 𝑎13𝑎32) + 𝑎31 (𝑎12𝑎23 − 𝑎13𝑎22) .
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8.4.3. Правило Крамера для систем однородных линейных уравнений. Рассмотрим си-
стему 𝑛 линейных однородных уравнений на 𝑛 + 1 неизвестных

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑎10𝑥0 + 𝑎11𝑥1 + … + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 0
𝑎20𝑥0 + 𝑎21𝑥1 + … + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 0

… … … … …
𝑎𝑛0𝑥1 + 𝑎𝑛1𝑥1 + … + 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 0

(8-25)

и построим по матрице 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) её коэффициентов вектор 𝛼 = (𝐴0,𝐴1, … ,𝐴𝑛) ∈ 𝐾𝑛+1, у

которого 𝑖-я координата равна умноженному на (−1)𝑖 определителюквадратной𝑛×𝑛-матрицы,
получающейся из 𝑛 × (𝑛 + 1)-матрицы 𝐴 выкидыванием 𝑖-того столбца:

𝐴𝑖 = (−1)𝑖 det
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎1,0 … 𝑎1,𝑖−1 𝑎1,𝑖+1 … 𝑎1,𝑛
𝑎2,0 … 𝑎2,𝑖−1 𝑎2,𝑖+1 … 𝑎2,𝑛

⋮ … ⋮ ⋮ … ⋮
𝑎𝑛,0 … 𝑎𝑛,𝑖−1 𝑎𝑛,𝑖+1 … 𝑎𝑛,𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(8-26)

Покажем, что вектор 𝛼 является решением системы (8-25). Дописывая к матрице 𝐴 сверху ещё
один экземпляр её 𝑖-той строки, мы получим квадратную матрицу размера (𝑛+1) × (𝑛+1) с ну-
левым определителем. Раскладывая этот определитель по верхней строке, получаем равенство
𝑎𝑖0𝐴0 + … + 𝑎𝑖𝑛𝐴𝑛 = 0, справедливое при каждом 𝑖.

Упражнение 8.11. Проверьте, что если кольцо 𝐾 = 𝕜 является полем, то уравнения (8-25) ли-
нейно независимы если и только если 𝛼 ≠ 0, и в этом случае решения системы (8-25) обра-
зуют в 𝕜𝑛+1 одномерное векторное подпространство, порождённое вектором 𝛼.

Например, в векторном пространстве 𝕜3 пересечение не совпадающих плоскостей

{
𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 = 0
𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑏3𝑧 = 0

является прямой с направляющим вектором (𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2, −𝑎1𝑏3 + 𝑎3𝑏1, 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1).
8.4.4. Правило Крамера для систем неоднородных уравнений. По предл. 5.6 на стр. 98

столбцы 𝑣1, … , 𝑣𝑛 квадратной матрицы 𝐶 ∈ Mat𝑛(𝐾) образуют базис модуля 𝐾𝑛 если и толь-
ко если матрица 𝐶 обратима, что по предл. 8.3 равносильно обратимости в 𝐾 её определителя
det(𝑣1, … , 𝑣𝑛) = det𝐶. Если это так, то коэффициенты разложения

𝑤 = 𝑥1𝑣1 + … + 𝑥𝑛𝑣𝑛

произвольного вектора 𝑤 ∈ 𝐾𝑛 по базису 𝑣1, … , 𝑣𝑛 вычисляются по правилу Крамера

𝑥𝑖 =
det (𝑣1, … , 𝑣𝑖−1, 𝑤, 𝑣𝑖+1, … , 𝑣𝑛)

det(𝑣1, … , 𝑣𝑛) , (8-27)

так как

det (𝑣1, … , 𝑣𝑖−1,𝑤, 𝑣𝑖+1, … , 𝑣𝑛) = det(𝑣1, … , 𝑣𝑖−1, ∑𝜈 𝑥𝜈𝑣𝜈, 𝑣𝑖+1, … , 𝑣𝑛) =

= ∑𝜈 𝑥𝜈 det (𝑣1, … , 𝑣𝑖−1, 𝑣𝜈, 𝑣𝑖+1, … , 𝑣𝑛) = 𝑥𝑖 det (𝑣1, … , 𝑣𝑖−1, 𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1, … , 𝑣𝑛) .
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8.4.5. Тождество Гамильтона –Кэли. Для любого коммутативного кольца 𝐾 с единицей
кольцо квадратных матриц Mat𝑛(𝐾[𝑡]) с элементами из кольца многочленов 𝐾[𝑡] совпадает с
кольцоммногочленовMat𝑛(𝐾)[𝑡] от переменной 𝑡 с коэффициентамивMat𝑛(𝐾), поскольку каж-
дую матрицу, в клетках которой стоят многочлены от 𝑡, можно записать как многочлен от 𝑡 с
матричными коэффициентами и наоборот. Например,

(
3𝑡2 + 2𝑡 𝑡3 − 1
2𝑡 + 3 𝑡3 + 𝑡 − 1) = 𝑡3 (

0 1
0 1) + 𝑡2 (

3 0
0 0) + 𝑡(

2 0
2 1) + (

0 −1
3 −1) .

Определение 8.1 (характеристический многочлен)

Для матрицы 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ Mat𝑛(𝐾) многочлен

𝜒𝐴(𝑡) ≝ det(𝑡𝐸 − 𝐴) = 𝑡𝑛 − 𝜎1(𝐴) ⋅ 𝑡𝑛−1 + … + (−1)𝑛−1𝜎𝑛−1(𝐴) ⋅ 𝑡 + (−1)𝑛𝜎𝑛(𝐴) ∈ 𝐾[𝑡]

называется характеристическим многочленом матрицы 𝐴. Коэффициент при 𝑡𝑛−𝑘 в характери-
стическом многочлене обозначается через (−1)𝑘𝜎𝑘(𝐴).

Упражнение 8.12. Убедитесь, что число 𝜎𝑘(𝐴) ∈ 𝐾 равно сумме главных 𝑘 × 𝑘 миноров1 мат-
рицы 𝐴. В частности, 𝜎1(𝐴) = tr(𝐴) и 𝜎𝑛(𝐴) = det𝐴 суть след и определитель матрицы 𝐴.

Теорема 8.1 (тождество Гамильтона – Кэли)

Рассмотрим кольцо 𝐾 = ℤ[𝑎𝑖𝑗] многочленов с целыми коэффициентами от 𝑛2 переменных 𝑎𝑖𝑗,
где 1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑛. Матрица𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ Mat𝑛(𝐾) удовлетворяет вMat𝑛(𝐾) соотношению 𝜒𝐴(𝐴) = 0.

Доказательство. Согласно форм. (8-22) на стр. 138, в кольцеMat𝑛(𝐾[𝑡]) выполняется соотноше-
ние det(𝑡𝐸−𝐴) ⋅𝐸 = (𝑡𝐸−𝐴)(𝑡𝐸−𝐴)∨, где (𝑡𝐸−𝐴)∨ ∈ Mat𝑛(𝐾[𝑡]) —матрица, присоединённая2

к (𝑡𝐸 − 𝐴). Перепишем это равенство в виде равенства между многочленами от 𝑡 с коэффици-
ентами в кольце матриц Mat𝑛(𝐾):

𝑡𝑛𝐸 − 𝜎1(𝐴) 𝑡𝑛−1𝐸 + … + (−1)𝑛𝜎𝑛(𝐴)𝐸 = (𝑡𝐸 − 𝐴)(𝑡𝑚𝐴𝑚 + … + 𝑡 𝐴1 + 𝐴0) ,

где𝐴0,𝐴1, … ,𝐴𝑚 ∈ Mat𝑛(𝐾)—некоторыематрицы.Подставляя внего 𝑡 = 𝐴, получаемвкольце
Mat𝑛(𝐾) равенство 𝜒𝐴(𝐴) ⋅ 𝐸 = 0, откуда 𝜒𝐴(𝐴) = 0. □

Упражнение 8.13. Пусть 𝑓(𝑡) = ∑𝑚
𝑖=0 𝑡𝑖𝐴𝑖, 𝑔(𝑡) = ∑𝑛

𝑗=0 𝑡𝑗𝐵𝑗 ∈ Mat𝑟(𝐾)[𝑡] и

ℎ(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) = ∑
𝑚+𝑛
𝑘=0 𝑡𝑘𝐻𝑘 ∈ Mat𝑟(𝐾)[𝑡] , где 𝐻𝑘 = ∑

𝑖+𝑗=𝑘
𝐴𝑖𝐵𝑗 ,

а матрица 𝐶 ∈ Mat𝑟(𝐾) такова, что 𝐶𝐴𝑖 = 𝐴𝑖𝐶 при всех 𝑖. Убедитесь, что 𝑓(𝐶)𝑔(𝐶) = ℎ(𝐶)
в Mat𝑟(𝐾).

1Т. е. определителей таких 𝑘×𝑘 подматриц в 𝐴, главная диагональ которых является подмножеством
главной диагонали матрицы 𝐴.

2См. n∘ 8.4 на стр. 138.
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8.5. Результант. Пусть многочлены 𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + … + 𝑎𝑛𝑥𝑛 и 𝑔(𝑥) = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + … + 𝑏𝑚𝑥𝑚
имеют коэффициенты в произвольном поле 𝕜 и 𝑎𝑛𝑏𝑚 ≠ 0. Обозначим через 𝑉𝑘 ⊂ 𝕜[𝑥] век-
торное пространство многочленов степени строго меньше 𝑘. Наличие у 𝑓 и 𝑔 общего корня в
каком-нибудь поле 𝔽 ⊃ 𝕜 равносильно тому, что deg нод(𝑓,𝑔) ⩾ 1, а это в свою очередь эквива-
лентно существованию таких не равных одновременно нулю многочленов ℎ1 ∈ 𝑉𝑚 и ℎ2 ∈ 𝑉𝑛,
что 𝑓ℎ1 + 𝑔ℎ2 = 0.

Упражнение 8.14. Убедитесь в этом.

Мы заключаем, что многочлены 𝑓 и𝑔 тогда и только тогда имеют общий корень в каком-нибудь
расширении 𝔽 ⊃ 𝕜, когда 𝕜-линейное отображение

𝑉𝑚 ⊕ 𝑉𝑛 → 𝑉𝑚+𝑛 , (ℎ1, ℎ2) ↦ 𝑓ℎ1 + 𝑔ℎ2 , (8-28)

имеет ненулевое ядро. Поскольку dim(𝑉𝑚 ⊕ 𝑉𝑛) = 𝑚 + 𝑛 = dim𝑉𝑚+𝑛, это условие выражается
равенством нулю определителя матрицы отображения (8-28) в каких-нибудь базисах. В стан-
дартных базисах (1, 0), (𝑥, 0), … , (𝑥𝑚−1, 0), (0, 1), (0, 𝑥), … , (0, 𝑥𝑛−1) в 𝑉𝑚 ⊕ 𝑉𝑛 и 1, 𝑥, … , 𝑥𝑚+𝑛−1

в 𝑉𝑚+𝑛 отображение (8-28) имеет матрицу

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑚

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑛

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎0 𝑏0
𝑎1 ⋱ ⋮ ⋱
⋮ ⋱ 𝑎0 𝑏𝑚−1 ⋱ 𝑏0
𝑎𝑛 ⋱ 𝑎1 𝑏𝑚 ⋱ ⋮

⋱ ⋮ ⋱ 𝑏𝑚−1
𝑎𝑛 𝑏𝑚

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎫⎪
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎪⎭

𝑚+𝑛 (8-29)

(в столбцах записаны коэффициентов многочленов 𝑓 и 𝑔, последовательно сдвигаемые на одну
клетку вниз при движении слева направо, все остальные элементы матрицы нулевые). Опреде-
литель матрицы (8-29) называется детерминантом Сильвестра многочленов 𝑓, 𝑔. Таким обра-
зом, многочлены 𝑓,𝑔 ∈ 𝕜[𝑥] имеют общий корень в некотором расширении 𝔽 ⊃ 𝕜 поля 𝕜, если
и только если их детерминант Сильвестра обращается в нуль.

Рассмотрим теперь кольцо 𝐾 = ℤ[𝑎𝑛, 𝑏𝑚,𝛼1, … ,𝛼𝑛,𝛽1, … ,𝛽𝑚] и многочлены

𝐴(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + … + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ≝ 𝑎𝑛
𝑛

∏
𝑖=1

(𝑥 − 𝛼𝑖)

𝐵(𝑥) = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + … + 𝑏𝑚𝑥𝑚 ≝ 𝑏𝑚
𝑛

∏
𝑗=1

(𝑥 − 𝛽𝑗) ,
(8-30)

лежащие в кольце 𝐾[𝑥]. Элемент 𝑅𝐴,𝐵 кольца 𝐾, задаваемый равенствами

𝑅𝐴,𝐵 ≝ 𝑎𝑚𝑛 𝑏𝑛𝑚 ∏
𝑖𝑗

(𝛼𝑖 − 𝛽𝑗) = 𝑎𝑚𝑛
𝑛

∏
𝑖=1

𝐵(𝛼𝑖) = (−1)𝑚𝑛𝑏𝑛𝑚
𝑚

∏
𝑗=1

𝐴(𝛽𝑗) (8-31)

называется результантоммногочленов (8-30). Будучи симметрическимкак попеременным𝛼𝑖,
так и по переменным 𝛽𝑗, результант лежит в подкольце кольца 𝐾, состоящем из многочленов
от 𝑎𝑛, 𝑏𝑚 и от элементарных симметрических многочленов 𝑒𝑘(𝛼1, … ,𝛼𝑛) и 𝑒𝓁(𝛽1, … ,𝛽𝑚).
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Предложение 8.4

Результант 𝑅𝐴,𝐵 равен в кольце 𝐾 детерминанту Сильвестра многочленов (8-30). Кроме того,
существуют такие многочлены 𝜑,𝜓 ∈ 𝐾[𝑥], что 𝐴(𝑥) ⋅ 𝜑(𝑥) + 𝐵(𝑥) ⋅ 𝜓(𝑥) = 𝑅𝐴,𝐵.

Доказательство. Обозначим матрицу (8-29) через 𝑆. По предыдущему для любых многочленов
𝜑(𝑥) = 𝜑0 + 𝜑1𝑥 + … + 𝜑𝑛−1𝑥𝑛−1 и 𝜓(𝑥) = 𝜓0 + 𝜓1𝑥 + … + 𝜓𝑚−1𝑥𝑚−1 столбец коэффициен-
тов многочлена𝐴𝜑+𝐵𝜓 является результатом умножения столбца (𝜑0, … ,𝜑𝑚−1,𝜓0, … ,𝜓𝑛−1)𝑡
слева на матрицу 𝑆. Из равенства 𝑆 ⋅ 𝑆∨ = det(𝑆) ⋅𝐸 вытекает, что в первом столбце матрицы 𝑆∨

выписаны друг под другом коэффициенты таких многочленов 𝜑,𝜓 ∈ 𝐾[𝑥], что

𝐴(𝑥) ⋅ 𝜑(𝑥) + 𝐵(𝑥) ⋅ 𝜓(𝑥) = det 𝑆 ∈ 𝐾 . (8-32)

Рассмотрим det 𝑆 ∈ ℤ[𝑎𝑛, 𝑏𝑚,𝛼1, … ,𝛼𝑛,𝛽1, … ,𝛽𝑚] как многочлен от 𝛼𝑖 с коэффициентами в
кольце многочленов от всех остальных переменных. Полагая 𝛼𝑖 = 𝛽𝑗 и подставляя в равен-
ство (8-32) 𝑥 = 𝛼𝑖 = 𝛽𝑗 получаем в левой части нуль, поскольку при 𝛼𝑖 = 𝛽𝑗 оба многочлена
𝐴(𝑥)и𝐵(𝑥) обращаются в нуль при 𝑥 = 𝛼𝑖 = 𝛽𝑗. Поэтому det 𝑆 делится в кольце𝐾 на все разности
𝑎𝑖 − 𝛽𝑗. Так как кольцо 𝐾 = ℤ[𝑎𝑛, 𝑏𝑚,𝛼1, … ,𝛼𝑛,𝛽1, … ,𝛽𝑚] факториально, а все эти разности
неприводимы и попарно не ассоциированы, det 𝑆 делится на ∏𝑖𝑗(𝛼𝑖 −𝛽𝑗). С другой стороны, по

формулам Виета 𝑎𝑘 = (−1)𝑛−𝑘𝑎𝑛𝑒𝑛−𝑘(𝛼1, … ,𝛼𝑛) и 𝑏𝑘 = (−1)𝑚−𝑘𝑏𝑚𝑒𝑚−𝑘(𝛽1, … ,𝛽𝑚), где 𝑒𝑖 —
элементарные симметрические многочлены. Поэтому первые 𝑚 столбцов матрицы 𝑆 делятся
на 𝑎𝑛, а последние 𝑛—на 𝑏𝑚. Тем самым det 𝑆 делится на 𝑎𝑚𝑛 𝑏𝑛𝑚 ∏𝑖𝑗(𝛼𝑖 −𝛽𝑗) = 𝑅𝐴,𝐵. Поскольку
лексикографически старшие члены у det 𝑆 и 𝑅𝐴,𝐵 оба равны 𝑎𝑚𝑛 𝑏𝑛𝑚(𝛼1 …𝛼𝑛)𝑚, мы заключаем,
что частное от деления равно 1. □

Пример 8.8 (исключение переменных)

Над алгебраически замкнутым полем 𝕜 пара чисел (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝕜2 тогда и только тогда является
решением системы полиномиальных уравнений 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑦) = 0, где 𝑓,𝑔 ∈ 𝕜[𝑥, 𝑦], когда
многочлены 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑥(𝑦) и 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑔𝑥(𝑦), рассматриваемые как многочлены от 𝑦 с коэффи-
циентами в кольце 𝕜[𝑥], имеют при 𝑥 = 𝑥0 общий корень 𝑦 = 𝑦0, что равносильно обращению
в нуль при 𝑥 = 𝑥0 результанта 𝑅𝑓𝑥,𝑔𝑥 ∈ 𝕜[𝑥] этих двух многочленов от 𝑦. Таким образом каждая
система из двух полиномиальных уравнений на 𝑥, 𝑦 сводится к одному полиномиальному урав-
нению на 𝑥 — обращению в нуль детерминанта Сильвестра, составленного из лежащих в 𝕜[𝑥]
коэффициентов многочленов 𝑓𝑥,𝑔𝑥 ∈ 𝕜[𝑥][𝑦]. Эта процедура называется исключением перемен-
ной 𝑦 из уравнений 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑦) = 0.



§9. Пространство с оператором

9.1. Классификация пространств с оператором.Пусть𝕜—произвольное поле, 𝑉—конечно-
мерное векторное пространство над𝕜, а 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉—линейный эндоморфизм пространства 𝑉.
Мы будем называть пару (𝐹,𝑉) пространством с оператором или просто оператором над 𝕜.
Линейное отображение 𝐶∶ 𝑈1 → 𝑈2 между пространствами с операторами (𝐹1,𝑈1) и (𝐹2,𝑈2)
называется гомоморфизмом, если 𝐹2 ∘ 𝐶 = 𝐶 ∘ 𝐹1 . В этом случае говорят, что диаграмма

𝑈1
𝐶 // 𝑈2

𝑈1 𝐶
//

𝐹1

OO

𝑈2

𝐹2

OO

коммутативна1. Если гомоморфизм 𝐶 биективен, операторы 𝐹1 ∶ 𝑈1 → 𝑈1 и 𝐹2 ∶ 𝑈2 → 𝑈2 на-
зываются изоморфными или подобными. Поскольку в этом случае 𝐹2 = 𝐶𝐹1𝐶−1, то говорят, что
оператор 𝐹2 получается из 𝐹1 сопряжением посредством изоморфизма 𝐶.

Подпространство 𝑈 ⊂ 𝑉 называется 𝐹-инвариантным, если 𝐹(𝑈) ⊂ 𝑈 . В этом случае па-
ра (𝐹|𝑈,𝑈) тоже является пространством с оператором и вложение 𝑈 ↪ 𝑉 представляет собою
гомоморфизмом пространств с операторами. Оператор, не имеющий инвариантных подпро-
странств, отличных от нуля и всего пространства, называется неприводимым или простым.

Упражнение 9.1. Покажите, что оператор умножения на класс [𝑡] в факторкольцеℝ[𝑡]∕(𝑡2+1)
неприводим.

Оператор 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 называется разложимым, если 𝑉 раскладывается в прямую сумму двух
ненулевых 𝐹-инвариантных подпространств, и неразложимым —в противном случае. Все про-
стые операторы неразложимы.

Упражнение 9.2. Покажите, что оператор умножения на класс [𝑡] в факторкольце 𝕜[𝑡]∕ (𝑡𝑛)
при всех 𝑛 > 1 приводим, но неразложим.

Таким образом, над любым полем 𝕜 имеются неразложимые пространства с оператором лю-
бой размерности. Очевидно, что всякое пространство с оператором является прямой суммой
неразложимых.

9.1.1. Пространство с оператором как 𝕜[𝒕]-модуль. Задание на пространстве 𝑉 линейно-
го оператора 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 эквивалентно заданию на 𝑉 структуры модуля над кольцом многочле-
нов 𝕜[𝑡]. В самом деле, структура 𝕜[𝑡]-модуля включает в себя операцию умножения векторов
на переменную 𝑡: 𝑣 ↦ 𝑡𝑣, которая является линейным отображением 𝑉 → 𝑉. Если обозначить
его буквой 𝐹, то умножение векторов на произвольный многочлен 𝑓(𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1𝑡+ … + 𝑎𝑚𝑡𝑚
происходит по правилу 𝑓(𝑡) 𝑣 = 𝑎0𝑣 + 𝑎1𝐹𝑣 + … + 𝑎𝑚𝐹𝑚𝑣 = 𝑓(𝐹) 𝑣, где

𝑓(𝐹) = 𝑎0Id𝑉 + 𝑎1𝐹 + … + 𝑎𝑚𝐹𝑚

есть результат вычисления многочлена 𝑓 на элементе 𝐹 в 𝕜-алгебре End(𝑉). Наоборот, каждый
линейный оператор 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 задаёт на 𝑉 структуру 𝕜[𝑡]-модуля, в котором умножение векто-
ра 𝑣 ∈ 𝑉 на многочлен 𝑓(𝑡) ∈ 𝕜[𝑡] происходит по формуле 𝑓(𝑡) 𝑣 ≝ 𝑓(𝐹) 𝑣. Мы будем обозначать
такой 𝕜[𝑡]-модуль через 𝑉𝐹.

1Произвольная диаграмма отображений называется коммутативной, если композиции отображе-
ний вдоль любых двух путей с общим началом и концом одинаковы.
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Гомоморфизм 𝐶∶ 𝑉𝐹 → 𝑊𝐺 между 𝕜[𝑡]-модулями, которые задаются линейными операто-
рами 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 и 𝐺 ∶ 𝑊 → 𝑊, представляет собою 𝕜-линейное отображение 𝐶∶ 𝑉 → 𝑊,
перестановочное с умножением векторов на 𝑡, т. е. такое что 𝐶 ∘ 𝐹 = 𝐺 ∘ 𝐶. Мы заключаем, что
гомоморфизмы пространств с операторами— это то же самое, что𝕜[𝑡]-линейные отображения
между задаваемыми этими операторами 𝕜[𝑡]-модулями. В частности, операторы 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉
и 𝐺 ∶ 𝑊 → 𝑊 изоморфны, если и только если изоморфны 𝕜[𝑡]-модули 𝑉𝐹 и𝑊𝐺.

Векторное подпространство 𝑈 ⊂ 𝑉 является 𝕜[𝑡]-подмодулем в модуле 𝑉𝐹, если и только
если оператор умножения на 𝑡 переводит 𝑈 в себя, т. е. тогда и только тогда, когда это подпро-
странство 𝐹-инвариантно. Аналогично, разложимость 𝑉 в прямую сумму инвариантных под-
пространств означает разложимость 𝕜[𝑡]-модуля 𝑉𝐹 в прямую сумму 𝕜[𝑡]-подмодулей.

Если векторное пространство 𝑉 конечномерно над 𝕜, то 𝕜[𝑡]-модуль 𝑉𝐹 конечно порож-
дён, поскольку любой набор векторов, линейно порождающих 𝑉 над 𝕜, порождает и модуль 𝑉𝐹
над 𝕜[𝑡]. В каноническом разложении конечномерного над 𝕜 модуля 𝑉𝐹 в прямую сумму сво-
бодного модуля и подмодуля кручения1 свободное слагаемое отсутствует, так как оно беско-
нечномерно над𝕜. Таким образом, из теоремы об элементарных делителях2 и теоремы об инва-
риантных множителях3 мы получаем следующие два эквивалентных друг другу описания про-
странств с оператором над произвольным полем 𝕜.

Теорема 9.1 (жорданово описание в терминах элементарных делителей)

Любой линейный оператор в конечномерном векторном пространстве над произвольным по-
лем 𝕜 подобен оператору умножения на класс [𝑡] в прямой сумме факторколец

𝕜[𝑡]∕(𝑝𝑚1
1 (𝑡)) ⊕ … ⊕ 𝕜[𝑡]∕(𝑝𝑚𝑘

𝑘 (𝑡)) , (9-1)

где все многочлены 𝑝𝜈(𝑡) ∈ 𝕜[𝑡] приведены и неприводимы, и слагаемые могут повторяться.
Операторы умножения на класс [𝑡], действующие в суммах

𝕜[𝑡]∕(𝑝𝑚1
1 (𝑡)) ⊕ … ⊕ 𝕜[𝑡]∕(𝑝𝑚𝑘

𝑘 (𝑡)) и 𝕜[𝑡]∕(𝑞𝑛1𝑖 (𝑡)) ⊕ … ⊕ 𝕜[𝑡]∕(𝑞𝑛𝓁𝓁 (𝑡))

изоморфны, если и только если 𝑘 = 𝓁 и прямые слагаемые можно переставить так, что 𝑝𝜈 = 𝑞𝜈
и𝑚𝜈 = 𝑛𝜈 при всех 𝜈. □

Теорема 9.2 (фробениусово описание в терминах инвариантных множителей)

Любой линейный оператор в конечномерном векторном пространстве над произвольным по-
лем 𝕜 подобен оператору умножения на класс [𝑡] в прямой сумме факторколец

𝕜[𝑡]∕(𝑓1) ⊕ … ⊕ 𝕜[𝑡]∕(𝑓𝑟) , (9-2)

где 𝑟 ∈ ℕ, а 𝑓1, … , 𝑓𝑟 ∈ 𝕜[𝑡] — такие приведённые многочлены, что 𝑓𝑖 ∣ 𝑓𝑗 при 𝑖 < 𝑗. Два таких
оператора на пространствах 𝕜[𝑡]∕(𝑓1) ⊕ … ⊕ 𝕜[𝑡]∕(𝑓𝑟) и 𝕜[𝑡]∕(𝑔1) ⊕ … ⊕ 𝕜[𝑡]∕(𝑔𝑠) подобны,
если и только если 𝑟 = 𝑠 и 𝑓𝑖 = 𝑔𝑖 при всех 𝑖. □

1См. теор. 6.5 на стр. 117.
2См. теор. 6.4 на стр. 115.
3См. 6-12 на стр. 119.
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9.1.2. Элементарныеделителииинвариантныемножители.Многочлены𝑓1, … , 𝑓𝑟 ∈ 𝕜[𝑡]
из теор. 9.2 называются инвариантными множителями оператора 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉, а дизъюнктное
объединение1 всех многочленов 𝑝𝑚𝜈𝜈 из теор. 9.1 называется набором элементарных делителей
и обозначается через ℰ𝓁(𝐹). Инвариантные множители и элементарные делители связаны ки-
тайской теоремой об остатках: 𝕜[𝑡]∕(𝑓1) ⊕ … ⊕ 𝕜[𝑡]∕(𝑓𝑟) ≃ ⨁𝑝𝑚∈ℰ𝓁(𝐹) 𝕜[𝑡]∕(𝑝𝑚) и однозначно
определяют друг друга, как это объяснялось в n∘ 6.3 на стр. 115.

Следствие 9.1

Линейные операторы 𝐹 и 𝐺 подобны тогда и только тогда, когда ℰ𝓁(𝐹) = ℰ𝓁(𝐺). □

Следствие 9.2

Линейный оператор неразложим тогда и только тогда, когда он подобен оператору умножения
на класс [𝑡] в факторкольце 𝕜[𝑡]∕ (𝑝𝑚), где 𝑝 ∈ 𝕜[𝑡] неприводим и приведён. Неразложимый
оператор неприводим, если и только если𝑚 = 1. □

Следствие 9.3

Многочлен 𝑓 ∈ 𝕜[𝑡] тогда и только тогда аннулирует оператор 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉, когда он делится на
все элементарные делители оператора 𝐹. Аннулирующий оператор 𝐹 приведённый многочлен
наименьшей степени равен последнему инвариантному множителю 𝑓𝑟 из разложения (9-2). □

Упражнение 9.3. Пусть пространство с оператором (𝐹,𝑉) разлагается в прямую сумму 𝐹-ин-
вариантных подпространств 𝑈𝑖. Покажите, что ℰ𝓁(𝐹) = ⨆𝑖 ℰ𝓁(𝐹|𝑈𝑖

).

9.1.3. Отыскание элементарных делителей. Фиксируем в пространстве 𝑉 какой-либо ба-
зис𝒗 = (𝑣1, … , 𝑣𝑛) над полем𝕜 и обозначим через𝐹𝒗 ∈ Mat𝑛(𝕜)матрицу оператора𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 в
этом базисе. Напомню2, что она однозначно определяется тем, что 𝐹(𝒗) = 𝒗𝐹𝒗 или, подробнее,

(𝐹(𝑣1), … ,𝐹(𝑣𝑛)) = (𝑣1, … , 𝑣𝑛)𝐹𝒗 .

Так как векторы 𝑣𝑖 линейно порождают пространство 𝑉 над 𝕜, они тем более порождают мо-
дуль𝑉𝐹 над𝕜[𝑡], и𝑉𝐹 = 𝕜[𝑡]𝑛∕𝑅𝒗, где подмодуль𝑅𝒗 = ker𝜋𝒗 ⊂ 𝕜[𝑡]𝑛 является ядром эпиморфиз-
ма3 𝜋𝒗 ∶ 𝕜[𝑡]𝑛 → 𝑉𝐹, переводящего стандартный базисный вектор 𝑒𝑖 ∈ 𝕜[𝑡]𝑛 в вектор 𝑣𝑖 ∈ 𝑉, и
состоит из всех 𝕜[𝑡]-линейных соотношений между векторами 𝒗 в 𝑉𝐹. Таким образом, инвари-
антные множители оператора 𝐹 суть отличные от единицы инвариантные множители подмо-
дуля 𝑅𝒗 ⊂ 𝕜[𝑡]𝑛.

Лемма 9.1

Если записывать элементы свободного модуля 𝕜[𝑡]𝑛 в виде координатных столбцов с элемента-
ми из 𝕜[𝑡], то подмодуль соотношений ker𝜋𝒗 ⊂ 𝕜[𝑡]𝑛 линейно порождается над 𝕜[𝑡] столбцами
матрицы 𝑡𝐸 − 𝐹𝒗.

Доказательство. Пусть 𝐹𝒗 = (𝑓𝑖𝑗). Тогда 𝑗-й столбец матрицы 𝑡𝐸 − 𝐹𝒗 выражается через стан-
дартный базис 𝒆 модуля 𝕜[𝑡]𝑛 как 𝑡𝑒𝑗 − ∑𝑛

𝑖=1 𝑒𝑖𝑓𝑖𝑗. Применяя к этому вектору гомоморфизм 𝜋𝒗,

1Каждый элементарный делитель 𝑝𝑚 входит в него ровно столько раз, сколько прямых слагаемых
вида 𝕜[𝑡]∕(𝑝𝑚) имеется в разложении (9-1).

2См. n∘ 5.3.3 на стр. 100.
3См. n∘ 6.2 на стр. 112.
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получаем 𝜋𝒗(𝑡𝑒𝑗 − ∑𝑛
𝑖=1 𝑒𝑖𝑓𝑖𝑗) = 𝑡𝑣𝑗 − ∑𝑛

𝑖=1 𝑣𝑖𝑓𝑖𝑗 = 𝐹𝑣𝑗 − ∑𝑛
𝑖=1 𝑣𝑖𝑓𝑖𝑗 = 0. Тем самым все столб-

цы матрицы 𝑡𝐸 − 𝐹𝒗 лежат в ker𝜋𝒗. Рассмотрим теперь произвольный вектор ℎ(𝑡) ∈ 𝕜[𝑡]𝑛 и
запишем его в виде многочлена от 𝑡 с коэффициентами в 𝕜𝑛 (ср. с n∘ 8.4.5 на стр. 140):

ℎ(𝑡) = 𝑡𝑚ℎ𝑚 + 𝑡𝑚−1ℎ𝑚−1 + … + 𝑡ℎ1 + ℎ0 , где ℎ𝑖 ∈ 𝕜𝑛 .

Этот многочлен можно поделить слева с остатком на многочлен 𝑡𝐸 − 𝐹𝒗 точно также, как делят
«уголком» обычные полиномы с постоянными коэффициентами1. В результате получим равен-
ство вида 𝑡𝑚ℎ𝑚 + … + 𝑡ℎ1 + ℎ0 = (𝑡𝐸 − 𝐹𝒗) ⋅ (𝑡𝑚−1𝑔𝑚−1 + … + 𝑡𝑔1 + 𝑔0) + 𝑟, где 𝑔𝑖, 𝑟 ∈ 𝕜𝑛.

Упражнение 9.4. Убедитесь в этом и проверьте, что остаток от деления ℎ(𝑡) на 𝑡𝐸 − 𝐴, где
𝐴 ∈ Mat𝑛(𝕜), равен 𝐴(…𝐴(𝐴ℎ𝑚 + ℎ𝑚−1) + … + ℎ1) + ℎ0 = 𝐴𝑚ℎ𝑚 + … + 𝐴ℎ1 + ℎ0 = ℎ(𝐴).

Иными словами, вычитая из любого столбца ℎ(𝑡) ∈ 𝕜[𝑡]𝑛 подходящую𝕜[𝑡]-линейную комбина-
цию столбцов матрицы 𝑡𝐸 − 𝐹𝒗, можно получить вектор 𝑟 ∈ 𝕜𝑛, т. е. 𝕜-линейную комбинацию
𝑟 = ∑ 𝜆𝑖𝑒𝑖 стандартных базисных векторов 𝑒𝑖 ∈ 𝕜[𝑡]𝑛. Так как столбцыматрицы 𝑡𝐸−𝐹𝒗 лежат в
ker𝜋𝒗, мы заключаем, что 𝜋𝒗(ℎ(𝑡)) = 𝜋𝒗(𝑟) = ∑ 𝜆𝑖𝑣𝑖. Если ℎ ∈ ker𝜋𝒗, то ∑ 𝜆𝑖𝑣𝑖 = 0, что возмож-
но только когда все 𝜆𝑖 = 0, ибо векторы 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 линейно независимы над𝕜. Тем самым 𝑟 = 0 для
всех ℎ ∈ ker𝜋𝒗, т. е. ker𝜋𝒗 содержится в 𝕜[𝑡]-линейной оболочке столбцов матрицы 𝑡𝐸 − 𝐹𝒗. □

Следствие 9.4

Множество ℰ𝓁(𝐹) является дизъюнктным объединением степеней 𝑝𝑚 неприводимых приведён-
ных многочленов из разложений инвариантных множителей 𝑓𝑖(𝑡) матрицы 𝑡𝐸 − 𝐹𝒗. Последние
равныдиагональнымэлементам𝑑𝑖𝑖(𝑡)нормальнойформыСмита2 матрицы 𝑡𝐸−𝐹𝒗 имогут быть
вычислены по формулам3 𝑓𝑖(𝑡) = 𝛥𝑖(𝑡𝐸 − 𝐹𝒗)∕𝛥𝑖−1(𝑡𝐸 − 𝐹𝒗), где 𝛥𝑖(𝑡𝐸 − 𝐹𝒗) означает нод всех
𝑘 × 𝑘 миноров матрицы 𝑡𝐸 − 𝐹𝒗. □

9.1.4. Характеристический многочлен. Произведение всех элементарных делителей ли-
нейного оператора 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉, по сл. 9.4 равное определителю 𝛥𝑛 = det(𝑡𝐸 − 𝐹𝑣), где 𝐹𝑣 —
матрица оператора 𝐹 в каком-либо базисе 𝒗 пространства 𝑉, называется характеристическим
многочленом оператора 𝐹 и обозначается

𝜒𝐹(𝑡) ≝ det(𝑡𝐸 − 𝐹𝒗) = ∏
𝑝𝑚∈ℰ𝓁(𝐹)

𝑝𝑚 .

Из предыдущего вытекает, что характеристический многочлен не зависит от выбора базиса и
что подобные операторы имеют одинаковые характеристические многочлены.

Упражнение 9.5. Убедитесь прямым вычислением, что для всех 𝐴 ∈ Mat𝑛(𝕜), 𝐶 ∈ GL𝑛(𝕜)
выполняется равенство det(𝑡𝐸 − 𝐶𝐴𝐶−1) = det(𝑡𝐸 − 𝐴).

Пример 9.1 (характеристический многочлен разложимого оператора)

Если пространство с оператором (𝐹,𝑉) распадается в прямую сумму пространств с операторами
(𝐺,𝑈) и (𝐻,𝑊), то в базисе пространства 𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑊, который получен объединением базиса
в 𝑈 и базиса в𝑊, матрица 𝑡𝐸 − 𝐹 имеет блочно диагональный вид

𝑡𝐸 − 𝐹 = (
𝑡𝐸 − 𝐺 0
0 𝑡𝐸 − 𝐻) .

1См. n∘ 2.2 на стр. 41.
2См. n∘ 6.1.1 на стр. 104.
3См. прим. 8.3 на стр. 134.
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Раскладывая её определитель по первым dim𝑈 столбцам1, заключаем, что 𝜒𝐹(𝑡) = 𝜒𝐺(𝑡)𝜒𝐻(𝑡).
Это вполне согласуется с упр. 9.3 на стр. 145.

Упражнение 9.6. Убедитесь, что для любого приведённого многочлена 𝑓 ∈ 𝕜[𝑡] характери-
стический многочлен оператора умножения на класс [𝑡] в факторкольце 𝕜[𝑡]∕(𝑓) равен 𝑓.
9.1.5. Минимальный многочлен. Для каждого неприводимого приведённого многочлена

𝑝 ∈ 𝕜[𝑡] обозначим через 𝑚𝑝(𝐹) максимальный показатель 𝑚, с которым 𝑝𝑚 присутствует в
наборе ℰ𝓁(𝐹) элементарных делителей оператора 𝐹, а для тех неприводимых приведённых мно-
гочленов 𝑝 ∈ 𝕜[𝑥], степени которых не представлены в ℰ𝓁𝐹, положим 𝑚𝑝(𝐹) = 0. Таким об-
разом, 𝑚𝑝(𝐹) = 0 для всех неприводимых приведённых 𝑝 ∈ 𝕜[𝑥] кроме конечного числа. В
этих обозначениях сл. 9.3 на стр. 145 можно переформулировать следующим образом: аннули-
рующий оператор 𝐹 приведённый многочлен 𝜇𝐹(𝑡) наименьшей возможной степени совпадает
с инвариантным множителем оператора 𝐹 наибольшей степени и равен

𝜇𝐹(𝑡) = 𝑓𝑟 = ∏
𝑝
𝑝𝑚𝑝(𝐹) , (9-3)

где произведение берётся по всем приведённым неприводимым 𝑝 ∈ 𝕜[𝑡]. Многочлен 𝜇𝐹(𝑡) на-
зывается минимальным многочленом оператора 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉. Он порождает ядро гомоморфизма

ev𝐹 ∶ 𝕜[𝑡] → End𝕜(𝑉) , 𝑓(𝑡) ↦ 𝑓(𝐹) ,

вычисления многочленов на операторе 𝐹 и делит в 𝕜[𝑡] все аннулирующие оператор 𝐹 много-
члены, включая характеристическиймногочлен 𝜒𝐹(𝑡) = det(𝑡𝐸−𝐹). Согласно сл. 9.4 на стр. 146
инвариантныймножительнаибольшей степениоператора𝐹 равен отношениюdet(𝑡𝐸−𝐹) кнод

всех миноров порядка 𝑛−1матрицы 𝑡𝐸−𝐹, где 𝑛 = dim𝑉. Таким образом, 𝜒𝐹∕𝜇𝐹 = 𝛥𝑛−1(𝑡𝐸−𝐹)
для любого ненулевого линейного оператора 𝐹 на 𝑛-мерном векторном пространстве.

Пример 9.2 (отыскание минимального многочлена)

Вычислениеминимальногомногочлена оператора𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 по явной детерминантнойформу-
ле довольно трудоёмко, и на практике обычно используют следующие соображения. Для каж-
дого вектора 𝑣 ∈ 𝑉 существует такой приведённый многочлен 𝜇𝑣,𝐹(𝑡) наименьшей степени,
что 𝜇𝑣,𝐹(𝐹)𝑣 = 0. Чтобы написать его явно, надо найти наименьшее такое 𝑘 ∈ ℕ, что век-
тор 𝐹𝑘𝑣 линейно выражается через векторы 𝑣,𝐹𝑣, … ,𝐹𝑘−1𝑣. Если это выражение имеет вид
𝐹𝑘𝑣 = 𝜇1𝐹𝑘−1𝑣 + … + 𝜇𝑘−1𝐹𝑣 + 𝜇𝑘𝑣, то 𝜇𝑣,𝐹(𝑡) = 𝑡𝑘 − 𝜇1𝑡𝑘−1 − … − 𝜇𝑘−1𝑡 − 𝜇𝑘.

Упражнение 9.7. Убедитесь, что любой аннулирующий оператор 𝐹 многочлен делится на все
многочлены 𝜇𝑣,𝐹, где 𝑣 ∈ 𝑉.

Мы заключаем, что минимальный многочлен 𝜇𝐹 оператора 𝐹 равен нок многочленов 𝜇𝑣𝑖,𝐹 ка-
ких-нибудь векторов 𝑣 = 𝑣1, … , 𝑣𝑚, линейно порождающих пространство 𝑉 над 𝕜.

Упражнение 9.8. Убедитесь в этом.

Вычислим, к примеру, минимальныймногочлен оператора 𝐹∶ ℚ4 → ℚ4, заданного в стандарт-
ном базисе 𝑒1, … , 𝑒4 матрицей

𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−2 −3 3 3
4 6 −4 −4
1 2 0 −1
3 3 −3 −2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

1См. формулу (8-16) на стр. 136.
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Векторы1

𝑒1 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1
0
0
0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝐹𝑒1 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−2
4
1
3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝐹2𝑒1 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

4
0
3

−3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

линейно независимы. Чтобы выяснить, выражается ли через них вектор2

𝐹3𝑒1 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−8
16
7
9

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

необходимо решить неоднородную систему с расширенной матрицей

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 −2 4 −8
0 4 0 16
0 1 3 7
0 3 −3 9

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Методом Гаусса преобразуем эту матрицу к приведённому ступенчатому виду

⎛
⎜
⎜
⎝

1 0 0 −4
0 1 0 4
0 0 1 1

⎞
⎟
⎟
⎠

и получаем решение (−4, 4, 1), т. е. 𝐹3𝑒1 = −4𝑒1 + 4𝐹𝑒1 + 𝐹2𝑒1. Таким образом, минимальный
многочлен от оператора 𝐹, аннулирующий вектор 𝑒1, равен 𝐹3 − 𝐹2 − 4𝐹 + 4𝐸. Вычисляя

𝐴2 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

4 3 −3 −3
0 4 0 0
3 6 −2 −3

−3 −3 3 4

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

и 𝐴3 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−8 −9 9 9
16 24 −16 −16
7 14 −6 −7
9 9 −9 −8

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

убеждаемся, что 𝐴3 − 𝐴2 − 4𝐴 + 4𝐸 = 0. Тем самым, 𝜇𝐹 = 𝑡3 − 𝑡2 − 4𝑡 + 4.

Упражнение 9.9. Как действует умножение на класс [𝑡] в факторкольце𝕜[𝑡]∕(𝑡−𝜆) и в прямой
сумме конечного множества таких факторколец?

9.1.6. Линейные операторынад алгебраически замкнутымполем. Если основное поле𝕜
алгебраически замкнуто, то неприводимыеприведённыемногочленыв𝕜[𝑡]исчерпываются ли-
нейными двучленами (𝑡−𝜆), где 𝜆 ∈ 𝕜. Оператор умножения на класс [𝑡] = [𝜆]+[𝑡−𝜆] в фактор-
кольце 𝕜[𝑡]∕((𝑡− 𝜆)𝑚) является суммой скалярного оператора 𝜆 Id∶ [𝑔] ↦ 𝜆[𝑔], умножающего
все векторы на 𝜆, и оператора умножения на класс [𝑡 − 𝜆], который действует на состоящий из
векторов 𝑒𝑖 = [(𝑡 − 𝜆)𝑚−𝑖], 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚, базис пространства 𝕜[𝑡]∕((𝑡 − 𝜆)𝑚) по правилу

0 ↤ 𝑒1 ↤ 𝑒2 ↤ 𝑒3 ↤ … ↤ 𝑒𝑚−1 ↤ 𝑒𝑚 . (9-4)

1Векторы 𝐹𝑒1 и 𝐹2𝑒1 суть первые столбцы матриц 𝐴 и 𝐴2.
2Это первый столбец матрицы 𝐴3.
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Таким образом, умножение на класс [𝑡] задаётся в базисе 𝑒1, … , 𝑒𝑛 матрицей

𝐽𝑚(𝜆) ≝

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝜆 1 0 … 0
0 𝜆 1 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 0
0 ⋱ ⋱ 1
0 0 … 0 𝜆

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (9-5)

которая называется жордановой клеткой размера𝑚 c собственным числом 𝜆. По теор. 9.1 каж-
дый линейный оператор𝐹 над алгебраически замкнутым полем подобен оператору умножения
на класс [𝑡] в прямой сумме факторколец вида 𝕜[𝑡]∕((𝑡− 𝜆)𝑚), и два таких оператора подобны,
если и только если прямые суммыотличаются друг от друга перестановкой слагаемых.На языке
матриц сказанное означает, что любая квадратнаяматрица𝐴над алгебраически замкнутымпо-
лем 𝕜 сопряжена блочно диагональной матрице, по главной диагонали которой располагаются
жордановы клетки (9-5), причём эта блочно диагональная матрица однозначно с точностью до
перестановки клеток определяется матрицей 𝐴. Она называется жордановой нормальной фор-
мой матрицы 𝐴. Две матрицы сопряжены, если и только если у них одинаковые с точностью до
перестановки клеток жордановы нормальные формы.

Объединение всех жордановых клеток оператора 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 с заданным собственным чис-
лом 𝜆 ∈ 𝕜 представляет собою матрицу, описывающую действие оператора 𝐹 на подмодуле
(𝑡 − 𝜆)-кручения, который обозначается 𝐾𝜆 ≝ {𝑣 ∈ 𝑉 | ∃𝑚 ∈ ℕ∶ (𝜆 Id − 𝐹)𝑚𝑣 = 0} и назы-
вается корневым подпространством оператора 𝐹, отвечающим собственному числу 𝜆. Как𝕜[𝑡]-
модуль он изоморфен прямой сумме 𝕜[𝑡]∕((𝑡 − 𝑙)𝑚1) ⊕ … ⊕𝕜[𝑡]∕((𝑡 − 𝑙)𝑚𝓁), в которой собраны
все элементарные делители оператора 𝐹 вида (𝑡 − 𝜆)𝑚. Упорядоченный по нестрогому убыва-
нию 𝑚1 ⩾ … ⩾ 𝑚𝓁 набор показателей (𝑚1, … ,𝑚𝓁) называется цикловым типом корневого
подпространства 𝐾𝜆. Его удобно изображать диаграммойЮнга из строк длины𝑚1, … ,𝑚𝓁. Эти
показатели в точности равны размерам жордановых клеток с оператора 𝐹 с собственным чис-
лом 𝜆. Наибольший из них 𝑚1 равен кратности корня 𝑡 = 𝜆 в минимальном многочлене 𝜇𝐹(𝑡)
оператора𝐹 ии обозначается𝑚𝜆. Сумма𝑚1+…+𝑚𝓁 всех показателей равна кратности тогоже
корня 𝑡 = 𝜆 в характеристическом многочлене 𝜒𝐹(𝑡). Обратите внимание, что характеристиче-
ский и минимальный многочлены имеют одинаковый набор корней. Он называется спектром
оператора𝐹 и обозначается Spec𝐹, а сами корни 𝜆 ∈ Spec𝐹 называются собственными числами
или собственными значениями оператора 𝐹.

По лем. 6.3 на стр. 118 высота𝕜-го столбца диаграммы (𝑚1, … ,𝑚𝓁) равна размерности век-
торного пространства ker(𝐹 − 𝜆𝐸)𝑘∕ker(𝐹 − 𝜆𝐸)𝑘−1 над полем 𝕜[𝑡]∕(𝑡 − 𝜆) ≃ 𝕜, т. е. разности
dim ker(𝐹 − 𝜆𝐸)𝑘 − dim ker(𝐹 − 𝜆𝐸)𝑘−1. Таким образом, для отыскания жордановой нормаль-
ной формы оператора 𝐹 над алгебраически замкнутым полем достаточно взять какой-нибудь
аннулирующий оператор 𝐹 многочлен1 𝑓 ∈ 𝕜[𝑡], разложить его на линейные множители:

𝑓(𝑡) = ∏
𝜆

(𝑡 − 𝜆)𝑚(𝜆)

и для каждого корня 𝜆 многочлена 𝑓 вычислить размерности 𝑑𝑘 = dim ker(𝐹 − 𝜆𝐸)𝑘 для всех та-
ких 𝑘 ⩾ 1, что 𝑑𝑘 > 𝑑𝑘−1, где мы полагаем 𝑑0 = 0. При наступлении равенства2 𝑑𝑘+1 = 𝑑𝑘,

1Например, характеристический многочлен 𝜒𝐹(𝑡) = det(𝑡𝐸 − 𝐹).
2А оно заведомо наступит при некотором 𝑘 ⩽ 𝑚(𝜆).
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вычисление прекращается. Размеры 𝑚1 ⩾ … ⩾ 𝑚𝓁 жордановых клеток оператора 𝐹 с соб-
ственным числом 𝜆 равны длинам строк диаграммыЮнга, 𝑘-тый столбец которой имеет длину
𝑑𝑘 − 𝑑𝑘−1.

Пример 9.3 (отыскание жордановой нормальной формы)

Найдём жордановы нормальные формы матриц

𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2 −1 −3 1
−9 −1 8 −1
−1 −1 0 1
−1 2 2 −2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝐵 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

5 5 7 1
6 4 7 1

−6 −5 −8 −1
3 1 5 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝐶 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−2 3 5 1
3 1 7 2

−6 3 −1 −1
−9 5 2 −3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Вычисляя след, сумму главных 2 × 2-миноров, сумму главных 3 × 3-миноров и определитель
каждой из матриц, находим характеристические многочлены, после чего раскладываем их на
линейные множители:

𝜒𝐴(𝑡) = 𝑡4 + 𝑡3 − 7𝑡2 − 13𝑡 − 6 = (𝑥 + 1)2(𝑥 + 2)(𝑥 − 3) ,
𝜒𝐵(𝑡) = 𝑡4 − 2𝑡3 − 3𝑡2 + 4𝑡 + 4 = (𝑥 + 1)2(𝑥 − 2)2 ,
𝜒𝐶(𝑡) = 𝑡4 + 5𝑡3 + 6𝑡2 − 4𝑡 − 8 = (𝑡 − 1)(𝑡 + 2)3 .

Таким образом, матрица 𝐴 имеет два одномерных корневых подпространства с собственными
числами −2 и 3 и двумерное корневое подпространство с собственным числом −1, цикловой
типа которого (2) или (1, 1). Первому случаю отвечает dim ker(𝐴 + 𝐸) = 1, или rk(𝐴 + 𝐸) = 3, а
второму — dim ker(𝐴 + 𝐸) = 2, или rk(𝐴 + 𝐸) = 2. Так как левый верхний угловой 3 × 3 минор
матрицы 𝐴 + 𝐸 равен

det
⎛
⎜
⎜
⎝

3 −1 −3
−9 0 8
−1 −1 1

⎞
⎟
⎟
⎠

= 8 − 3 − 9 = −4 ,

мы заключаем, что имеет место первое, т. е. у𝐴 однажорданова клетка размера 2×2 с собствен-
ным числом −1, и жорданова нормальная форма матрицы 𝐴 такова:

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−1 1 0 0
0 −1 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Матрица𝐵 имеет два двумерныхкорневыхподпространства с собственнымичислами𝜆 = −1, 2.
Их цикловые типы, как и выше, определяются размерностями ядер матриц

(𝐵 + 𝐸) =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

6 5 7 1
6 5 7 1

−6 −5 −7 −1
3 1 5 2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

и (𝐵 − 2𝐸) =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

3 5 7 1
6 2 7 1

−6 −5 −10 −1
3 1 5 −1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Поскольку первая матрица имеет ранг 2, а вторая — 3, мы заключаем, что 𝐵 имеет две клетки
1 × 1 с собственным числом −1 и одну клетку 2 × 2 с собственным числом 2, т. е. жорданова
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нормальная форма матрицы 𝐵 такова:

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Матрица 𝐶 имеет одну жорданову клетку 1× 1 с собственным числом 1 и трёхмерное корневое
подпространство с собственным числом −2, цикловой тип которого может быть (3), или (2, 1),
или (1, 1, 1). Эти случаи тоже отличаются друг от друга размерностью ядра оператора 𝐶 + 2𝐸,
которая равна для них соответственно 1, 2, или 3. Так как ранг матрицы

𝐶 + 2𝐸 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 3 5 1
3 3 7 2

−6 3 1 −1
−9 5 2 −1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

равен 3, мы заключаем, что имеет место первый случай, и жорданова нормальная форма мат-
рицы 𝐶 такова:

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−2 1 0 0
0 −2 1 0
0 0 −2 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

9.1.7. Нормальные формыматриц над незамкнутыми полями. Так как матрица умноже-
ния на 𝑡 в факторкольце 𝑘[𝑥]∕(𝑓), где 𝑓 = 𝑡𝑚 + 𝑎1𝑡𝑚−1 + … + 𝑎𝑚, имеет в базисе из классов
многочленов 𝑡𝑚−1, … , 𝑡, 1 вид

𝐹(𝑓) ≝

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

−𝑎1 1
−𝑎2 0 1

⋮ ⋮ ⋱ ⋱
−𝑎𝑑−1 0 … 0 1
−𝑎𝑑 0 … 0 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (9-6)

из теор. 9.2 на стр. 144 вытекает, что каждаяматрица над произвольнымполем𝕜 подобна един-
ственной блочно диагональной матрице, составленной из блоков 𝐹(𝑓1), … ,𝐹(𝑓𝑟) вида (9-6), где
𝑓𝑖 ∣ 𝑓𝑗 при 𝑖 < 𝑗. Такая блочно диагональная матрица называется фробениусовой нормальной
формой. Обратите внимание, что последний многочлен 𝑓𝑟 в нормальной форме Фробениуса ра-
вен минимальному многочлену 𝜇𝐹 оператора 𝐹.

Аналогом жордановой клетки (9-5) над произвольным полем 𝕜 является матрица умноже-
ния на класс [𝑡] в факторкольце𝕜[𝑡]∕(𝑝𝑚), где 𝑝 = 𝑡𝑑+𝑎1𝑡𝑑−1+…+𝑎𝑑 ∈ 𝕜[𝑡] —неприводимый
приведённый многочлен, записанная в базисе

𝑝𝑚−1𝑡𝑑−1, … , 𝑝𝑚−1𝑡, 𝑝𝑚−1, 𝑝𝑚−2𝑡𝑑−1, … , 𝑝𝑚−2𝑡, 𝑝𝑚−2, … , … , … , 𝑡𝑑−1, … , 𝑡, 1 , (9-7)

который состоит из𝑚 последовательных фрагментов вида 𝑝𝑘𝑡𝑚−1, … , 𝑝𝑘𝑡, 𝑝𝑘 длины 𝑑, получа-
ющихся из самого правого фрагмента 𝑡𝑑−1, … , 𝑡, 1 умножением на 𝑝𝑘, где 𝑘 = 0, 1, … ,𝑚 − 1.

Упражнение 9.10. Убедитесь, что классы многочленов (9-7) действительно образуют базис
в 𝕜[𝑡]∕(𝑝𝑚).
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Так как умножение на 𝑡 переводит класс 𝑝𝑘𝑡𝓁 в классы многочленов

𝑝𝑘𝑡𝓁+1, при 0 ⩽ 𝓁 ⩽ 𝑑 − 2,
𝑝𝑘+1 − 𝑎1𝑝𝑘𝑡𝑑−1 + … + 𝑎𝑑𝑝𝑘, при 𝓁 = 𝑑 − 1, 𝑘 ⩽ 𝑚 − 2,
−𝑎1𝑝𝑚−1𝑡𝑑−1 + … + 𝑎𝑑𝑝𝑚−1, при 𝓁 = 𝑑 − 1, 𝑘 = 𝑚 − 1,

эта матрица имеет вид

𝐽𝑚(𝑝) ≝

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

−𝑎1 1
−𝑎2 0 1

⋮ 0 ⋱ 1
−𝑎𝑑 ⋮ ⋱ 0 1

0 ⋱ 0 −𝑎1 1
⋱ ⋮ −𝑎2 0 ⋱

0 ⋮ 0 ⋱ ⋱
−𝑎𝑑 ⋮ ⋱ ⋱ 1

0 ⋱ ⋱ 0 1
⋱ ⋱ 0 −𝑎1 1

⋱ ⋮ −𝑎2 0 ⋱
0 ⋮ ⋮ ⋱ 1

−𝑎𝑑 0 … 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

(9-8)

где расположеннаянад главной диагональ заполнена единицами, а на главной диагоналии𝑑−1
диагоналях под нею стоят последовательности вида

−𝑎𝑖, 0, … , 0⏟
𝑑−1

, −𝑎𝑖, 0, … , 0⏟
𝑑−1

, … , −𝑎𝑖 0, … , 0⏟
𝑑−𝑖

,

где 𝑖 = 1, … ,𝑑, а все остальные клетки матрицы нулевые.

Упражнение 9.11.Убедитесь, чтопри𝑑 = 1и𝑝 = 𝑡−𝜆матрица (9-8) превращается вжорданову
клетку (9-5).

Из теор. 9.1 на стр. 144 вытекает, что каждаяматрица над произвольнымполем𝕜подобна блоч-
но диагональной матрице, состоящей из обобщённых жордановых клеток (9-8), и две такие
матрицы подобны, если и только если они получаются друг из друга перестановкой клеток.

Например, умножение на 𝑡 в вещественном векторном пространстве

𝑉 = ℝ[𝑡]∕((𝑡2 + 1)2) ⊕ ℝ[𝑡]∕((𝑡 + 1)2) ⊕ ℝ[𝑡]∕(𝑡 + 1)

имеет над полем ℝ жорданову нормальную форму из трёх клеток размеров 4, 2, 1:

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 1 0 0 0 0 0
−1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 1 0
0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 −1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
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а его фробениусова нормальна форма получается из разложения 𝑉 = ℝ[𝑡]∕(𝑓1) ⊕ℝ[𝑡]∕(𝑓2), где
𝑓1 = 𝑡 + 1, 𝑓2 = (𝑡2 + 1)2(𝑡 + 1)2 = 𝑡6 + 2𝑡5 + 3𝑡4 + 4𝑡3 + 3𝑡2 + 2𝑡 + 1, и содержит две клетки:

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

−2 1 0 0 0 0 0
−3 0 1 0 0 0 0
−4 0 0 1 0 0 0
−3 0 0 0 1 0 0
−2 0 0 0 0 1 0
−1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (9-9)

Умножение на 𝑡 в аналогичном комплексном векторном пространстве

𝑊 = ℂ[𝑡]∕((𝑡2 + 1)2) ⊕ ℂ[𝑡]∕((𝑡 + 1)2) ⊕ ℂ[𝑡]∕(𝑡 + 1) ≃
≃ ℂ[𝑡]∕((𝑡 − 𝑖)2) ⊕ ℂ[𝑡]∕((𝑡 + 𝑖)2) ⊕ ℂ[𝑡]∕((𝑡 + 1)2) ⊕ ℂ[𝑡]∕(𝑡 + 1)

имеет над полем ℂ жорданову нормальную форму из 4-х клеток размеров 2, 2, 2, 1:

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

−𝑖 1 0 0 0 0 0
0 −𝑖 0 0 0 0 0
0 0 𝑖 1 0 0 0
0 0 0 𝑖 0 0 0
0 0 0 0 −1 1 0
0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 −1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

а его фробениусова нормальная форма совпадает с (9-9).
В общем случае объединение всех жордановых клеток (9-8), отвечающих данному непри-

водимому приведённому многочлену 𝑝 ∈ 𝕜[𝑡], описывает действие оператора 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 на
подмодуле 𝑝(𝐹)-кручения

𝐾𝑝 ≝ {𝑣 ∈ 𝑉 | ∃𝑚 ∈ ℕ∶ 𝑝(𝐹)𝑚𝑣 = 0} ≃ 𝕜[𝑡]∕(𝑝𝑚1) ⊕ … ⊕ 𝕜[𝑡]∕(𝑝𝑚𝓁)
(в правой части собраны все элементарные делители оператора 𝐹 вида 𝑝𝑚). Упорядоченный
по нестрогому убыванию𝑚1 ⩾ … ⩾ 𝑚𝓁 набор показателей (𝑚1, … ,𝑚𝓁) называется цикловым
типом подпространства𝐾𝑝. Наибольший из них𝑚1 равен степени, в которой 𝑝 входит в разло-
жение минимального многочлена 𝜇𝐹(𝑡) на неприводимые множители в кольце 𝕜[𝑡] и обознача-
ется𝑚𝑝. Сумма𝑚1 + … +𝑚𝓁 всех показателей равна степени, в которой 𝑝 входит в разложение
характеристического многочлена 𝜒𝐹(𝑡). По лем. 6.3 на стр. 118 высота 𝕜-го столбца диаграм-
мы Юнга (𝑚1, … ,𝑚𝓁) равна размерности векторного пространства ker 𝑝(𝐹)𝑘 ∕ker 𝑝(𝐹)𝑘−1 над
полем 𝕜[𝑡]∕(𝑝), которое в свою очередь является векторным пространством размерности deg 𝑝
над полем 𝕜. Поэтому высота 𝑘-того столбца диаграммы (𝑚1, … ,𝑚𝓁) равна отношению

(dim𝕜 ker 𝑝(𝐹)𝑘 − dim𝕜 ker 𝑝(𝐹)𝑘−1)∕deg 𝑝 .
Пример 9.4

Выясним, подобны ли друг другу над полем 𝔽5 матрицы

𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2 4 0 2
4 1 4 3
4 0 4 2
2 4 3 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

и 𝐵 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

4 2 4 2
3 3 3 2
2 3 3 0
0 1 1 3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.
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Обе матрицы имеют один и тот же характеристический многочлен

det(𝑡𝐸 − 𝐴) = det(𝑡𝐸 − 𝐵) = 𝑡4 + 2𝑡3 + 3𝑡2 + 2𝑡 + 1 = (𝑡2 + 𝑡 + 1)2 ,

где 𝑝(𝑡) = 𝑡2 + 𝑡+1 ∈ 𝔽5[𝑡] неприводим над 𝔽5. Поэтому всё пространство 𝔽45 является модулем
𝑝-кручения и имеет цикловой тип (2) или (1, 1). В первом случае многочлен 𝑝 не аннулирует
матрицу, а во втором— аннулирует. Так как

𝐴2 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

4 0 2 3
4 4 4 2
3 4 2 3
4 1 1 3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, а 𝐵2 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 3 1 3
2 1 2 3
3 2 1 0
0 4 4 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

и тем самым 𝑝(𝐴) = 𝐴2 + 𝐴 + 𝐸 ≠ 0, а 𝑝(𝐵) = 𝐵2 + 𝐵 + 𝐸 = 0, мы заключаем, что матрицы не
подобны. Отметим, что из проделанных вычислений вытекает, что жорданова и фробениусова
нормальные формы матрицы 𝐴 имеют соответственно вид

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−1 1 0 0
−1 0 1 0
0 0 −1 1
0 0 −1 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

и

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−2 1 0 0
−3 0 1 0
−2 0 0 1
−1 0 0 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

а жорданова нормальная форма матрицы 𝐵 совпадает с фробениусовой и имеет вид

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−1 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 −1 1
0 0 −1 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

9.2. Специальныеклассыоператоров.В этомразделемыподробно остановимся на свойствах
нескольких специальных классов операторов, играющих важную роль в различных задачах из
разных областей математики.

9.2.1. Нильпотентные операторы. Линейный оператор 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 называется нильпо-
тентным, если 𝐹𝑚 = 0 для некоторого 𝑚 ∈ ℕ. Так как нильпотентный оператор аннули-
руется многочленом 𝑡𝑚, все его элементарные делители являются степенями 𝑡. В частности,
минимальный многочлен тоже является степенью 𝑡 и, будучи делителем характеристического
многочлена, имеет степень не выше dim𝑉. Поэтому в определении нильпотентного оператора
можно без ограничения общности считать, что𝑚 ⩽ dim𝑉. По теор. 9.1 нильпотентный опера-
тор изоморфен оператору умножения на класс [𝑡] в прямой сумме факторколец вида

𝕜[𝑡]∕(𝑡𝜈1) ⊕ … ⊕ 𝕜[𝑡]∕(𝑡𝜈𝑘) , (9-10)

и два таких оператора изоморфны друг другу, если и только если выписанные в порядке нестро-
гого убывания наборы показателей 𝜈1 ⩾ 𝜈2 ⩾ … ⩾ 𝜈𝑘 у них одинаковы. Таким образом, ниль-
потентные операторынад произвольнымполем𝕜 взаимно однозначно соответствуют диаграм-
мам Юнга 𝜈. Диаграмма 𝜈(𝐹), характеризующая нильпотентный оператор 𝐹, называется его
цикловым типом.
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Умножение на 𝑡 действует на состоящий из векторов 𝑒𝑖 = [𝑡𝑚−𝑖] базис в 𝕜[𝑡]∕(𝑡𝑚) так1:

0 ↤ 𝑒1 ↤ 𝑒2 ↤ 𝑒3 ↤ … ↤ 𝑒𝑚−1 ↤ 𝑒𝑚

и имеет в этом базисе матрицу

𝐽𝑚(0) ≝

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 1 0 … 0
0 0 1 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 0
0 ⋱ ⋱ 1
0 0 … 0 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

которая называется нильпотентной жордановой клеткой размера 𝑚. Тем самым, для нильпо-
тентного оператора 𝐹 циклового типа 𝜈(𝐹) в пространстве 𝑉 имеется базис, векторы которого
размещаются по клеткам диаграммы 𝜈(𝐹) так, что 𝐹 переводит каждый из них в левый сосед-
ний, а все векторы самого левого столбца — в нуль:

↭
0 ← • ← • ← • ← • ← • ← •
0 ← • ← • ← • ← • ← •
0 ← • ← • ← •
0 ← • ← • ← •
0 ← • ← •

(9-11)

Базис такого вида называется циклическим или жордановым базисом нильпотентного операто-
ра 𝐹, а наборы базисных векторов, стоящие по строкам диаграммы, называются жордановыми
цепочками. Так как сумма длин первых𝑚 столбцов диаграммы 𝜈(𝐹) равна dim ker𝐹𝑚, длина𝑚-
того столбца диаграммы 𝜈(𝐹) равна dim ker𝐹𝑚 − dim ker𝐹𝑚−1.

9.2.2. Полупростые операторы. Прямая сумма простых2 пространств с операторами на-
зывается полупростым или вполне приводимым пространством с оператором.

Предложение 9.1

Следующие свойства оператора 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 эквивалентны друг другу:

1) 𝑉 является прямой суммой неприводимых 𝐹-инвариантных подпространств

2) 𝑉 линейно порождается неприводимыми 𝐹-инвариантными подпространствами

3) для каждого ненулевого 𝐹-инвариантного подпространства 𝑈 ⊊ 𝑉 существует такое 𝐹-
инвариантное подпространство𝑊 ⊂ 𝑉, что 𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑊

4) оператор 𝐹 подобен умножению на класс [𝑡] в прямой сумме факторколец

𝕜[𝑡]∕(𝑝1) ⊕ 𝕜[𝑡]∕(𝑝2) ⊕ … ⊕ 𝕜[𝑡]∕(𝑝𝑟) ,

где 𝑝𝑖 ∈ 𝕜[𝑡] приведены и неприводимы3 (но не обязательно различны).

1См. формулу (9-4) на стр. 148.
2В другой терминологии— неприводимых, см. начало n∘ 9.1 на стр. 143.
3Иными словами, в прямой сумме (9-1) из теор. 9.1 все показатели степеней𝑚𝑖 = 1.
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Доказательство. Импликация (1) ⇒ (2) очевидна. Импликация (2) ⇒ (3) вытекает из лем. 7.1
на стр. 126. Для лучшего понимания происходящего повторим её доказательство в нашем ны-
нешнем контексте. Для каждого неприводимого 𝐹-инвариантного подпространства 𝐿 ⊂ 𝑉 пе-
ресечение 𝐿 ∩𝑈, будучи 𝐹-инвариантным подпространством в 𝐿, либо нулевое, либо совпадает
с 𝐿. Если все неприводимые инвариантные подпространства 𝐿 ⊂ 𝑉 лежат в 𝑈, то 𝑈 = 𝑉 в си-
лу (2), и доказывать нечего. Если есть ненулевое неприводимое 𝐹-инвариантное подпростран-
ство 𝐿1 ⊂ 𝑉 с 𝐿1 ∩𝑈 = 0, заменим𝑈 на𝑈⊕𝐿1 и повторим рассуждение. Поскольку размерность
подпространства 𝑈 на каждом таком шагу строго увеличивается, через конечное число шагов
получится равенство 𝑈 ⊕ 𝐿1 ⊕ … ⊕ 𝐿𝑘 = 𝑉, и можно взять𝑊 = 𝐿1 ⊕ … ⊕ 𝐿𝑘.

Чтобы доказать импликацию (3) ⇒ (4), покажем сначала, что если свойство (3) выполнено
для пространства𝑉, то оно выполнено и для каждого𝐹-инвариантного подпространства𝐻 ⊂ 𝑉.
Рассмотрим любое инвариантное подпространство 𝑈 ⊂ 𝐻 и отыщем в 𝑉 такие инвариантные
подпространства𝑄 и 𝑅, что 𝑉 = 𝐻⊕𝑄 = 𝑈⊕𝑄⊕𝑅. Рассмотрим проекцию 𝜋∶ 𝑉 ↠ 𝐻 с ядром𝑄
и положим𝑊 = 𝜋(𝑅).

Упражнение 9.12. Проверьте, что 𝐻 = 𝑈 ⊕ 𝑊.

Итак, если свойство (3) выполнено для прямой суммы факторколец (9-1) из теор. 9.1, то оно
выполнено и для каждого слагаемого этой суммы. Однако по сл. 9.2 пространство 𝕜[𝑡] ∕ (𝑝𝑚)
при𝑚 > 1 приводимо, но неразложимо.

Импликация (4) ⇒ (1) также немедленно вытекает из сл. 9.2. □

Следствие 9.5 (из доказательства предл. 9.1)

Ограничение полупростого оператора на инвариантное подпространство также является полу-
простым оператором. □

9.2.3. Циклические векторы. Вектор 𝑣 ∈ 𝑉 называется циклическим вектором линейного
оператора 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉, если его 𝐹-орбита 𝑣, 𝐹𝑣, 𝐹2𝑣, 𝐹3𝑣, , … линейно порождает простран-
ство 𝑉 над полем 𝕜. Иначе можно сказать, что вектор 𝑣 порождает модуль 𝑉𝐹 над 𝕜[𝑡].

Предложение 9.2

Следующие свойства оператора 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 эквивалентны друг другу:

1) 𝐹 обладает циклическим вектором

2) 𝐹 подобен умножению на класс [𝑡] в факторкольце 𝕜[𝑡]∕(𝑓), где 𝑓 ∈ 𝕜[𝑡]

3) простые основания всех элементарных делителей оператора 𝐹 попарно различны

4) минимальный многочлен оператора 𝐹 совпадает с характеристическим.

Доказательство. Условия (2), (3), (4) очевидно эквивалентны и означают, что оператор 𝐹 по-
добен умножению на [𝑡] в прямой сумме факторколец 𝕜[𝑡]∕(𝑝𝑚1

1 ) ⊕ … ⊕ 𝕜[𝑡]∕(𝑝𝑚𝑟𝑟 ), где все
неприводимые приведённые многочлены 𝑝1, … , 𝑝𝑟 попарно различны. Импликация (2) ⇒ (1)
тоже очевидна:𝕜[𝑡]-модуль𝕜[𝑡]∕(𝑓) порождается над𝕜[𝑡] классом [1]. Наоборот, еслимодуль𝑉𝐹
порождается над 𝕜[𝑡] одним вектором 𝑣, то 𝑉𝐹 ≃ 𝕜[𝑡]∕ker𝜋, где эпиморфизм 𝜋∶ 𝕜[𝑡] ↠ 𝑉𝐹 пе-
реводит ℎ(𝑡) в ℎ(𝐹) 𝑣. Поскольку 𝕜[𝑡] — область главных идеалов, ker𝜋 = (𝑓) для некоторого
𝑓 ∈ 𝕜[𝑡], откуда 𝑉 ≃ 𝕜[𝑡]∕(𝑓). □
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9.2.4. Собственные подпространства и собственные числа. Максимальное по включе-
нию ненулевое подпространство в 𝑉, на котором оператор 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 действует как умножение
на скаляр 𝜆 ∈ 𝕜, называется собственным подпространством оператора 𝐹 c собственным чис-
лом или собственным значением 𝜆 и обозначается 𝑉𝜆 ≝ {𝑣 ∈ 𝑉 | 𝐹(𝑣) = 𝜆𝑣} = ker(𝜆 Id𝑉 − 𝐹).
Ненулевые векторы 𝑣 ∈ 𝑉𝜆 называются собственными векторами оператора 𝐹 с собственным
числом1 𝜆.
Предложение 9.3

Любой набор собственных векторов с попарно различными собственными числами линейно
независим.

Доказательство. Пусть собственные векторы 𝑣1, … , 𝑣𝑚 имеют попарно разные собственные
числа 𝜆1, … , 𝜆𝑚 и линейно зависимы. Рассмотрим линейное соотношение между ними, в кото-
ром задействовано минимально возможное число векторов. Пусть это будут векторы 𝑒1, … , 𝑒𝑘.
Тогда 𝑘 ⩾ 2 и 𝑒𝑘 = 𝑥1𝑒1 + … + 𝑥𝑘−1𝑒𝑘−1, где все 𝑥𝑖 ∈ 𝕜 отличны от нуля. При этом 𝜆𝑘𝑒𝑘 =
= 𝐹(𝑒𝑘) = ∑ 𝑥𝑖𝐹(𝑒𝑖) = ∑ 𝑥𝑖𝜆𝑖𝑒𝑖. Вычитая из этого равенства предыдущее, умноженное на 𝜆𝑘,
получаем более короткую зависимость 𝑥1(𝜆1−𝜆𝑘)𝑒1+…+𝑥𝑘−1(𝜆𝑘−1−𝜆𝑘)𝑒𝑘−1 = 0 с ненулевыми
коэффициентами. □

Следствие 9.6

Сумма ненулевых собственных подпространств с попарно разными собственными числами яв-
ляется прямой. □

9.2.5. Спектр. Множество собственных чисел линейного оператора 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉, т. е. всех
таких 𝜆 ∈ 𝕜, что 𝑉𝜆 = ker(𝜆 Id𝑉 − 𝐹) ≠ 0, называется спектром2 оператора 𝐹 и обозначается

Spec𝐹 = {𝜆 ∈ 𝕜 | ker(𝜆 Id𝑉 − 𝐹) ≠ 0} = {𝜆 ∈ 𝕜 | det(𝑡𝐸 − 𝐹) = 0} ,

или Spec𝕜 𝐹, если важно явно указать основное поле. Так как ker(𝜆 Id𝑉 − 𝐹) ≠ 0, если и только
если det(𝑡𝐸 − 𝐹) = 0, спектр представляет собою множество корней характеристического мно-
гочлена 𝜒𝐹(𝑡) = det(𝑡𝐸 − 𝐹) в поле 𝕜. Над алгебраически замкнутым полем спектр любого опе-
ратора не пуст и совпадает с множеством собственных чиселжордановых клеток оператора𝐹, о
котором шла речь в n∘ 9.1.6 на стр. 148 выше. Над произвольным полем количество различных
собственных чисел в спектре не превосходит deg𝜒𝐹 = dim𝑉, что согласуется со сл. 9.6, согласно
которому

∑
𝜆∈Spec𝐹

dim𝑉𝜆 ⩽ dim𝑉 . (9-12)

Упражнение 9.13. Покажите, что Spec𝐹 содержится в множестве корней любого многочлена,
аннулирующего 𝐹.

Если известен спектр 𝐹, отыскание собственных подпространств сводится к решению систем
линейных однородных уравнений (𝜆 Id𝑉 −𝐹) 𝑣 = 0, которые гарантированно имеют ненулевые
решения при 𝜆 ∈ Spec𝐹.

Следствие 9.7

Над алгебраически замкнутым полем 𝕜 любой оператор обладает хотя бы одним ненулевым
собственным подпространством. □

1Или собственным значением.
2Ср. с n∘ 9.1.6 на стр. 148.
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Упражнение 9.14. Покажите, что над алгебраически замкнутым полем 𝕜 оператор 𝐹 нильпо-
тентен, если и только если Spec𝐹 = {0}, и приведите пример оператора, для которого нера-
венство (9-12) строгое.

9.2.6. Диагонализуемые операторы. Оператор 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 называется диагонализуемым,
если в 𝑉 имеется базис, в котором 𝐹 записывается диагональной матрицей. Такой базис состо-
ит из собственных векторов оператора 𝐹, а элементы диагональной матрицы суть собственные
числа 𝐹, причём каждое собственное число 𝜆 ∈ Spec𝐹 встречается на диагонали ровно столько
раз, какова кратность корня 𝑡 = 𝜆 в характеристическом многочлене 𝜒𝐹(𝑡) и какова размер-
ность собственного подпространства 𝑉𝜆. Иначе можно сказать, что диагонализуемый опера-
тор 𝐹 подобен оператору умножения на класс [𝑡] в прямой сумме факторколец1 𝕜[𝑡]∕(𝑡−𝜆) ≃ 𝕜,
где 𝜆 пробегает Spec𝐹, и каждое такое прямое слагаемое представлено в сумме ровно dim𝑉𝜆
раз.

Предложение 9.4

Следующие свойства линейного оператора 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 эквивалентны:

1) 𝐹 диагонализуем

2) пространство 𝑉 линейно порождается собственными векторами оператора 𝐹

3) все элементарные делители 𝐹 имеют вид (𝑡 − 𝜆), 𝜆 ∈ 𝕜

4) характеристический многочлен 𝜒𝐹(𝑡) = det(𝑡𝐸 − 𝐹) полностью раскладывается в 𝕜[𝑡] на
линейныемножители, и кратность каждого его корня 𝜆 равна размерности собственного
подпространства 𝑉𝜆

5) оператор 𝐹 можно аннулировать многочленом, который раскладывается в 𝕜[𝑡] в произ-
ведение попарно различных линейных множителей.

Доказательство. Эквивалентность свойств (3) и (5) очевидна. Эквивалентность свойств (1),
(2), (3) и импликация (1) ⇒ (4) были установлены перед формулировкой предл. 9.4. Из (4)
вытекает, что ∑ dim𝑉𝜆 = deg𝜒𝐹 = dim𝑉. Поэтому прямая по сл. 9.6 сумма всех различных
собственных подпространств 𝑉𝜆 совпадает с 𝑉, что даёт импликацию (4) ⇒ (1). □

Следствие 9.8

Если оператор 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 диагонализуем, то его ограничение на любое инвариантное подпро-
странство тоже диагонализуемо на этом подпространстве.

Доказательство. Это вытекает из свойства (5) предл. 9.4. □

Упражнение 9.15.Убедитесь, чтонад алгебраически замкнутымполемдиагонализуемостьрав-
носильна полупростоте.

1Ср. с упр. 9.9 на стр. 148.
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9.2.7. Что стоит за аннулирующим многочленом? Если известно разложение на простые
множители того или иного многочлена, аннулирующего линейный оператор1 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉, то
это, во-первых, оставляет лишь конечное число возможностей для набора элементарных дели-
телей ℰ𝓁(𝐹) оператора 𝐹, а во-вторых, позволяет явно строить 𝐹-инвариантные подпростран-
ства в 𝑉 и/или раскладывать 𝑉 в прямую сумму таких подпространств в терминах действия 𝐹
непосредственно на пространстве 𝑉.

Пример 9.5 (инвариантные подпространства вещественного оператора)

Покажем, что над полем вещественных чисел ℝ любой конечномерный линейный оператор 𝐹
обладает одномерным или двумерным инвариантным подпространством. Пусть 𝜒𝐹 = 𝑞1 … 𝑞𝑚,
где 𝑞𝑖 ∈ ℝ[𝑡] —неприводимые приведённые линейные или квадратичные многочлены, не обя-
зательно различные. Применим нулевой оператор 0 = 𝜒𝐹(𝐹) = 𝑞1(𝐹) ∘ 𝑞2(𝐹) ∘ … ∘ 𝑞𝑚(𝐹) к
какому-нибудь ненулевому вектору 𝑣 ∈ 𝑉. При некотором 𝑖 ⩾ 0 получится такой ненулевой
вектор 𝑤 = 𝑞𝑖+1(𝐹) ∘ … ∘ 𝑞𝑚(𝐹) 𝑣, что 𝑞𝑖(𝐹)𝑤 = 0. Если 𝑞𝑖(𝑡) = 𝑡 − 𝜆 линеен, то 𝐹(𝑤) = 𝜆𝑤
и вектор 𝑤 порождает одномерное 𝐹-инвариантное подпространство. Если 𝑞𝑖(𝑡) = 𝑡2 − 𝛼𝑡 − 𝛽
квадратичен, то 𝐹(𝐹𝑤) = 𝛼𝐹(𝑤) + 𝛽𝑤 лежит в линейной оболочке векторов 𝑤 и 𝐹𝑤, которая
тем самым является 𝐹-инвариантным подпространством размерности не больше 2.

Пример 9.6 (инволюции)

Линейный оператор 𝜎∶ 𝑉 → 𝑉 называется инволюцией, если он удовлетворяет соотношению
𝜎2 = Id𝑉, т. е. аннулируется многочленом 𝑡2 − 1. Тождественная инволюция 𝜎 = Id𝑉 называет-
ся тривиальной. Так как 𝑡2 − 1 = (𝑡 + 1)(𝑡 − 1) является произведением различных линейных
множителей, все инволюции диагонализуемы, причём спектр любой инволюции исчерпывает-
ся числами ±1. Таким образом, любое пространство 𝑉 с инволюцией 𝜎 ≠ ±Id𝑉 распадается в
прямую сумму 𝑉 = 𝑉+ ⊕ 𝑉− собственных подпространств 𝑉+ = ker(𝜎 − Id𝑉) = im(𝜎 + Id𝑉) и
𝑉− = ker(𝜎 + Id𝑉) = im(𝜎 − Id𝑉) c собственными числами ±1, и любой вектор 𝑣 ∈ 𝑉 однозначно
записывается как𝑣 = 𝑣++𝑣−, где𝑣± ∈ 𝑉± находятся поформулам𝑣+ = (𝑣+𝐹𝑣)∕2,𝑣− = (𝑣−𝐹𝑣)∕2.

Теорема 9.3 (теорема о разложении)

Пусть линейный оператор 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 на произвольном2 векторном пространстве 𝑉 над произ-
вольным полем 𝕜 аннулируется произведением 𝑞 = 𝑞1 … 𝑞𝑟 попарно взаимно простых много-
членов 𝑞𝑖 ∈ 𝕜[𝑡]. Положим𝑄𝑗 = 𝑞∕𝑞𝑗. Тогда ker 𝑞𝑗(𝐹) = im𝑄𝑗(𝐹) при всех 𝑗, эти подпространства
𝐹-инвариантны, и 𝑉 является прямой суммой тех из них, что отличны от нуля.

Доказательство. Так как 𝑞(𝐹) = 𝑞𝑖(𝐹) ∘ 𝑄𝑗(𝐹) = 0, имеем включение im𝑄𝑖(𝐹) ⊂ ker 𝑞𝑖(𝐹). По-
этому достаточно показать, что 𝑉 линейно порождается образами операторов 𝑄𝑖(𝐹), а сумма
ядер ker 𝑞𝑖(𝐹) прямая3, т. е. ker 𝑞𝑖(𝐹) ∩ ∑𝑗≠𝑖 ker 𝑞𝑗(𝐹) = 0 для всех 𝑖. Первое вытекает из того,
что �.�.�.(𝑄1, … ,𝑄𝑟) = 1, а значит, существуют такие ℎ1, … , ℎ𝑟 ∈ 𝕜[𝑡], что 1 = ∑𝑄𝑗(𝑡)ℎ𝑗(𝑡). Под-
ставляя в это равенство 𝑡 = 𝐹 и применяя обе части к произвольному вектору 𝑣 ∈ 𝑉, получаем
разложение 𝑣 = 𝐸𝑣 = ∑𝑄𝑗(𝐹)ℎ𝑗(𝐹)𝑣 ∈ ∑ im𝑄𝑗(𝐹). Второе вытекает из взаимной простоты 𝑞𝑖
и 𝑄𝑖, в силу которой существуют такие 𝑔, ℎ ∈ 𝕜[𝑡], что 1 = 𝑔(𝑡) ⋅ 𝑞𝑖(𝑡) + ℎ(𝑡) ⋅ 𝑄𝑖(𝑡). Подста-
вим сюда 𝑡 = 𝐹 и применим обе части полученного равенства 𝐸 = 𝑔(𝐹) 𝑞𝑖(𝐹) + ℎ(𝐹) ∘ 𝑄𝑖(𝐹) к
произвольному вектору 𝑣 ∈ ker 𝑞𝑖(𝐹) ∩ ∑𝑗≠𝑖 ker 𝑞𝑗. Так как ker 𝑞𝑗(𝐹) ⊂ ker𝑄𝑖(𝐹) при всех 𝑗 ≠ 𝑖,
получим 𝑣 = 𝐸𝑣 = 𝑔(𝐹) 𝑞𝑖(𝐹) 𝑣 + ℎ(𝐹)𝑄𝑖(𝐹) 𝑣 = 0, что и требовалось. □

1Например, характеристического многочлена 𝜒𝐹(𝑡) = det(𝑡𝐸 − 𝐹).
2Возможно даже бесконечномерном.
3См. предл. 5.2 на стр. 86.
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Пример 9.7 (проекторы)

Линейный оператор 𝜋∶ 𝑉 → 𝑉 называется идемпотентом или проектором, если он аннули-
руется многочленом 𝑡2 − 𝑡 = 𝑡(𝑡 − 1), т. е. удовлетворяет соотношению 𝜋2 = 𝜋 . По теор. 9.3
образ любого идемпотента 𝜋∶ 𝑉 → 𝑉 совпадает с подпространством его неподвижных векто-
ров: im𝜋 = ker(𝜋 − Id𝑉) = {𝑣 | 𝜋(𝑣) = 𝑣}, и всё пространство распадается в прямую сумму
𝑉 = ker𝜋 ⊕ im𝜋. Тем самым, оператор 𝜋 проектирует 𝑉 на im𝜋 вдоль ker𝜋. Отметим, что опе-
ратор Id𝑉 −𝜋 тоже является идемпотентом и проектирует 𝑉 на ker𝜋 вдоль im𝜋. Таким образом,
задание прямого разложения 𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑊 равносильно заданию пары идемпотентных эндо-
морфизмов 𝜋1 = 𝜋21 и 𝜋2 = 𝜋22 пространства 𝑉, связанных соотношениями 𝜋1 + 𝜋2 = 1 и
𝜋1𝜋2 = 𝜋2𝜋1 = 0.

Упражнение 9.16. Выведите из этих соотношений, что ker𝜋1 = im𝜋2 и im𝜋1 = ker𝜋2.

9.3. Функции от операторов. Всюду в этом разделе мы предполагаем, что линейный оператор
𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 действует на конечномерном векторном пространстве 𝑉 над полемℝ или ℂ, которое
мы будем обозначать через𝕂, и аннулируется многочленом

𝛼(𝑡) = (𝑡 − 𝜆1)𝑚1 … (𝑡 − 𝜆𝑟)𝑚𝑟 , где 𝜆𝑖 ≠ 𝜆𝑗 при 𝑖 ≠ 𝑗 , (9-13)

который полностью разлагается на линейные множители в 𝕂[𝑡]. Последнее означает, что ми-
нимальный и характеристический многочлены оператора 𝐹 тоже полностью разлагался на ли-
нейные множители в 𝕂[𝑡], и в практических вычислениях в качестве 𝛼(𝑡) обычно берётся ха-
рактеристический многочлен 𝜒𝐹(𝑡) оператора 𝐹. Однако, чем меньше степень многочлена 𝛼(𝑡),
тем проще будут все предстоящие нам вычисления.

Сделанныенамипредположенияна оператор𝐹 равносильны тому, чтоℰ𝓁(𝐹)исчерпывается
степенями линейных двучленов (𝑡 − 𝜆)𝑚, 𝜆 ∈ Spec𝐹. В этой ситуации 𝕂[𝑡]-модуль 𝑉𝐹 является
прямой суммой 𝑉 = ⨁𝜆∈Spec𝐹 𝐾𝜆 корневых подпространств1

𝐾𝜆 ≝ {𝑣 ∈ 𝑉 | ∃𝑚 ∈ ℕ∶ (𝜆 Id − 𝐹)𝑚𝑣 = 0} = ker(𝜆 Id − 𝐹)𝑚𝜆 , (9-14)

биективно соответствующих собственным числам 𝜆 ∈ Spec𝐹. Показатель 𝑚𝜆 в правой части
формулы (9-14) равен кратности корня 𝑡 = 𝜆 минимального многочлена 𝜇𝐹(𝑡) оператора2 𝐹.
Множество корней 𝜆1, … , 𝜆𝑟 многочлена (9-13) содержит Spec(𝐹) и для каждого 𝜆 ∈ Spec𝐹
показатель𝑚𝜆 не больше кратности корня 𝑡 = 𝜆 многочлена (9-13).

Упражнение 9.17. Не прибегая к теор. 9.1 на стр. 144, выведите существование корневого раз-
ложения 𝑉 = ⨁𝜆∈Spec𝐹 𝐾𝜆 из тождества Гамильтона –Кэли и теор. 9.3 на стр. 159.

9.3.1. Гомоморфизм вычисления. Алгебра 𝒜, состоящая из функций 𝑈 → 𝕂, заданных
на каком-нибудь подмножестве 𝑈 ⊂ 𝕂, содержащем все корни многочлена (9-13), называется
алгебраически вычислимой на операторе 𝐹, если 𝕂[𝑡] ⊂ 𝒜 и для каждого корня 𝜆 кратности 𝑘
многочлена (9-13) все функции 𝑓 ∈ 𝒜 определены в точке 𝜆 ∈ 𝕂 вместе с первыми 𝑘 − 1
производными 𝑓(𝜈) = 𝑑𝜈𝑓

𝑑𝑡𝜈 и допускают тейлоровское разложение вида

𝑓(𝑡) = 𝑓(𝜆) + 𝑓′(𝜆)
1! (𝑡 − 𝜆) + … + 𝑓(𝑘−1)(𝜆)

(𝑘 − 1)! (𝑡 − 𝜆)𝑘−1 + 𝑔𝜆(𝑡) ⋅ (𝑡 − 𝜆)𝑘 , (9-15)

1Т. е. подмодулей (𝑡 − 𝜆)-кручения, см. n∘ 9.1.6 на стр. 148.
2Т. е. максимальному из показателей степеней элементарных делителей вида (𝑡 − 𝜆)𝑚 оператора 𝐹.
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где функция 𝑔𝜆(𝑡) тоже лежит в алгебре𝒜.
Например, алгебра 𝒜 всех функций, определённых в 𝜀-окрестности каждого собственно-

го числа 𝜆 ∈ Spec𝐹 и представимых в ней суммой абсолютно сходящегося степенного ряда
от (𝑡− 𝜆), алгебраически вычислима на операторе 𝐹. Подалгебра в𝒜, состоящая из всех анали-
тических функций1 𝕂 → 𝕂, алгебраически вычислима на всех операторах 𝐹 ∈ End𝕂(𝑉), харак-
теристические многочлены которых полностью разлагаются на линейные множители в𝕂[𝑡].

Теорема 9.4

В сделанных вышепредположениях каждая алгебраически вычислимаяна операторе𝐹∶ 𝑉 → 𝑉
алгебра функций𝒜 допускает единственный такой гомоморфизм 𝕂-алгебр ev𝐹 ∶ 𝒜 → End𝑉,
что ev𝐹(𝑝) = 𝑝(𝐹) для всех многочленов 𝑝 ∈ 𝕂[𝑡] ⊂ 𝒜.

Доказательство теор. 9.4. Пусть оператор 𝐹 аннулируется многочленом (9-13), и пусть иско-
мый гомоморфизм ev𝐹 ∶ 𝒜 → 𝕂 существует. Пространство 𝑉 является прямой суммой 𝐹-инва-
риантных корневых подпространств 𝐾𝜆 = ker(𝐹 − 𝜆Id)𝑚𝜆 . Согласно формуле (9-15) оператор

𝑓(𝐹) = 𝑓(𝜆) ⋅ 𝐸 + 𝑓′(𝜆) ⋅ (𝐹 − 𝜆𝐸) + … + 𝑓(𝑚𝜆−1)(𝜆)
(𝑚𝜆 − 1)! (𝐹 − 𝜆𝐸)𝑚𝜆−1 + 𝑔𝜆(𝐹)(𝐹 − 𝜆𝐸)𝑚𝜆 (9-16)

действует на каждом подпространстве𝐾𝜆 точно так же, как результат подстановки оператора 𝐹
в многочлен 𝑗𝑚𝜆−1

𝜆 𝑓(𝑡) ≝ 𝑓(𝜆) + 𝑓′(𝜆) ⋅ (𝑡 − 𝜆) + … + 𝑓(𝑚𝜆−1)(𝜆) ⋅ (𝑡 − 𝜆)𝑚𝜆−1∕(𝑚𝜆 − 1)!. Класс
этого многочлена в факторкольце𝕂[𝑡]∕((𝑡− 𝜆)𝑚𝜆) называется (𝑚𝜆 − 1)-струёй функции 𝑓 ∈ 𝒜
в точке 𝜆 ∈ 𝕂. По китайской теореме об остатках существует единственный такой многочлен
𝑝𝑓(𝐹)(𝑡) ∈ 𝕂[𝑡] степени, строго меньшей deg𝛼(𝑡), что 𝑝𝑓(𝐹)(𝑡) ≡ 𝑗𝑚𝜆−1

𝜆 𝑓(𝑡) (mod𝛼(𝑡)) сразу для
всех корней 𝜆 многочлена 𝛼. Поскольку операторы 𝑝𝑓(𝐹)(𝐹) и 𝑓(𝐹) одинаково действуют на каж-
дом подпространстве 𝐾𝜆, имеется равенство 𝑓(𝐹) = 𝑝𝑓(𝐹)(𝐹). Таким образом, гомоморфизм вы-
числения единствен. Остаётся убедиться, что отображение 𝑓 ↦ 𝑝𝑓(𝐹)(𝐹) действительно являет-
ся гомоморфизмом𝕂-алгебр. Проверим сначала, что отображение

𝐽∶ 𝒜 → 𝕂[𝑡]
((𝑡 − 𝜆1)𝑚1)

× … × 𝕂[𝑡]
((𝑡 − 𝜆𝑟)𝑚𝑟)

≃ 𝕂[𝑡]
(𝛼) ,

𝑓 ↦ (𝑗
𝑚1−1
𝜆1 𝑓, … , 𝑗𝑚𝑟−1

𝜆𝑠 𝑓) ,

(9-17)

сопоставляющее функции 𝑓 ∈ 𝒜 набор её струй2 во всех корнях многочлена 𝛼, является го-
моморфизмом 𝕂-алгебр, т. е. 𝕂-линейно и удовлетворяет равенству 𝐽(𝑓𝑔) = 𝐽(𝑓)𝐽(𝑔). Первое
очевидно, второе достаточно установить для каждой струи 𝑗𝑚−1

𝜆 отдельно. Используя правило
Лейбница: (𝑓𝑔)(𝑘) = ∑𝑘

𝜈=0 (𝑘𝜈) 𝑓(𝜈)𝑔(𝑘−𝜈), получаем следующие равенства по модулю (𝑡 − 𝜆)𝑚:

𝑗𝑚−1
𝜆 (𝑓𝑔) =

𝑚−1

∑
𝑘=0

(𝑡 − 𝜆)𝑘
𝑘! ∑

𝜈+𝜇=𝑘

𝑘!
𝜈!𝜇!𝑓

(𝜈)(𝜆)𝑔(𝜇)(𝜆) =

=
𝑚−1

∑
𝑘=0

∑
𝜈+𝜇=𝑘

𝑓(𝜈)(𝜆)
𝜈! (𝑡 − 𝜆)𝜈 ⋅ 𝑔

(𝜇)(𝜆)
𝜇! (𝑡 − 𝜆)𝜇 ≡ 𝑗𝑚−1

𝜆 (𝑓)𝑗𝑚−1
𝜆 (𝑔) .

1Т. е. функций, задаваемых сходящимися всюду в𝕂 степенными рядами.
2Мы рассматриваем этот набор как элемент прямого произведения соответствующих колец вычетов,

которое по китайской теореме об остатках изоморфно факторкольцу𝕂[𝑡]∕(𝛼).
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Отображение 𝑓 ↦ 𝑝𝑓(𝐹)(𝐹) является композицией гомоморфизма (9-17) с гомоморфизмом вы-
числения многочленов ev𝐹 ∶ 𝕂[𝑡] → End𝑉, 𝑝 ↦ 𝑝(𝐹), который корректно пропускается через
фактор𝕂[𝑡]∕(𝛼), так как 𝛼(𝐹) = 0. □

Определение 9.1 (гомоморфизм вычисления)

Гомоморфизм ev𝐹 ∶ 𝒜 → End𝑉 из теор. 9.4 называется вычислением функций 𝑓 ∈ 𝒜 на опера-
торе 𝐹. Линейный оператор ev𝐹(𝑓)∶ 𝑉 → 𝑉, в который переходит функция 𝑓 ∈ 𝒜 при гомомор-
физме вычисления, обозначается 𝑓(𝐹) и называется функцией 𝑓 от оператора 𝐹.

Замечание 9.1. (как относиться к функциям от операторов) Изтеор. 9.4 вытекает, что еслиха-
рактеристический многочлен линейного оператора 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 полностью разлагается на ли-
нейныемножители в𝕂[𝑡], то на пространстве𝑉 определены такие линейные операторы, как 𝑒𝐹
или sin𝐹, а если 𝐹 ∈ GL(𝑉), то и такие задаваемые аналитическими вне нуля функциями опе-
раторы, как ln𝐹 или √𝐹, причём алгебраические свойства всех этих операторов точно такие
же, как у числовых функций 𝑒𝑡, sin 𝑡, ln 𝑡 и √𝑡. В частности, все эти функции от оператора 𝐹
коммутируют друг с другом и с 𝐹, а также удовлетворяют соотношениям вроде ln𝐹2 = 2 ln𝐹 и
√𝐹√𝐹 = 𝐹. Таким образом, функции от операторовможно использовать для отыскания опера-
торов с предписанными свойствами, например, удовлетворяющих заданному алгебраическому
или дифференциальному уравнению, в частности, для извлечения корней из невырожденных
операторов.

Предложение 9.5

В условиях теор. 9.4 на стр. 161 для любой функции 𝑓 из алгебраически вычислимой на опера-
торе 𝐹 алгебры функций 𝒜 спектр оператора 𝑓(𝐹) состоит из чисел 𝑓(𝜆), где 𝜆 ∈ Spec𝐹. Если
𝑓′(𝜆) ≠ 0, то элементарные делители (𝑡− 𝜆)𝑚 ∈ ℰ𝓁(𝐹) биективно соответствуют элементарным
делителям (𝑡−𝑓(𝜆))

𝑚 ∈ ℰ𝓁(𝑓(𝐹)). Если 𝑓′(𝜆) = 0, то каждому элементарному делителю (𝑡−𝜆)𝑚
с 𝑚 > 1 из ℰ𝓁(𝐹) в множестве ℰ𝓁(𝑓(𝐹)) соответствует объединение нескольких элементарных

делителей вида (𝑡 − 𝑓(𝜆))
𝓁𝑖 с 𝓁𝑖 ∈ ℕ и ∑𝑖 𝓁𝑖 = 𝑚.

Доказательство. Реализуем 𝐹 как оператор умножения на класс [𝑡] в прямой сумме факторко-
лец𝑉 = 𝕂[𝑡]∕((𝑡−𝜆1)𝑠1)⊕…⊕𝕂[𝑡]∕((𝑡−𝜆𝑟)𝑠𝑟). Как мы видели в доказательстве теор. 9.4 огра-
ничение оператора 𝑓(𝐹) на корневое подпространство 𝐾𝜆 раскладывается в сумму скалярного
оператора 𝑓(𝜆)𝐸 и нильпотентного оператора 𝑁 = 𝑓′(𝜆) ⋅ 𝜂 + 1

2 𝑓
″(𝜆) ⋅ 𝜂2 + …, где 𝜂∶ 𝐾𝜆 → 𝐾𝜆

обозначает оператор умножения на класс [𝑡 − 𝜆]. На каждом слагаемом𝕂[𝑡]∕((𝑡 − 𝜆)𝑚) опера-
тор 𝜂 имеет ровно одну жорданову цепочку максимальной длины𝑚. Если 𝑓′(𝜆) ≠ 0, то

𝑁𝑚−1 = 𝑓′(𝜆)𝑚−1 ⋅ 𝜂𝑚−1 ≠ 0 .

Поэтому 𝑁 тоже имеет ровно одну жорданову цепочку длины𝑚. При 𝑓′(𝜆) = 0 и𝑚 > 1 равен-
ство 𝑁𝑘 = 0 наступит при 𝑘 < 𝑚. Поэтому цикловой тип ограничения оператора 𝑁 на каждое
слагаемое вида𝕂[𝑡]∕((𝑡 − 𝜆)𝑚) состоит из нескольких цепочек суммарной длины𝑚. □

Упражнение 9.18. Покажите, что матрица 𝐽−1
𝑛 (𝜆), обратная к жордановой клетке размера 𝑛×𝑛

с собственным числом 𝜆, подобна матрице 𝐽𝑛(𝜆−1).
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9.3.2. Интерполяционный многочлен. Многочлен 𝑝𝑓(𝐹)(𝑡) ∈ 𝕂[𝑡], принимающий на опе-
раторе 𝐹 то же самое значение, что и функция 𝑓 ∈ 𝒜, называется интерполяционным много-
членом для вычисления 𝑓(𝐹). Он однозначно определяется тем, что его степень строго меньше
степени аннулирующего оператор 𝑓 многочлена𝛼 и в каждом корне кратности𝑚многочлена𝛼
саммногочлен 𝑝𝑓(𝐹) и первые его𝑚−1 производные принимают те же значения, что функция 𝑓
и её первые𝑚 − 1 производные. Таким образом, при deg𝛼 = 𝑑 отыскание коэффициентов ин-
терполяционногомногочлена 𝑝𝑓(𝐹) сводится к решению системыиз𝑑 линейных уравненийна𝑑
неизвестных.

Лемма 9.2 (об интерполяции с кратными узлами1)

Для любых различных чисел 𝑎1, … , 𝑎𝑛 из любого поля 𝕜 и произвольно заданного для каждо-
го 𝑎𝑖 набора из𝑚𝑖 значений 𝑏𝑖,0, 𝑏𝑖,1, … , 𝑏𝑖,𝑚𝑖−1 ∈ 𝕜 существует единственный такоймногочлен
𝑔 ∈ 𝕜[𝑥] степени строго меньше𝑚 = 𝑚1 + … + 𝑚𝑛, что при каждом 𝑖 = 1, … , 𝑛 сам этот мно-
гочлен и первые его𝑚𝑖 − 1 производные принимают в точке 𝑎𝑖 заданные значения

𝑔(𝑎𝑖) = 𝑏𝑖,0, 𝑔′(𝑎𝑖) = 𝑏𝑖,1, … , 𝑔(𝑚𝑖−1)(𝑎𝑖) = 𝑏𝑖,𝑚𝑖−1 ,

где 𝑔(𝑘)(𝑥) = 𝑑𝑘𝑔(𝑥)∕𝑑𝑥𝑘 означает 𝑘-тую производную многочлена 𝑔.

Доказательство. Введём на𝑚 парах чисел (𝑖, 𝑗), где 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, 0 ⩽ 𝑗 < 𝑚𝑗, какой-нибудь линей-
ный порядок и рассмотрим отображение 𝐹∶ 𝕜[𝑥]<𝑚 → 𝕜𝑚, переводящее каждый многочлен 𝑔
степени меньше 𝑚 в набор значений2 𝑔(𝑗)(𝑎𝑖), записанных в одну строку в выбранном на па-
рах (𝑖, 𝑗) порядке.

Упражнение 9.19. Убедитесь, что отображение 𝐹 линейно.

Если 𝑔 ∈ ker𝐹, то по предл. 2.6 на стр. 46 каждое число 𝑎𝑖 ∈ 𝕜 является как минимум 𝑚𝑖-
кратным корнем многочлена 𝑔, т. е. 𝑔 делится на ∏𝑖(𝑥 − 𝑎𝑖)𝑚𝑖 , откуда 𝑔 = 0, ибо степень про-
изведения равна 𝑚 > deg𝑔. Мы заключаем, что ker𝐹 = 0. Поскольку dim𝕜[𝑥]<𝑚 = dim𝕜𝑚,
отображение 𝐹 биективно. □

Пример 9.8 (степенная функция и рекуррентные уравнения, ср. c прим. 3.6 на стр. 60)

Задача отыскания 𝑛-того члена 𝑎𝑛 числовой последовательности 𝑧∶ ℤ → 𝕂, 𝑛 ↦ 𝑧𝑛, реша-
ющей рекуррентное уравнение 𝑧𝑛 = 𝛼1𝑧𝑛−1 + 𝛼2𝑧𝑛−2 + … + 𝛼𝑚𝑧𝑛−𝑚 с начальным условием
(𝑧0, … , 𝑧𝑛−1) = (𝑎0, … , 𝑎𝑛−1) ∈ 𝕂𝑛, сводится вычислению 𝑛-той степени матрицы сдвига

𝑆 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 … 0 𝛼𝑚
1 0 ⋱ ⋮ 𝛼𝑚−1
0 1 ⋱ 0 ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 0 𝛼2
0 … 0 1 𝛼1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

смещающей каждый фрагмент из𝑚 последовательных элементов на один шаг вправо:

(𝑧𝑘+1, 𝑧𝑘+2, … , 𝑧𝑘+𝑚) ⋅ 𝑆 = (𝑧𝑘+2, 𝑧𝑘+3, … , 𝑧𝑘+𝑚+1) .

1Это утверждение обобщает прим. 2.5 на стр. 44.
2Где для единообразия обозначений мы полагаем 𝑔(0) ≝ 𝑔.
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Искомый элемент 𝑎𝑛 при этом равен первой координате вектора

(𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1, … , 𝑎𝑛+𝑚−1) = (𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑚−1) ⋅ 𝑆𝑛 .

Матрица 𝑆𝑛 = 𝑝𝑆𝑛(𝑆) является результатом подстановки матрицы 𝑆 в интерполяционный мно-
гочлен 𝑝𝑆𝑛(𝑡) ∈ 𝕂[𝑡] для вычисления на матрице 𝑆 степенной функции 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑛. Обратите вни-
мание, что deg 𝑝𝑆𝑛 < 𝑚, и коэффициенты многочлена 𝑝𝑆𝑛 находятся решением системы из 𝑚
линейных уравнений на𝑚 неизвестных.

Например, для уравнения Фибоначчи 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 матрица сдвига имеет вид

𝑆 = (
0 1
1 1) .

Интерполяционныймногочлен для вычисления степеннойфункции 𝑡𝑛 на этойматрице линеен.
Записывая его в виде 𝑝𝑆𝑛(𝑡) = 𝑎𝑡 + 𝑏 с неопределёнными коэффициентами 𝑎 и 𝑏, получаем

𝑆𝑛 = 𝑎 𝑆 + 𝑏 𝐸 = (
𝑏 𝑎
𝑎 𝑎 + 𝑏) .

Таким образом, 𝑛-тое число Фибоначчи, решающее уравнение Фибоначчи с начальным усло-
вием (𝑎0, 𝑎1) = (0, 1), равно первой координате вектора (𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1) = (0, 1) ⋅ 𝑆𝑛 = (𝑎, 𝑎 + 𝑏).
Матрица 𝑆 аннулируется своим характеристическим многочленом

𝜒𝑆(𝑡) = 𝑡2 − 𝑡 tr 𝑆 + det 𝑆 = 𝑡2 − 𝑡 − 1 = (𝑡 − 𝜆+)(𝑡 − 𝜆−)

с однократными корнями 𝜆± = (1 ± √5)∕2. Функция 𝑡𝑛 принимает на них значения 𝜆𝑛±. Коэф-
фициенты 𝑎 и 𝑏 находятся из системы

{
𝑎 𝜆+ + 𝑏 = 𝜆𝑛+
𝑎 𝜆− + 𝑏 = 𝜆𝑛− ,

и по правилу Крамера 𝑎 = (𝜆𝑛+ − 𝜆𝑛−)∕(𝜆+ − 𝜆−). Тем самым,

𝑎𝑛 = 𝑎 = (1 + √5)𝑛 − (1 − √5)𝑛

2𝑛 ⋅ √5
,

что согласуется с прим. 3.6 на стр. 60.

Пример 9.9 (квадратный корень из оператора)

Покажем, что если поле 𝕜 алгебраически замкнуто и char𝕜 ≠ 2, то из любого биективного ли-
нейного оператора𝐹 на конечномерном векторномпространстве𝑉 над полем𝕜можноизвлечь
квадратный корень, являющийся многочленом от оператора 𝐹. В прим. 3.8 на стр. 64 мы виде-
ли, что при всех целых 𝑘 ⩾ 0 биномиальный коэффициент (2𝑘𝑘 ) нацело делится на (𝑘+1), и если

char𝕜 ≠ 2, то корректно определён биномиальный степенной ряд1

√1 + 𝑥 = ∑
𝑘⩾0(

1∕2
𝑘 )𝑥

𝑘 = 1 + 1
2 ∑
𝑘⩾1

(−1)𝑘−1

4𝑘−1 (
2𝑘 − 2
𝑘 − 1 )

𝑥𝑘
𝑘 . (9-18)

1См. формулу (3-19) на стр. 64.
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Упражнение 9.20. Убедитесь в том, что квадрат многочлена, равного сумме первых 𝑛+ 1 чле-
нов этого ряда, равен 1 + 𝑥 в 𝕜[𝑥]∕(𝑥𝑛+1).

Если поле 𝕜 алгебраически замкнуто, характеристический многочлен 𝜒𝐹(𝑡) оператора 𝐹 разла-
гается на взаимно простые множители (𝑡 − 𝜆)𝑚𝜆 , где 𝜆 ∈ Spec(𝐹), и пространство 𝑉 является
прямой суммой 𝐹-инвариантных корневых подпространств 𝐾𝜆 = ker(𝐹 − 𝜆Id)𝑚𝜆 . Так как 𝐹 би-
ективен, все числа 𝜆 в этом разложении отличны от нуля. Для каждого 𝜆 ∈ Spec(𝐹) обозначим
через 𝑝𝜆(𝑡) ∈ 𝕜[𝑡] сумму первых 𝑚𝜆 членов формального разложения Тэйлора функции √𝑡 в
точке 𝜆, которое получается из (9-18) заменой переменных:

√𝑡 = √𝜆 + (𝑡 − 𝜆) = √𝜆 ⋅ (1 + (𝑡 − 𝜆)∕𝜆)
1∕2 = 𝜆1∕2 + 𝑡 − 𝜆

2𝜆1∕2 − (𝑡 − 𝜆)2
8𝜆3∕2 + (𝑡 − 𝜆)3

16𝜆5∕2 − … .

Тогда 𝑝2𝜆(𝑡) ≡ 𝑡mod (𝑡 − 𝜆)𝑚𝜆 в силу упр. 9.20. По китайской теореме об остатках существует
многочлен 𝑝(𝑡), сравнимый с 𝑝𝜆(𝑡) по модулю (𝑡 − 𝜆)𝑚𝜆 сразу для всех 𝜆 ∈ Spec(𝐹). Он имеет
𝑝2(𝑡) ≡ 𝑡mod (𝑡 − 𝜆)𝑚𝜆 для всех 𝜆 ∈ Spec(𝐹). Поскольку квадрат оператора 𝑝(𝐹) действует на
каждом корневом подпространстве 𝐾𝜆 точно также, как 𝐹, мы заключаем, что 𝑝2(𝐹) = 𝐹.

Замечание 9.2. (аналитически определённые функции от оператора) Гомоморфизм вычисле-
ния значений многочленов на матрице 𝐹 ∈ Mat𝑛(ℂ) можно продолжать на б ′ольшие алгебры
функций 𝒞 ⊃ ℂ[𝑧] средствами анализа: наделим пространства 𝒞 и Mat𝑛(ℂ) той или иной то-
пологией, представим функцию 𝑓 ∈ 𝒞 в виде предела 𝑓 = lim𝑘→∞ 𝑓𝑘 какой-нибудь последова-
тельности многочленов 𝑓𝑘 и положим матрицу 𝑓(𝐹) равной пределу последовательности мат-
риц 𝑓𝑘(𝐹) ∈ Mat𝑛(ℂ). Разумеется, при этом необходимо проверять, что предел lim𝑘→∞ 𝑓𝑘(𝐹) су-
ществует и зависит только от функции 𝑓, а не от выбора сходящейся к 𝑓 последовательности
многочленов, и отдельно следует убедиться в том, что полученное таким образом отображение
ev𝐹 ∶ 𝒞 → Mat𝑛(ℂ), 𝑓 ↦ 𝑓(𝐹), является гомоморфизмом алгебр1. Но если это так, и если переход
к пределу в пространстве матриц перестановочен со сложением и умножением на константы2,
то какбыниопределялась сходимость впространствефункцийикакойбынибыла сходящаяся к
функции 𝑓 последовательность многочленов 𝑓𝑘, последовательность матриц 𝑓𝑘(𝐹) будет лежать
в конечномерном векторном пространстве, порождённом над ℂ степенями 𝐹𝑚 с 0 ⩽ 𝑚 < 𝑛,
т. е. её предел a priori будет многочленом от 𝐹 степени, строго меньшей 𝑛, а значит, может быть
вычислен при помощи подходящего интерполяционного многочлена. Если матрицы 𝐹 и 𝐺 по-
добны, т. е. 𝐺 = 𝐶𝐹𝐶−1 для некоторой матрицы 𝐶 ∈ GL𝑘(ℂ), то аналитически определённые
функции от этихматриц тоже будут подобны: так как равенство 𝑓𝑘(𝐺) = 𝐶𝑓𝑘(𝐹)𝐶−1 справедливо
для всех многочленов, приближающихфункцию 𝑓, оно выполняется и для предельнойфункции
в силу непрерывности линейного отображения Mat𝑛(ℂ) → Mat𝑛(ℂ), 𝑋 ↦ 𝐶𝑋𝐶−1.

9.4. Перестановочные операторы и разложение Жордана. Если линейные операторы 𝐹 и 𝐺
на векторном пространстве 𝑉 над произвольным полем 𝕜 коммутируют друг с другом, то ядро

1Иначе не вполне понятно, зачем оно нужно. В качестве упражнения по анализу читателю настоя-
тельно рекомендуется попробовать самостоятельно реализовать намеченную программу, используя на
пространстве функций топологию, в которой сходимость последовательности функций означает равно-
мерную сходимость в каждом круге в ℂ, а на пространствеMat𝑛(ℂ) —стандартную топологию простран-
ства ℂ𝑛2 , где сходимость определяется покоординатно.

2Т. е. lim
𝑘→∞

(𝜆𝐹𝑘 + 𝜇𝐺𝑘) = 𝜆 lim
𝑘→∞

𝐹𝑘 + 𝜇 lim
𝑘→∞

𝐺𝑘. Это означает, в частности, что все ℂ-линейные отобра-

жения Mat𝑛(ℂ) → Mat𝑛(ℂ) непрерывны.
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и образ любого многочлена от оператора 𝐹 переводятся оператором 𝐺 в себя:

𝑓(𝐹) 𝑣 = 0 ⇒ 𝑓(𝐹)𝐺𝑣 = 𝐺𝑓(𝐹) 𝑣 = 0
𝑣 = 𝑓(𝐹)𝑤 ⇒ 𝐺𝑣 = 𝐺𝑓(𝐹)𝑤 = 𝑓(𝐹)𝐺𝑤 .

В частности, все собственные подпространства 𝑉𝜆 = ker(𝐹 − 𝜆𝐸) инвариантны относительно
любого перестановочного с 𝐹 оператора 𝐺.

Предложение 9.6

В конечномерном векторном пространстве 𝑉 над алгебраически замкнутым полем 𝕜 любое
множество коммутирующих друг с другом операторов обладает общим для всех операторов
собственным вектором. Над произвольным полем 𝕜 любое множество коммутирующих друг с
другом диагонализуемых операторов на 𝑉 можно одновременно диагонализовать в некотором
общем для всех операторов базисе.

Доказательство. Индукция по dim𝑉. Если все операторы скалярны (что так при dim𝑉 = 1), то
доказывать нечего — подойдут, соответственно, любой ненулевой вектор и любой базис. Если
среди операторов есть хоть один нескалярный оператор 𝐹, то над замкнутым полем у него есть
собственное подпространство строго меньшей размерности, чем 𝑉, а в диагонализуемом слу-
чае 𝑉 является прямой суммой таких собственных подпространств. Каждое собственное под-
пространство оператора 𝐹 инвариантно для всех операторов, причём если операторы диаго-
нализуемы на всём пространстве, то их ограничения на собственные подпространства опера-
тора 𝐹 тоже диагонализуемы по сл. 9.8. Применяя к собственному подпространству (соответ-
ственно ко всем собственным подпространствам) оператора 𝐹 предположение индукции, по-
лучаем требуемое. □

Пример 9.10 (конечные группы операторов)

Если𝑚 линейныхоператоровнаконечномерномпространстве𝑉 над алгебраически замкнутым
полем 𝕜 характеристики char𝕜 ∤ 𝑚 образуют группу 𝐺, то каждый из этих операторов аннули-
руется многочленом 𝑡𝑚 − 1, который раскладывается в произведение 𝑚 попарно различных
линейных множителей1. Поэтому каждый оператор в группе 𝐺 диагонализуем. Все операторы
из группы𝐺 одновременно диагонализуются в одномобщембазисе, еслии только если группа𝐺
абелева.

Теорема 9.5 (разложение Жордана)

Для каждого оператора 𝐹 на конечномерном векторном пространстве 𝑉 над алгебраически за-
мкнутым полем 𝕜 существует единственная пара таких операторов 𝐹𝑑 и 𝐹𝑛, что 𝐹𝑛 нильпотен-
тен,𝐹𝑑 диагонализуем,𝐹𝑑𝐹𝑛 = 𝐹𝑛𝐹𝑑 и𝐹 = 𝐹𝑑+𝐹𝑛. Эти единственныеоператоры𝐹𝑑 и𝐹𝑛 являются
многочленами без свободных членов от оператора 𝐹.

Доказательство. Пусть Spec𝐹 = {𝜆1, … , 𝜆𝑟}. В силу алгебраической замкнутости поля𝕜, харак-
теристический многочлен 𝜒𝐹(𝑡) = ∏𝜆∈Spec𝐹(𝑡− 𝜆)𝑚𝜆 полностью разлагается на линейные мно-
жители, и пространство 𝑉 = ⨁𝜆∈Spec𝐹 𝐾𝜆 является прямой суммой корневых подпространств
𝐾𝜆 = ker(𝐹−𝜆 Id)𝑚𝜆 . В качестве диагонализуемого оператора𝐹𝑑 можно взять оператор, действу-
ющий на каждом корневом подпространстве𝐾𝜆 умножением на 𝜆, а в качестве нильпотентного

1Поскольку производная𝑚𝑡𝑚−1 многочлена 𝑡𝑚 − 1 отлична от нуля и взаимно проста с ним.
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оператора 𝐹𝑛 — разность 𝐹𝑛 = 𝐹 − 𝐹𝑑, которая действует на каждом корневом подпростран-
стве 𝐾𝜆 нильпотентным оператором 𝐹 − 𝜆 Id.

Покажем, что оба эти оператора являются многочленами без свободного члена от 𝐹. Для
этого достаточно представить в таком виде оператор 𝐹𝑑. Для каждого ненулевого 𝜆 ∈ Spec𝐹
обозначим через𝑔𝜆 ∈ 𝕜[𝑥]многочлен, представляющий класс 𝜆∕𝑡 в𝕜[𝑥]∕((𝑡 − 𝜆)𝑚𝜆), а для 𝜆 = 0
положим 𝑔𝜆(𝑡) = 0. По китайской теореме об остатках существует многочлен 𝑔 ∈ 𝕜[𝑥], срав-
нимый с 𝑔𝜆 по модулю (𝑡 − 𝜆)𝑚𝜆 сразу для всех 𝜆 ∈ Spec𝐹. Многочлен 𝑡𝑔𝜆 не имеет свободного
члена, и его класс в 𝕜[𝑥]∕((𝑡 − 𝜆)𝑚𝜆) равен классу 𝜆 для всех 𝜆 ∈ Spec𝐹. Поэтому оператор 𝑔(𝐹)
действует на каждом корневом подпространстве 𝐾𝜆 как умножение на 𝜆, т. е. совпадает с 𝐹𝑑.

Будучи многочленами от 𝐹, операторы 𝐹𝑑 и 𝐹𝑛 = 𝐹−𝐹𝑑 перестановочнымежду собою и с 𝐹.
Это доказывает существование операторов 𝐹𝑑 и 𝐹𝑛 с требуемыми свойствами, включающими в
себя и последнее утверждение предложения. Докажем их единственность.

Пусть есть ещё одно разложение𝐹 = 𝐹′
𝑑+𝐹′

𝑛 , в котором𝐹′
𝑑 диагонализуем,𝐹′

𝑛 нильпотентен
и 𝐹′

𝑑𝐹′
𝑛 = 𝐹′

𝑛𝐹′
𝑑. Из последнего равенства вытекает, что 𝐹′

𝑑 и 𝐹′
𝑛 перестановочны с любыммного-

членом от𝐹 = 𝐹′
𝑑+𝐹′

𝑛 , в частности, с построенными выше𝐹𝑑 и𝐹𝑛. Поэтому каждое собственное
подпространство 𝑉𝜆 оператора 𝐹𝑑 переводится оператором 𝐹′

𝑑 в себя1, причём 𝐹′
𝑑 диагонализу-

ем2 на каждом 𝑉𝜆. Если бы оператор 𝐹′
𝑑 имел на 𝑉𝜆 собственный вектор с собственным значе-

нием 𝜇 ≠ 𝜆, то этот вектор был бы собственным для оператора 𝐹𝑛 −𝐹′
𝑛 = 𝐹𝑑 −𝐹′

𝑑 с собственным
значением 𝜆 − 𝜇 ≠ 0, что невозможно, так как оператор 𝐹𝑛 − 𝐹′

𝑛 нильпотентен.

Упражнение 9.21. Докажите, что разность двух перестановочных нильпотентных операторов
нильпотентна.

Следовательно, оператор 𝐹′
𝑑 действует на каждом собственном подпространстве 𝑉𝜆 операто-

ра 𝐹𝑑 как умножение на 𝜆, откуда 𝐹′
𝑑 = 𝐹𝑑. Тогда и 𝐹′

𝑛 = 𝐹 − 𝐹′
𝑑 = 𝐹 − 𝐹𝑑 = 𝐹𝑛. □

Определение 9.2

Операторы𝐹𝑑 и𝐹𝑛 из теор. 9.5 называются, соответственно, диагонализуемойи нильпотентной
составляющими оператора 𝐹.

Замечание 9.3. Поскольку операторы 𝐹𝑑 и 𝐹𝑛 являются многочленами от 𝐹, каждое 𝐹-инвари-
антное подпространство 𝑈 ⊂ 𝑉 является инвариантным для 𝐹𝑑 и 𝐹𝑛.

1См. n∘ 9.4 на стр. 165.
2См. сл. 9.8 на стр. 158.



§10. Группы

10.1. Группы, подгруппы, циклы. Множество 𝐺 называется группой, если на нём задана опе-
рация композиции 𝐺 × 𝐺 → 𝐺, (𝑔1,𝑔2) ↦ 𝑔1𝑔2 со свойствами

ассоциативность: ∀ 𝑓,𝑔, ℎ ∈ 𝐺 (𝑓𝑔)ℎ = 𝑓(𝑔ℎ) (10-1)

наличие единицы: ∃ 𝑒 ∈ 𝐺 ∶ ∀𝑔 ∈ 𝐺 𝑒𝑔 = 𝑔 (10-2)

наличие обратных: ∀𝑔 ∈ 𝐺 ∃𝑔−1 ∈ 𝐺 ∶ 𝑔−1𝑔 = 𝑒 (10-3)

Группа называется коммутативной или абелевой, если дополнительно имеет место

коммутативность: ∀ 𝑓,𝑔 ∈ 𝐺 𝑓𝑔 = 𝑔𝑓 . (10-4)

Левый обратный к 𝑔 элемент 𝑔−1 из (10-3) является также и правым обратным, т. е. 𝑔𝑔−1 = 𝑒,
что устанавливается умножением правой и левой части в 𝑔−1𝑔𝑔−1 = 𝑒𝑔−1 = 𝑔−1 слева на
левый обратный к 𝑔−1 элемент.

Упражнение 10.1. Убедитесь, что обратный к 𝑔 элемент 𝑔−1 однозначно определяется элемен-
том 𝑔 и что (𝑔1 …𝑔𝑘)

−1 = 𝑔−1
𝑘 …𝑔−1

1 .

Для единицы 𝑒 из (10-2) при любом 𝑔 ∈ 𝐺 выполнятся также и равенство 𝑔𝑒 = 𝑔, поскольку
𝑔𝑒 = 𝑔(𝑔−1𝑔) = (𝑔𝑔−1)𝑔 = 𝑒𝑔 = 𝑔.

Упражнение 10.2. Убедитесь, что единичный элемент 𝑒 ∈ 𝐺 единствен.

Если группа 𝐺 конечна, число элементов в ней обозначается |𝐺| и называется порядком груп-
пы 𝐺. Подмножество 𝐻 ⊂ 𝐺 называется подгруппой, если оно образует группу относительно
имеющейся в 𝐺 композиции. Для этого достаточно, чтобы вместе с каждым элементом ℎ ∈ 𝐻
в 𝐻 лежал и обратный к нему элемент ℎ−1, а вместе с каждой парой элементов ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻—их
произведение ℎ1ℎ2. Единичный элемент 𝑒 ∈ 𝐺 автоматически окажется в 𝐻, т. к. 𝑒 = ℎℎ−1 для
произвольного ℎ ∈ 𝐻.

Упражнение 10.3. Проверьте, что пересечение любого множества подгрупп является подгруп-
пой.

Пример 10.1 (группы преобразований)

Модельными примерами групп являются группы преобразований, обсуждавшиеся нами в n∘ 0.6.
Все взаимно однозначные отображения произвольного множества 𝑋 в себя очевидно образуют
группу. Она обозначается Aut𝑋 и называется группой автоморфизмов множества𝑋. Подгруппы
𝐺 ⊂ Aut𝑋 называются группами преобразований множества 𝑋. Для 𝑔 ∈ 𝐺 и 𝑥 ∈ 𝑋 мы часто бу-
дем сокращать обозначение 𝑔(𝑥) до 𝑔𝑥. Группа всех автоморфизмов 𝑛-элементного множества
𝑋 = {1, … , 𝑛} называется 𝑛-той симметрической группой и обозначается 𝑆𝑛. Порядок |𝑆𝑛| = 𝑛!.
Чётные перестановки образуют в 𝑆𝑛 подгруппу, обозначаемую 𝐴𝑛 и часто называемую знакопе-
ременной группой. Порядок |𝐴𝑛| = 𝑛!∕2.

10.1.1. Циклические группы и подгруппы.Наименьшая по включению подгруппа в 𝐺, со-
держащая заданный элемент 𝑔 ∈ 𝐺, состоит из всевозможных целых степеней 𝑔𝑚 элемента 𝑔,
где мы, как обычно, полагаем 𝑔0 ≝ 𝑒 и 𝑔−𝑛 ≝ (𝑔−1)

𝑛
. Она называется циклической подгруппой,

порождённой 𝑔, и обозначается ⟨𝑔⟩. Группа ⟨𝑔⟩ абелева и является образом сюрьективного го-
моморфизма абелевых групп 𝜑𝑔 ∶ ℤ ↠ ⟨𝑔⟩, 𝑚 ↦ 𝑔𝑚, который переводит сложение в компо-
зицию. Если ker𝜑𝑔 ≠ 0, то ker𝜑𝑔 = (𝑛) и ⟨𝑔⟩ ≃ ℤ∕ (𝑛), где 𝑛 ∈ ℕ — наименьшая степень,
для которой 𝑔𝑛 = 𝑒. Она называется порядком элемента 𝑔 и обозначается ord(𝑔). В этом случае
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группа ⟨𝑔⟩ имеет порядок1 𝑛 = ord𝑔 и состоит из элементов 𝑒 = 𝑔0, 𝑔 = 𝑔1, 𝑔2, … , 𝑔𝑛−1.
Если ker𝜑𝑔 = 0, то 𝜑𝑔 ∶ ℤ ⥲ ⟨𝑔⟩ является изоморфизмом и все степени 𝑔𝑚 попарно различны.
В этом случае говорят, что 𝑔 имеет бесконечный порядок и пишут ord𝑔 = ∞.

Напомним2, что группа 𝐺 называется циклической, если в ней есть такой элемент 𝑔 ∈ 𝐺,
что все элементы группы являются его целыми степенями, т. е. 𝐺 = ⟨𝑔⟩. Элемент 𝑔 называется
в этом случае образующей циклической группы 𝐺. Например, аддитивная группа целых чисел ℤ
циклическая, и её образующей является любой из элементов ±1. Согласно сл. 2.3 на стр. 53,
всякая конечная подгруппа мультипликативной группы любого поля циклическая. Аддитивная
группа вычетовℤ∕(10) тоже циклическая, и её образующей является любой из четырёх классов3

[±1]6, [±3]6.
Упражнение 10.4. Укажите необходимые и достаточные условия для того, чтобы конечно по-

рождённая абелева группа4 𝐺 = ℤ𝑟 ⊕ ℤ∕(𝑝𝑛11 ) ⊕ … ⊕ ℤ∕(𝑝𝑛𝛼𝛼 ) была циклической.

Лемма 10.1

Элемент ℎ = 𝑔𝑘 тогда и только тогда является образующей циклической группы ⟨𝑔⟩ порядка 𝑛,
когда нод(𝑘, 𝑛) = 1.

Доказательство. Так как ⟨ℎ⟩ ⊂ ⟨𝑔⟩, равенство ⟨ℎ⟩ = ⟨𝑔⟩ равносильно неравенству ord ℎ ⩾ 𝑛.
Если ℎ𝑚 = 𝑔𝑚𝑘 = 𝑒, то 𝑛 ∣ 𝑚𝑘. При нод(𝑛, 𝑘) = 1 мы заключаем, что 𝑛 ∣ 𝑚, откуда 𝑚 ⩾ 𝑛 и,
в частности, ord ℎ ⩾ 𝑛. Если же 𝑛 = 𝑛1𝑑 и 𝑘 = 𝑘1𝑑, где 𝑑 > 1, то ℎ𝑛1 = 𝑔𝑘𝑛1 = 𝑔𝑛𝑘1 = 𝑒 и
ord ℎ ⩽ 𝑛1 < 𝑛. □

10.1.2. Разложение перестановок в композиции циклов. Перестановка 𝜏 ∈ 𝑆𝑛 по кругу
переводящая друг в друга какие-нибудь𝑚 различных элементов5

𝑖1 ↦ 𝑖2 ↦ … ↦ 𝑖𝑚−1 ↦ 𝑖𝑚 ↦ 𝑖1 (10-5)

и оставляющая на месте все остальные элементы, называется циклом длины𝑚.

Упражнение 10.5.Покажите, что𝑘-тая степень цикла длины𝑚 является циклом тогдаи только
тогда, когда нод(𝑘,𝑚) = 1.

Цикл (10-5) часто бывает удобно обозначать 𝜏 = |𝑖1, … , 𝑖𝑚⟩, не смотря на то, что один и тот же
цикл (10-5) допускает𝑚 различных таких записей, получающихся друг из друга циклическими
перестановками элементов.

Упражнение 10.6. Сколько имеется в 𝑆𝑛 различных циклов длины 𝑘?

Теорема 10.1

Каждая перестановка 𝑔 ∈ 𝑆𝑛 является композицией 𝑔 = 𝜏1 … 𝜏𝑘 непересекающихся и, стало
быть, попарно коммутирующих друг с другом циклов, причём такое разложение единственно с
точностью до перестановки циклов.

1Таким образом, порядок элемента равен порядку порождённой им циклической подгруппы.
2См. n∘ 2.5.1 на стр. 52.
3Обратите внимание, что никакой из шести оставшихся классов образующей не являются.
4См. теор. 7.1 на стр. 120.
5Числа 𝑖1, … , 𝑖𝑚 могут быть любыми, не обязательно соседними или возрастающими.
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Доказательство. Поскольку множество 𝑋 = {1, … , 𝑛} конечно, в последовательности

𝑥
𝑔

⟼ 𝑔(𝑥)
𝑔

⟼ 𝑔2(𝑥)
𝑔

⟼ 𝑔3(𝑥)
𝑔

⟼ … , (10-6)

возникающей при применении 𝑔 к произвольной точке 𝑥 ∈ 𝑋, случится повтор. Так как пре-
образование 𝑔∶ 𝑋 ⥲ 𝑋 биективно, первым повторившимся элементом будет стартовый эле-
мент 𝑥. Таким образом, каждая точка 𝑥 ∈ 𝑋 под действием 𝑔 движется по циклу. В силу биек-
тивности 𝑔 два таких цикла, проходящие через различные точки 𝑥 и 𝑦, либо не пересекаются,
либо совпадают. Таким образом, перестановка 𝑔 является произведением непересекающихся
циклов, очевидно, перестановочных друг с другом. □

Упражнение 10.7. Покажите, что два цикла 𝜏1, 𝜏2 ∈ 𝑆𝑛 перестановочны ровно в двух случа-
ях: когда они не пересекаются или когда 𝜏2 = 𝜏𝑠1 и оба цикла имеют одинаковую длину,
взаимно простую с 𝑠.

Определение 10.1 (цикловой тип перестановки)

Написанныйвпорядкенестрогого убываниянабордлиннепересекающихсяциклов1, в которые
раскладывается перестановка 𝑔 ∈ 𝑆𝑛, называется цикловым типом перестановки 𝑔 и обозна-
чается 𝜆(𝑔).

Цикловой тип перестановки 𝑔 ∈ 𝑆𝑛 удобно изображать 𝑛-клеточной диаграммойЮнга, а сами
циклы записывать по строкам этой диаграммы. Например, перестановка

𝑔 = (6, 5, 4, 1, 8, 3, 9, 2, 7) = |1, 6, 3, 4⟩ |2, 5, 8⟩ |7, 9⟩ =
1 6 3 4

2 5 8

7 9

имеет цикловой тип , т. е. 𝜆(6, 5, 4, 1, 8, 3, 9, 2, 7) = (4, 3, 2). Единственной переста-

новкой циклового типа 𝜆 = (1, … , 1) (один столбец высоты 𝑛) является тождественная пере-
становка Id. Диаграмму 𝜆 = (𝑛) (одна строка длины 𝑛) имеют (𝑛 − 1)! циклов максимальной
длины 𝑛.

Упражнение 10.8. Сколько перестановок в симметрической группе 𝑆𝑛 имеют заданный цик-
ловой тип, содержащий для каждого 𝑖 = 1, … , 𝑛 ровно𝑚𝑖 циклов длины 𝑖?

Пример 10.2 (вычисление порядка и знака перестановки)

Порядок перестановки 𝑔 ∈ 𝑆𝑛 равен наименьшему общему кратному длин непересекающихся
циклов, из которых она состоит. Например, порядок перестановки

(3, 12, 7, 9, 10, 4, 11, 1, 6, 2, 8, 5) = |1, 3, 7, 11, 8⟩ |2, 12, 5, 10⟩ |4, 9, 6⟩ ∈ 𝑆12

равен 5 ⋅ 4 ⋅ 3 = 60. По правилу ниточек из прим. 8.1 на стр. 129 знак цикла длины 𝓁 равен
(−1)𝓁−1. Поэтому перестановка чётна тогда и только тогда, когда у неё чётное число циклов
чётной длины.

Упражнение 10.9. Найдите чётность 𝑔 = (6, 5, 4, 1, 8, 3, 9, 2, 7) ∈ 𝑆9 и вычислите 𝑔15.

1Включая циклы длины один, отвечающие элементам, которые перестановка оставляет на месте.
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10.2. Группы фигур. Для любой фигуры 𝛷 в евклидовом1 пространстве ℝ𝑛 биективные отоб-
ражения 𝛷 → 𝛷 индуцированные ортогональными2 линейными преобразованиями простран-
стваℝ𝑛, переводящимифигуру𝛷 в себя, образуют группу преобразований фигуры𝛷. Эта груп-
па называется полной группой фигуры 𝛷 и обозначается O𝛷. Подгруппу SO𝛷 ⊂ O𝛷, состоящую
из биекций, индуцированных собственными3 ортогональными операторами ℝ𝑛 → ℝ𝑛, мы бу-
дем называть собственной группой фигуры 𝛷. Если фигура 𝛷 ⊂ ℝ𝑛 содержится в некоторой
гиперплоскости 𝛱 ⊂ ℝ𝑛, то собственная группа фигуры 𝛷 совпадает с полной: беря компо-
зицию любого несобственного движения из группы фигуры с отражением в плоскости 𝛱, мы
получаем собственное движение, которое действует на фигуру 𝛷 точно также, как и исходное
несобственное движение.

Упражнение 10.10. Изготовьте модели пяти платоновых тел — тетраэдра, октаэдра, куба, до-
декаэдра и икосаэдра, см. рис. 10⋄5 – рис. 10⋄8 на стр. 173 – 174.

Пример 10.3 (группы диэдров 𝐷𝑛)

Группа правильного плоского 𝑛-угольника, лежащего в пространстве ℝ3 так, что его центр на-
ходится в нуле, обозначается 𝐷𝑛 и называется 𝑛-той группой диэдра. Простейший диэдр— дву-
угольник — возникает при 𝑛 = 2. Его можно представлять себе как вытянутую симметричную
луночку с двумя сторонами, изображённую на рис. 10⋄1. Группа 𝐷2 такой луночки совпадает с
группами описанного вокруг неё прямоугольника и вписанного в неё ромба4. Она состоит из
тождественного отображения и трёх поворотов на 180∘ вокруг перпендикулярных друг другу
осей, одна из которых проходит через вершины луночки, другая — через середины её сторон, а
третья перпендикулярна плоскости луночки и проходит её центр.

1

2 3
𝜎23

𝜎31𝜎12

𝜏−1

𝜏

Рис. 10⋄1. Двуугольник 𝐷2. Рис. 10⋄2. Группа треугольника.

Упражнение 10.11. Убедитесь, что 𝐷2 ≃ ℤ∕(2) ⊕ ℤ∕(2).

1Напомню, что евклидовость означает фиксацию в векторном пространстве ℝ𝑛 симметричного би-
линейного положительного скалярного произведения 𝑉 × 𝑉 → ℝ, обозначаемого (𝑣,𝑤), см. лекцию
http://http://gorod.bogomolov-lab.ru//ps/stud/geom_ru/2122/lec_03.pdf.

2Линейный оператор 𝐹∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑛 на евклидовом пространствеℝ𝑛 называется ортогональным, если
он сохраняет скалярное произведение, т. е. ∀ 𝑣,𝑤 ∈ ℝ𝑛 (𝐹𝑣,𝐹𝑤) = (𝑣,𝑤) (достаточно, чтобы это ра-
венство выполнялось при 𝑣 = 𝑤), см. лекцию http://http://gorod.bogomolov-lab.ru//ps/stud/geom_ru/
2122/lec_11.pdf.

3Т. е. сохраняющими ориентацию или, что то же самое, с определителем 1, см. раздел 10.2.1 на стр.
133 лекции http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_10.pdf.

4Мы предполагаем, что луночка такова, что оба они не квадраты.

http://http://gorod.bogomolov-lab.ru//ps/stud/geom_ru/2122/lec_03.pdf
http://http://gorod.bogomolov-lab.ru//ps/stud/geom_ru/2122/lec_11.pdf
http://http://gorod.bogomolov-lab.ru//ps/stud/geom_ru/2122/lec_11.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_10.pdf
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Следующая диэдральная группа— группа треугольника𝐷3 —состоит из шести движений: тож-
дественного, двух поворотов 𝜏, 𝜏−1 на ±120∘ вокруг центра треугольника и трёх осевых сим-
метрий 𝜎𝑖𝑗 относительно его медиан (см. рис. 10⋄2). Так как движение плоскости однозначно
задаётся своим действием на вершины треугольника, группа треугольника𝐷3 изоморфна груп-
пе перестановок 𝑆3 его вершин. При этом повороты на ±120∘ отождествляются с циклически-
ми перестановками (2, 3, 1), (3, 1, 2), а осевые симметрии— с транспозициями 𝜎23 = (1, 3, 2),
𝜎13 = (3, 2, 1), 𝜎12 = (2, 1, 3). Поскольку движение плоскости, переводящее в себя правильный
𝑛-угольник, однозначно определяется своим действием на аффинный репер, образованный ка-
кой-нибудь вершиной и примыкающей к ней парой сторон, группа диэдра𝐷𝑛 при каждом 𝑛 ⩾ 2
состоит из 2𝑛 движений: выбранную вершину можно перевести в любую из 𝑛 вершин, после
чего одним из двух возможных способов совместить рёбра. Эти 2𝑛 движений суть 𝑛 поворотов
вокруг центра многоугольника на углы1 2𝜋𝑘∕𝑛 с 𝑘 = 0, 1, … , (𝑛− 1) и 𝑛 осевых симметрий2 от-
носительно прямых, проходящих при нечётном 𝑛 через вершину и середину противоположной
стороны, а при чётном 𝑛 — через пары противоположных вершин и через середины противо-
положных сторон (cм. рис. 10⋄3).

Рис. 10⋄3. Оси диэдров 𝐷4, 𝐷5 и 𝐷6.

Упражнение 10.12. Составьте таблицы умножения в группах𝐷3,𝐷4 и𝐷5, аналогичные таблице
из форм. (0-23) на стр. 14.

Пример 10.4 (группа тетраэдра)

Поскольку каждое движение трёхмерного евклидова пространстваℝ3 однозначно задаётся сво-
им действием на вершины правильного тетраэдра и это действие может быть произвольным,
полная группа правильного тетраэдра с центром в нуле изоморфна группе 𝑆4 перестановок его
вершин и состоит из 24 движений. Собственная группа состоит из 12 = 4 ⋅ 3 движений: пово-
рот тетраэдра однозначно задаётся своим действиемна аффинныйрепер, образованный какой-
нибудь вершиной и тремя выходящими из неё рёбрами, и может переводить эту вершину в лю-
бую из четырёх вершин, после чего остаются ровно три возможности для совмещения рёбер,
сохраняющего ориентацию пространства. Полный список всех собственных движений тетра-
эдра таков: тождественное, 4⋅2 = 8 поворотов на углы±120∘ вокруг прямых, проходящих через
вершину и центр противоположной грани, а также 3 поворота на 180∘ вокруг прямых, проходя-
щих через серединыпротивоположныхрёбер. В несобственной группе, помимоперечисленных
поворотов, имеется 6 отражений 𝜎𝑖𝑗 в плоскостях, проходящих через середину ребра [𝑖, 𝑗] и про-
тивоположное ребро, см. рис. 10⋄4.

1При 𝑘 = 0 получается тождественное преобразование.
2Или, что то же самое, поворотов на 180∘ в пространстве.
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При изоморфизме с 𝑆4 отражение 𝜎𝑖𝑗 переходит в транспозицию букв 𝑖 и 𝑗, повороты на

Рис. 10⋄4. Зеркало
отражения 𝜎12 и ось поворота

на 180∘.

±120∘, представляющие собой всевозможные композиции 𝜎𝑖𝑗𝜎𝑗𝑘 с попарно разными 𝑖, 𝑗, 𝑘, пе-
реходят в циклические перестановки букв 𝑖, 𝑗, 𝑘, три вращения на 180∘ относительно осей, со-
единяющих середины противоположных рёбер, — в одновре-
менные транспозиции непересекающихся пар букв: 𝜎12𝜎34 =
= (2, 1 , 4, 3), 𝜎13𝜎24 = (3, 4 , 1, 2), 𝜎14𝜎23 = (4, 3 , 2, 1).

Упражнение 10.13. Убедитесь, что вместе с тождественным
преобразованием эти три поворота образуют группу дву-
угольника 𝐷2.

Оставшиесяшесть несобственных преобразований тетраэдра
отвечаютшести циклическим перестановкам вершин |1234⟩,
|1243⟩, |1324⟩, |1342⟩, |1423⟩, |1432⟩ и реализуются поворо-
тами на ±90∘ относительно прямых, проходящих через сере-
дины противоположных рёбер с последующим отражением в
плоскости, проходящей через центр тетраэдра и перпендику-
лярной оси поворота.

Упражнение 10.14. Выразите эти 6 движений через отраже-
ния 𝜎𝑖𝑗.

Пример 10.5 (группа додекаэдра)

Как и для тетраэдра, всякое вращение додекаэдра однозначно задаётся своим действием на аф-
финный репер, образованный вершиной и тремя выходящимииз неё рёбрами, и может перево-
дить эту вершину в любую из 20 вершин, а затем тремя способами совмещать рёбра с сохране-
ниемориентации.Поэтому собственная группа додекаэдра (см. рис. 10⋄5) состоитиз20⋅3 = 60
движений: 6⋅4 = 24поворотов на углы 2𝜋𝑘∕5, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 4, вокруг осей, проходящих через центры
противоположных граней додекаэдра, 10 ⋅2 = 20 поворотов на углы ±2𝜋∕3 вокруг осей, прохо-
дящих через противоположные вершины, 15 поворотов на 180∘ вокруг осей, проходящих через
середины противоположных рёбер, и тождественного преобразования. Полная группа додека-
эдра состоит из 20 ⋅ 6 = 120 движений и помимо перечисленных 60 поворотов содержит их
композиции с центральной симметрией относительно центра додекаэдра.

Рис. 10⋄5. Додекаэдр. Рис. 10⋄6. Икосаэдр.

Упражнение 10.15. Покажите что полные группы куба, октаэдра и икосаэдра состоят, соответ-
ственно из 48, 48 и 120 движений, а собственные— из 24, 24 и 60 поворотов.
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10.3. Гомоморфизмы групп. Отображение групп 𝜑∶ 𝐺1 → 𝐺2 называется гомоморфизмом, ес-
ли оно переводит композицию в композицию, т. е. для любых𝑔, ℎ ∈ 𝐺1 в группе𝐺2 выполняется
соотношение 𝜑(𝑔ℎ) = 𝜑(𝑔)𝜑(ℎ). Термины эпиморфизм, мономорфизм и изоморфизм примени-
тельно к отображению групп всегда подразумевают по умолчанию, что это отображение явля-
ется гомоморфизмом групп.

Упражнение 10.16. Убедитесь, что композиция гомоморфизмов тоже является гомоморфиз-
мом.

Рис. 10⋄7. Куб. Рис. 10⋄8. Октаэдр.

Каждый гомоморфизм групп 𝜑∶ 𝐺1 → 𝐺2 переводит единицу 𝑒1 группы 𝐺1 в единицу 𝑒2 груп-
пы 𝐺2: равенство 𝜑(𝑒1) = 𝑒2 получается из равенств 𝜑(𝑒1)𝜑(𝑒1) = 𝜑(𝑒1𝑒1) = 𝜑(𝑒1) умноже-
нием правой и левой части на 𝜑(𝑒1)−1. Кроме того, для любого 𝑔 ∈ 𝐺 выполняется равенство
𝜑(𝑔−1) = 𝜑(𝑔)−1, так как 𝜑(𝑔−1)𝜑(𝑔) = 𝜑(𝑔−1𝑔) = 𝜑(𝑒1) = 𝑒2. Поэтому образ

im𝜑 ≝ 𝜑(𝐺1) ⊂ 𝐺2

гомоморфизма групп является подгруппой группы 𝐺2. Полный прообраз единицы 𝑒2 ∈ 𝐺2 назы-
вается ядром гомоморфизма 𝜑 и обозначается

ker𝜑 ≝ 𝜑−1 (𝑒2) = {𝑔 ∈ 𝐺1 | 𝜑(𝑔1) = 𝑒2} .

Это подгруппа в 𝐺1, поскольку равенства 𝜑(𝑔) = 𝜑(ℎ) = 𝑒2 влекут равенства

𝜑(𝑔ℎ) = 𝜑(𝑔)𝜑(ℎ) = 𝑒2𝑒2 = 𝑒2 и 𝜑(𝑔−1) = 𝜑(𝑔)−1 = 𝑒−1
2 = 𝑒2 .

Предложение 10.1

Для любого гомоморфизма групп 𝜑∶ 𝐺1 → 𝐺2 и каждого 𝑔 ∈ 𝐺1 выполняются равенства

𝜑−1(𝜑(𝑔)) = 𝑔(ker𝜑) = (ker𝜑)𝑔 , где

𝑔(ker𝜑) ≝ {𝑔ℎ | ℎ ∈ ker𝜑} и (ker𝜑)𝑔 ≝ {ℎ𝑔 | ℎ ∈ ker𝜑} .

В частности, все непустые слои 𝜑 находится в биекции с ker𝜑.

Доказательство. Если 𝜑(𝑡) = 𝜑(𝑔), то 𝜑(𝑡𝑔−1) = 𝜑(𝑡)𝜑(𝑔)−1 = 𝑒 и 𝜑(𝑔−1𝑡) = 𝜑(𝑔)−1𝜑(𝑡) = 𝑒,
т. е. 𝑡𝑔−1 ∈ ker𝜑 и 𝑔−1𝑡 ∈ ker𝜑. Поэтому 𝑡 ∈ (ker𝜑)𝑔 и 𝑡 ∈ 𝑔(ker𝜑). Наоборот, для всех
ℎ ∈ ker𝜑 выполняются равенства 𝜑(ℎ𝑔) = 𝜑(ℎ)𝜑(𝑔) = 𝜑(𝑔) и 𝜑(𝑔ℎ) = 𝜑(𝑔)𝜑(ℎ) = 𝜑(𝑔). Тем
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самым, полный прообраз𝜑−1(𝜑(𝑔)) элемента𝜑(𝑔) совпадает и с (ker𝜑)𝑔, и с𝑔(ker𝜑), а (ker𝜑)𝑔
и 𝑔(ker𝜑) совпадают друг с другом. Взаимно обратные биекции

(ker𝜑)𝑔
𝑡↦𝑡𝑔−1

,,
ker𝜑

ℎ↦𝑔ℎ
--

ℎ𝑔↤ℎ
mm 𝑔(ker𝜑)

𝑔−1𝑡↤𝑡
ll

между ядром и слоем𝜑−1(𝜑(𝑔)) = (ker𝜑)𝑔 = 𝑔(ker𝜑) задаются правым и левым умножениями
элементов ядра на 𝑔, а элементов слоя — на 𝑔−1. □

Следствие 10.1

Для того, чтобы гомоморфизм групп 𝜑∶ 𝐺1 → 𝐺2 был инъективен, необходимо и достаточно,
чтобы его ядро исчерпывалось единичным элементом. □

Следствие 10.2

Для любого гомоморфизма конечных групп 𝜑∶ 𝐺1 → 𝐺2 выполнено равенство

| im(𝜑)| = |𝐺1|∕| ker(𝜑)| . (10-7)

В частности, | ker𝜑| и | im𝜑| делят |𝐺1|. □

Пример 10.6 (знакопеременные группы)

Согласно сл. 8.2 на стр. 129 имеется мультипликативный гомоморфизм sgn∶ 𝑆𝑛 → {±1}, сопо-
ставляющий перестановке её знак. Ядро этого гомоморфизма ker sgn = 𝐴𝑛 представляет собою
группу чётных перестановок, имеющую порядок |𝐴𝑛| = 𝑛!∕2.

Пример 10.7 (линейные группы)

Все линейные автоморфизмы любого векторного пространства 𝑉 над произвольным полем 𝕜
образуют полную линейную группу GL(𝑉). В силу мультипликативности определителя1 отобра-
жение

det∶ GL(𝑉) → 𝕜× , 𝐹 ↦ det𝐹 , (10-8)

является гомоморфизмом полной линейной группы в мультипликативную группу 𝕜× поля 𝕜.
Его ядро называется специальной линейной группой и обозначается

SL(𝑉) = ker det = {𝐹∶ 𝑉 ⥲ 𝑉 det𝐹 = 1} .

Если поле 𝕜 = 𝔽𝑞 состоит из 𝑞 элементов и dim𝑉 = 𝑛, полная линейная группа конечна и

|GL𝑛(𝔽𝑞)| = (𝑞𝑛 − 1)(𝑞𝑛 − 𝑞)(𝑞𝑛 − 𝑞2) … (𝑞𝑛 − 𝑞𝑛−1) ,

Упражнение 10.17. Убедитесь в этом.

Так как гомоморфизм (10-8) сюрьективен2 порядок специальной линейной группы

|SL𝑛(𝔽𝑞)| = |GL𝑛(𝔽𝑞)|∕|𝕜×| = (𝑞𝑛 − 1)(𝑞𝑛 − 𝑞) … (𝑞𝑛 − 𝑞𝑛−1)
𝑞 − 1 .

1См. предл. 8.2 на стр. 134.
2Диагональный оператор 𝐹 с собственными числами (𝜆,1, … ,1) имеет det𝐹 = 𝜆.



176 §10 Группы

Пример 10.8 (проективные группы)

Напомню1, что с каждым векторным пространством 𝑉 ассоциировано проективное простран-

a

b

c

d

x

y

z

Рис. 10⋄9. Четырёхвешинник и
ассоциированный треугольник.

ство ℙ(𝑉), точками которого являются одномерные векторные подпространства в 𝑉 или, что
то же самое, классы пропорциональности ненулевых векторов в 𝑉. Каждый линейный опера-
тор 𝐹 ∈ GL(𝑉) корректно задаёт биекцию 𝐹∶ ℙ(𝑉) → ℙ(𝑉), переводящую класс вектора 𝑣 ≠ 0 в
класс вектора 𝐹(𝑣). Таким образом возникает гомоморфизм 𝐹 ↦ 𝐹 группыGL(𝑉) в группу биек-
тивных преобразований проективного пространства ℙ(𝑉). Образ этого гомоморфизма обозна-
чается PGL(𝑉)иназывается проективной линейной группой пространства𝑉. Из курса геометрии
известно, что два оператора 𝐹,𝐺 ∈ GL(𝑉) тогда и только тогда задают одинаковые преобразо-
вания 𝐹 = 𝐺 проективного пространства ℙ(𝑉), когда они пропорциональны, т. е. 𝐹 = 𝜆𝐺 для
некоторого 𝜆 ∈ 𝕜×. Поэтому ядром эпиморфизма групп

𝜋∶ GL(𝑉) ↠ PGL(𝑉) , 𝐹 ↦ 𝐹 (10-9)

является подгруппа гомотетий 𝛤 ≃ 𝕜×, состоящая из
скалярных диагональных операторов. Таким образом,
группа PGL(𝑉) образована классами пропорционально-
сти линейных операторов. Классы пропорционально-
сти операторов с единичным определителем образуют
в ней подгруппу, обозначаемую PSL(𝑉) ⊂ PGL(𝑉). Огра-
ничивая эпиморфизм (10-9) на SL(𝑉) ⊂ GL(𝑉) получаем
эпиморфизм

𝜋′ ∶ SL(𝑉) ↠ PSL(𝑉) , 𝐹 ↦ 𝐹 (10-10)

ядром которого является конечная мультипликативная
подгруппа 𝞵𝑛(𝕜) ⊂ 𝕜× содержащихся в поле 𝕜 корней
степени2 𝑛 = dim𝑉 = dimℙ(𝑉) + 1 из единицы.

Пример 10.9 (эпиморфизм 𝑆4 ↠ 𝑆3)

На проективной плоскости ℙ2 над любым полем 𝕜 с каждой четвёркой точек 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, никакие
три из которых не коллинеарны связана фигура, образованная тремя парами проходящих через
эти точки прямых3

(𝑎𝑏) и (𝑐𝑑), (𝑎𝑐) и (𝑏𝑑), (𝑎𝑑) и (𝑏𝑐) (10-11)

и называемая четырёхвершинником, см. рис. 10⋄9. Пары прямых (10-11) называются противо-
положными сторонами четырёхвершинника. С четырёхвершинником 𝑎𝑏𝑐𝑑 ассоциирован тре-
угольник 𝑥𝑦𝑧 с вершинами в точках пересечения пар противоположных сторон

𝑥 = (𝑎𝑏) ∩ (𝑐𝑑), 𝑦 = (𝑎𝑐) ∩ (𝑏𝑑), 𝑧 = (𝑎𝑑) ∩ (𝑏𝑐) (10-12)

Каждая перестановка вершин 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 однозначно определяет линейное проективное преобра-
зование4 плоскости, что даёт вложение 𝑆4 ↪ PGL3(𝕜). Преобразования из 𝑆4 переводят ассоци-

1Мы предполагаем, что читатель знаком с проективными пространствами и проективными преобра-
зованиями по курсу геометрии, см. лекции http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_
16.pdf и http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_17.pdf.

2Напомню, что по определению dimℙ(𝑉) ≝ dim𝑉 − 1.
3Они отвечают трём возможным способам разбить точки 𝑎,𝑏, 𝑐,𝑑 на две пары.
4Напомню, что каждое линейное проективное преобразование 𝐹 ∈ PGL(𝑉) однозначно определяется

своим действием на любые dim𝑉 + 1 точек пространства ℙ(𝑉), никакие dim𝑉 из которых не лежат в
одной гиперплоскости.

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_16.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_16.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_17.pdf
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ированныйтреугольник𝑥𝑦𝑧 в себя, переставляя его вершины𝑥,𝑦, 𝑧 согласноформулам (10-12).
Например, 3-цикл (𝑏, 𝑐, 𝑎,𝑑) ∈ 𝑆4 задаёт циклическую перестановку (𝑦, 𝑧, 𝑥), а транспозиции
(𝑏, 𝑎, 𝑐,𝑑), (𝑎, 𝑐, 𝑏,𝑑) и (𝑐, 𝑏, 𝑎,𝑑) дают транспозиции (𝑥, 𝑧, 𝑦), (𝑦, 𝑥, 𝑧) и (𝑧, 𝑦, 𝑥) соответственно.
Таким образом, мы получаем сюрьективный гомоморфизм 𝑆4 ↠ 𝑆3. Его ядро имеет порядок
4! ∕3! = 4 и состоит из тождественной перестановки и трёх пар независимых транспозиций
(𝑏, 𝑎,𝑑, 𝑐), (𝑐,𝑑, 𝑎, 𝑏), (𝑑, 𝑐, 𝑏, 𝑎).

Пример 10.10 (𝑆4 и собственная группа куба)

Линейные преобразования евклидова пространстваℝ3, составляющие собственную группу ку-
ба с центром в нуле, действуют на четырёх прямых 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, соединяющих противоположные
вершины куба, а также на трёх прямых 𝑥, 𝑦, 𝑧, соединяющих центры его противоположных гра-
ней, см. рис. 10⋄10. На проективной плоскости ℙ2 = ℙ(ℝ3) эти 7 прямых становятся вершина-
ми четырёхвершинника 𝑎𝑏𝑐𝑑 и ассоциированного с ним треугольника 𝑥𝑦𝑧, как на рис. 10⋄9.
Поворот на 180∘ вокруг оси, соединяющей середины противоположных рёбер куба, меняет ме-
стами примыкающие к этому ребру диагонали и переводит в себя каждую их двух оставших-
ся диагоналей. Тем самым, вращения куба осуществляют транспозиции любых двух соседних
диагоналей, и мы имеем сюрьективный гомоморфизм SOкуб → 𝑆4. Так как обе группы име-
ют порядок 24, это изоморфизм. Он переводит 6 поворотов на ±90∘ вокруг прямых 𝑥, 𝑦, 𝑧 в 6
циклов длины 4 циклового типа , 3 поворота на 180∘ вокруг тех же прямых — в 3 па-
ры независимых транспозиций циклового типа , 8 поворотов на ±120∘ вокруг прямых 𝑎,
𝑏, 𝑐, 𝑑 — в 8 циклов длины 3 циклового типа , а 6 поворотов на 180∘ вокруг осей, прохо-
дящих через середины противоположных рёбер — в 6 простых транспозиций циклового типа

. Гомоморфизм SOкуб → 𝑆3, возникающий из действия группы куба на прямых 𝑥, 𝑦, 𝑧, со-
гласован с изоморфизмом SOкуб ⥲ 𝑆4 и эпиморфизмом 𝑆4 ↠ 𝑆3 из предыдущего прим. 10.9.
Его ядро состоит из собственных ортогональных преобразований евклидова пространства ℝ3,
переводящих в себя каждую из декартовых координатных осей 𝑥, 𝑦, 𝑧 в ℝ3, и совпадает, таким
образом, с группой двуугольника 𝐷2 с осями 𝑥, 𝑦, 𝑧. В таком контексте эту группу иногда на-
зывают четвертной группой Клейна и обозначают 𝑉4. Изоморфизм SOкуб ⥲ 𝑆4 переводит её в
ядро эпиморфизма 𝑆4 ↠ 𝑆3 из прим. 10.9.

Рис. 10⋄10. От куба к
четырёхвершиннику.

Рис. 10⋄11. Один из пяти кубов на
додекаэдре.

Пример 10.11 (собственная группа додекаэдра и 𝐴5)

Любая диагональ любой грани додекаэдра единственным образом достраивается до лежащего
на поверхности додекаэдра куба, образованного диагоналями граней так, что в каждой грани
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рисуется ровно одна диагональ1, как на рис. 10⋄11. Всего таких кубов на поверхности додека-
эдра имеется ровно пять, и они биективно соответствуют пяти диагоналям какой-нибудь фик-
сированной грани. Собственная группа додекаэдра переставляет эти кубы друг с другом, что
даёт гомоморфизм собственной группы додекаэдра в симметрическую группу 𝑆5

𝜓дод ∶ SOдод → 𝑆5 . (10-13)

Глядя намодель додекаэдра, легко видеть, что образами 20⋅3 = 60поворотов, из которых состо-
ит группа SOдод являются 60 чётных перестановок: тождественное преобразование додекаэдра
задаёт тождественную перестановку кубов; 6 ⋅ 4 = 24 поворота на углы 2𝜋𝑘∕5, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 4,
вокруг осей, проходящих через центры противоположных граней, переходят во всевозможные
циклы длины 5, т. е. в 24 перестановки циклового типа ; 10 ⋅ 2 = 20 поворотов на уг-
лы ±2𝜋∕3 вокруг осей, проходящих через противоположные вершины додекаэдра, переходят

во всевозможные циклы длины 3, т. е. в 20 перестановок циклового типа ; 15 поворотов

на 180∘ вокруг осей, проходящих через середины противоположных рёбер додекаэдра, перехо-
дят во всевозможные пары независимых транспозиций, т. е. в 10 перестановок циклового типа

. Таким образом, гомоморфизм (10-13) является изоморфизмом собственной группы доде-

каэдра со знакопеременной подгруппой 𝐴5 ⊂ 𝑆5. В отличие от прим. 10.4 переход от собствен-
ной группы додекаэдра к полной не добавляет новых перестановок кубов, поскольку каждое
несобственное движение является композицией собственного движения и центральной сим-
метрии, которая переводит каждый из кубов в себя.

Упражнение 10.18. Покажите, что симметрическая группа 𝑆5 не изоморфна полной группе до-
декаэдра.

10.4. Действие группы на множестве. Пусть 𝐺— группа, а 𝑋—множество. Обозначим через
Aut(𝑋) группу всех взаимно однозначных отображений из 𝑋 в себя. Гомоморфизм

𝜑∶ 𝐺 → Aut(𝑋)

называется действием группы 𝐺 на множестве 𝑋 или представлением группы 𝐺 автоморфиз-
мами множества 𝑋. Отображение 𝜑(𝑔)∶ 𝑋 → 𝑋, отвечающее элементу 𝑔 ∈ 𝐺 при действии 𝜑
часто бывает удобно обозначать через 𝜑𝑔 ∶ 𝑋 → 𝑋. Тот факт, что сопоставление 𝑔 ↦ 𝜑𝑔 яв-
ляется гомоморфизмом групп, означает, что 𝜑𝑔ℎ = 𝜑𝑔 ∘ 𝜑ℎ для всех 𝑔, ℎ ∈ 𝐺. Если понятно,
о каком действии идёт речь, мы часто будем сокращать 𝜑𝑔(𝑥) до 𝑔𝑥. При наличии действия
группы 𝐺 на множестве 𝑋 мы пишем 𝐺 ∶ 𝑋. Действие называется транзитивным, если любую
точку множества 𝑋 можно перевести в любую другую точку каким-нибудь преобразованием
из группы 𝐺, т. е. ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ∃𝑔 ∈ 𝐺 ∶ 𝑔𝑥 = 𝑦. Более общим образом, действие называется
𝑚-транзитивным, если любые два упорядоченных набора из𝑚 различных точек множества 𝑋
можно перевести друг в друга подходящими преобразованиями из 𝐺. Действие называется сво-
бодным, если каждый отличный от единицы элемент группы действует на 𝑋 без неподвижных
точек, т. е. ∀𝑔 ∈ 𝐺 ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 𝑔𝑥 = 𝑥 ⇒ 𝑔 = 𝑒. Действие 𝜑∶ 𝐺 → Aut𝑋 называется точным (или

1Проще всего это увидеть на модели додекаэдра, которую я ещё раз настоятельно рекомендую изго-
товить — см. упр. 10.10 на стр. 171.
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эффективным), если каждый отличный от единицы элемент группы действует на 𝑋 не тожде-
ственно, т. е. когда ker𝜑 = 𝑒. Точное представление отождествляет𝐺 с группойпреобразований
𝜑(𝐺) ⊂ Aut(𝑋) множества 𝑋. Отметим, что любое свободное действие точно.

Если группа 𝐺 действует на множестве 𝑋, то она действует и на подмножествах множе-
ства 𝑋: элемент 𝑔 ∈ 𝐺 переводит подмножество𝑀 ⊂ 𝑋 в подмножество 𝑔𝑀 = {𝑔𝑚 | 𝑚 ∈ 𝑀}.
При этом отображение 𝑔∶ 𝑀 → 𝑔𝑀, 𝑥 ↦ 𝑔𝑥 биективно, и обратным к нему является отобра-
жение 𝑔−1 ∶ 𝑔𝑀 → 𝑔, ↦ 𝑔−1𝑦, ибо 𝑔−1𝑔𝑥 = 𝑒𝑥 = 𝑥. Говорят, что элемент 𝑔 ∈ 𝐺 нормализует1

подмножество 𝑀 ⊂ 𝑋, если 𝑔𝑀 = 𝑀, т. е. 𝑔𝑥 ∈ 𝑀 для каждого 𝑥 ∈ 𝑀. Каждый такой элемент
задаёт биекцию 𝑔|𝑀 ∶ 𝑀 → 𝑀. Если эта биекция тождественна, т. е. 𝑔𝑥 = 𝑥 для всех 𝑥 ∈ 𝑀,
то говорят, что элемент 𝑔 централизует подмножество 𝑀. Множество всех элементов 𝑔 ∈ 𝐺,
нормализующих (соотв. централизующих) данное подмножество 𝑀 ⊂ 𝑋 обозначается 𝑁(𝑀)
(соотв. 𝑍(𝑀)) и называется нормализатором (соотв. централизатором) подмножества 𝑀 ⊂ 𝑋
при заданном действии группы 𝐺 на 𝑋.

Упражнение 10.19. Убедитесь, что 𝑁(𝑀) и 𝑍(𝑀) являются подгруппами в 𝐺.

Пример 10.12 (регулярные действия)

Обозначим через 𝑋 множество элементов группы 𝐺, а через Aut(𝑋) — группу автоморфизмов
этого множества2. Отображение 𝜆∶ 𝐺 → Aut𝑋, переводящее элемент 𝑔 ∈ 𝐺 в преобразование3

𝜆𝑔 ∶ 𝑥 ↦ 𝑔𝑥 левого умножения на 𝑔 является гомоморфизмом групп, поскольку

𝜆𝑔ℎ(𝑥) = 𝑔ℎ𝑥 = 𝜆𝑔(ℎ𝑥) = 𝜆𝑔 (𝜆ℎ(𝑥)) = 𝜆𝑔 ∘ 𝜆ℎ (𝑥) .

Оно называется левым регулярным действием группы 𝐺 на себе. Так как равенство 𝑔ℎ = ℎ в
группе 𝐺 влечёт равенство 𝑔 = 𝑒, левое регулярное действие свободно и, в частности, точно.
Симметричным образом, правое регулярное действие 𝜚𝑔 ∶ 𝐺 → Aut(𝑋) сопоставляет элементу
𝑔 ∈ 𝐺 преобразование 𝑥 ↦ 𝑥𝑔−1 правого умножения на обратный4 к 𝑔 элемент.

Упражнение 10.20. Убедитесь, что 𝜚𝑔 является свободным действием.

Тем самым, любая абстрактная группа 𝐺 может быть реализована как группа преобразований
некоторого множества. Например, левые регулярные представления числовых групп реализу-
ют аддитивную группуℝ группой сдвигов 𝜆𝑣 ∶ 𝑥 ↦ 𝑥 + 𝑣 числовой прямой , а мультипликатив-
ную группу ℝ∗ — группой гомотетий 𝜆𝑐 ∶ 𝑥 ↦ 𝑐𝑥 проколотой прямой ℝ∗ = ℝ −{0}.

Пример 10.13 (присоединённое действие)

Отображение Ad∶ 𝐺 → Aut(𝐺), сопоставляющее элементу 𝑔 ∈ 𝐺 автоморфизм сопряжения
этим элементом

Ad𝑔 ∶ 𝐺 → 𝐺 , ℎ ↦ 𝑔ℎ𝑔−1 , (10-14)

называется присоединённым действием группы 𝐺 на себе.

1В этом случае также говорят, что подмножество𝑀 ⊂ 𝑋 является 𝑔-инвариантным.
2Возможно, не перестановочных с имеющейся в 𝐺 композицией, т. е. не обязательно являющихся ав-

томорфизмами группы 𝐺.
3Обратите внимание, что это преобразование множества 𝑋 не является гомоморфизмом группы 𝐺,

поскольку равенство 𝑔(ℎ1ℎ2) = (𝑔ℎ1)(𝑔ℎ2), вообще говоря, не выполняется.
4Появление 𝑔−1 не случайно: проверьте, что сопоставление элементу 𝑔 ∈ 𝐺 отображения правого

умножения на 𝑔 является не гомоморфизмом, а антигомоморфизмом (т. е. оборачивает порядок сомно-
жителей в произведениях).
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Упражнение 10.21. Убедитесь, что ∀𝑔 ∈ 𝐺 сопряжение (10-14) является гомоморфизмом из 𝐺
в 𝐺 и что отображение 𝑔 ↦ Ad𝑔 является гомоморфизмом из 𝐺 в Aut𝐺.

Образ присоединённого действия Ad(𝐺) ⊂ Aut𝐺 обозначается Int(𝐺) и называется группой
внутренних автоморфизмов группы 𝐺. Не лежащие в Int(𝐺) автоморфизмы группы 𝐺 называ-
ются внешними. В отличие от левого и правого регулярных действий присоединённое действие,
вообще говоря, не свободно и не точно. Например, если группа𝐺 абелева, все внутренние авто-
морфизмы (10-14) тождественные, и ядро присоединённого действия в этом случае совпадает
со всей группой. В общем случае ker(Ad) образовано такими 𝑔 ∈ 𝐺, что 𝑔ℎ𝑔−1 = ℎ для всех
ℎ ∈ 𝐺. Последнее равенство равносильно равенству 𝑔ℎ = ℎ𝑔 и означает, что 𝑔 коммутиру-
ет со всеми элементами группы. Подгруппа элементов, перестановочных со всеми элементами
группы 𝐺 называется центром группы 𝐺 и обозначается

𝑍(𝐺) = ker(Ad) = {𝑔 ∈ 𝐺 | ∀ ℎ ∈ 𝐺 𝑔ℎ = ℎ𝑔} .

Стабилизатор заданного элемента𝑔 ∈ 𝐺 вприсоединённомдействии состоитиз всех элементов
группы, коммутирующих с 𝑔. Он называется централизатором элемента 𝑔 и обозначается

𝑍(𝑔) = {ℎ ∈ 𝐺 | ℎ𝑔 = 𝑔ℎ} .

10.4.1. Орбиты. Со всякой группой преобразований 𝐺 множества 𝑋 связано бинарное от-
ношение 𝑦 ∼ 𝑥 на 𝑋, означающее, что 𝑦 = 𝑔𝑥 для некоторого 𝑔 ∈ 𝐺. Это отношение рефлек-
сивно, ибо 𝑥 = 𝑒𝑥, симметрично, поскольку 𝑦 = 𝑔𝑥 ⟺ 𝑥 = 𝑔−1𝑦, и транзитивно, т. к. из
равенств 𝑦 = 𝑔𝑥 и 𝑧 = ℎ𝑦 вытекает равенство 𝑧 = (ℎ𝑔)𝑥. Таким образом, это отношение яв-
ляется эквивалентностью. Класс эквивалентности точки 𝑥 ∈ 𝑋 состоит из всех точек, которые
можно получить из 𝑥, применяя всевозможные преобразования из группы 𝐺. Он обозначается
𝐺𝑥 = {𝑔𝑥 | 𝑔 ∈ 𝐺} и называется орбитой 𝑥 под действием 𝐺. Согласно n∘ 0.4 на стр. 11 мно-
жество 𝑋 распадается в дизъюнктное объединение орбит. Множество всех орбит называется
фактором множества 𝑋 по действию группы 𝐺 и обозначается 𝑋/𝐺. С каждой орбитой 𝐺𝑥 свя-
зано сюрьективное отображение1 множеств ev𝑥 ∶ 𝐺 ↠ 𝐺𝑥, 𝑔 ↦ 𝑔𝑥, слой которого над точкой
𝑦 ∈ 𝐺𝑥 состоит из всех преобразований группы 𝐺, переводящих 𝑥 в 𝑦. Он называется транспор-
тёром 𝑥 в 𝑦 и обозначается 𝐺𝑦𝑥 = {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔𝑥 = 𝑦}. Слой над самой точкой 𝑥 состоит из всех
преобразований, оставляющих 𝑥 на месте. Он называется стабилизатором точки 𝑥 в группе 𝐺
и обозначается Stab𝐺(𝑥) = 𝐺𝑥𝑥 = {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔𝑥 = 𝑥} или просто Stab(𝑥), если понятно, о какой
группе 𝐺 идёт речь.

Упражнение 10.22. Убедитесь, что Stab𝐺(𝑥) является подгруппой в группе 𝐺.
Если 𝑦 = 𝑔𝑥 и 𝑧 = ℎ𝑥, то для любого 𝑠 ∈ Stab(𝑥) преобразование ℎ𝑠𝑔−1 ∈ 𝐺𝑧𝑦. Наоборот,
если 𝑓𝑦 = 𝑧, то ℎ−1𝑓𝑔 ∈ Stab(𝑥). Таким образом, мы имеем обратные друг другу отображения
множеств:

Stab(𝑥)
𝑠↦ℎ𝑠𝑔−1

,, 𝐺𝑧𝑦 ,
ℎ−1𝑓𝑔↤𝑓

ll (10-15)

и стало быть, для любых трёх точек 𝑥, 𝑦, 𝑧 из одной 𝐺-орбиты имеется биекция между 𝐺𝑧𝑦 и
Stab(𝑥).

1При желании его можно воспринимать как «некоммутативное»отображения вычисления.
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Предложение 10.2 (формула для длины орбиты)

Длина орбиты произвольной точки 𝑥 при действии на неё конечной группы преобразований 𝐺
равна |𝐺𝑥| = |𝐺| ∶ |Stab𝐺(𝑥)|. В частности, длины всех орбит и порядки стабилизаторов всех
точек являются делителями порядка группы.

Доказательство. Группа 𝐺 является дизъюнктным объединением множеств 𝐺𝑦𝑥 по всем 𝑦 ∈ 𝐺𝑥
и согласно предыдущему все эти множества состоят из |Stab(𝑥)| элементов. □

Предложение 10.3

Стабилизаторы всех точек, лежащих в одной орбите конечной группы, сопряжены:

𝑦 = 𝑔𝑥 ⇒ Stab(𝑦) = 𝑔 Stab(𝑥)𝑔−1 = {𝑔ℎ𝑔−1 | ℎ ∈ Stab(𝑥)} .

В частности, все они имеют одинаковый порядок.

Доказательство. Это сразу следует из диаграммы (10-15). □

Пример 10.14 (действие перестановок букв на словах)

Зафиксируем какой-нибудь 𝑘-буквенный алфавит 𝐴 = {𝑎1, … , 𝑎𝑘} и рассмотрим множество 𝑋
всех 𝑛-буквенных слов 𝑤, которые можно написать с его помощью. Иначе 𝑋 можно восприни-
мать как множество всех отображений 𝑤∶ {1, … , 𝑛} → 𝐴. Сопоставим каждой перестановке
𝜎 ∈ 𝑆𝑛 преобразование 𝑤 ↦ 𝑤𝜎−1, которое переставляет буквы в словах так, как предписы-
вает1 𝜎. Таким образом, мы получили действие симметрической группы 𝑆𝑛 на множестве слов.
Орбита слова 𝑤 ∈ 𝑋 под действием этой группы состоит из всех слов, где каждая буква алфа-
вита встречается столько же раз, сколько в слове 𝑤. Стабилизатор Stab(𝑤) слова 𝑤, в котором
буква 𝑎𝑖 встречается 𝑚𝑖 раз (для каждого 𝑖 = 1, … , 𝑘), состоит из перестановок между собою
одинаковых букв и имеет порядок |Stab(𝑤)| = 𝑚1! …𝑚𝑘!. Тем самым, длина орбиты такого
слова равна мультиномиальному коэффициенту

|𝑆𝑛𝑤| = |𝑆𝑛|
|Stab(𝑤)| = 𝑛!

𝑚1! …𝑚𝑘! = (
𝑛

𝑚1 …𝑚𝑘) .

Этот пример показывает, что разные орбиты могут иметь разную длину, и порядки стабилиза-
торов точек из разных орбит могут быть разными.

Упражнение 10.23. Для каждого из пяти платоновых тел рассмотрите действие группы этого
тела на его гранях и по формуле для длины орбиты найдите порядок собственной и несоб-
ственной группы каждого из платоновых тел.

Пример 10.15 (классы сопряжённости в симметрической группе)

Перестановка Ad𝑔(𝜎) = 𝑔𝜎𝑔−1, сопряжённая перестановке 𝜎 = (𝜎1, … ,𝜎𝑛) ∈ 𝑆𝑛, для каж-
дого 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 переводит элемент 𝑔(𝑖) в элемент 𝑔(𝜎𝑖). Поэтому при сопряжении цикла
𝜏 = |𝑖1, … , 𝑖𝑘⟩ ∈ 𝑆𝑛 перестановкой 𝑔 = (𝑔1, … ,𝑔𝑛) получится цикл 𝑔𝜏𝑔−1 = |𝑔𝑖1 , … ,𝑔𝑖𝑘⟩. Если
перестановка 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 имеет цикловой тип 𝜆 и является произведением независимых циклов,
записанных по строкам диаграммы 𝜆, то действие на такую перестановку внутреннего авто-
морфизма Ad𝑔 заключается в применении отображения 𝑔 к заполнению диаграммы 𝜆, т. е. в
замене каждого числа 𝑖 числом 𝑔𝑖.

1Т. е. переводит слово 𝑤 = 𝑎𝜈1 …𝑎𝜈𝑛 в слово 𝑎𝜈𝜎−1 (1)
𝑎𝜈𝜎−1 (2)

… 𝑎𝜈𝜎−1 (𝑛)
, на 𝑖-том месте которого стоит

та буква, номер которой в исходном слове𝑤 переводится перестановкой 𝜎 в номер 𝑖.
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Таким образом, орбиты присоединённого действия симметрической группы 𝑆𝑛 на себе вза-
имно однозначно соответствуют 𝑛-клеточным диаграммам Юнга, и орбита, отвечающая диа-
грамме 𝜆, состоит из всех перестановок циклового типа 𝜆. Если диаграмма 𝜆 имеет 𝑚𝑖 строк
длины 𝑖 для каждого 𝑖 = 1, … , 𝑛, то централизатор любой перестановки 𝜎 циклового типа 𝜆 со-
стоит из таких перестановок элементов заполнения диаграммы 𝜆 независимыми циклами пе-
рестановки 𝜎, которые не меняют 𝜎, т. е. циклически переставляют элементы вдоль строк или
произвольным образом переставляют строки одинаковой длины между собой как единое це-
лое. Тем самым, порядок стабилизатора перестановки циклового типа 𝜆 зависит только от 𝜆 и
равен 𝑧𝜆 = 1𝑚1 ⋅𝑚1!⋅2𝑚2 ⋅𝑚2!⋅…⋅𝑛𝑚𝑛 ⋅𝑚𝑛! = ∏𝑛

𝑖=1𝑚𝑖! 𝑖𝑚𝑖 . Количество перестановок циклового
типа 𝜆, т. е. длина соответствующей орбиты присоединённого действия, равна 𝑛!∕𝑧𝜆.

10.4.2. Перечисление орбит. Подсчёт числа элементов в факторе 𝑋/𝐺 конечного множе-
ства𝑋 по действию конечной группы𝐺 наталкивается на очевидную трудность: поскольку дли-
ны у орбит могут быть разные, число орбит «разного типа» придётся подсчитывать по отдель-
ности, заодно уточняя по ходу дела, что именно имеется в виду под «типом орбиты». Разом пре-
одолеть обе эти трудности позволяет

Теорема 10.2 (формула Полиа – Бернсайда)

Пусть конечная группа 𝐺 действует на конечном множестве 𝑋. Для каждого 𝑔 ∈ 𝐺 обозначим
через 𝑋𝑔 = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑔𝑥 = 𝑥} = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑔 ∈ Stab(𝑥)} множество неподвижных точек преобра-
зования 𝑔. Тогда |𝑋/𝐺| = |𝐺|−1 ∑𝑔∈𝐺 |𝑋𝑔|.

Доказательство. Обозначим через 𝐹 ⊂ 𝐺 × 𝑋 множество всех таких пар (𝑔, 𝑥), что 𝑔𝑥 = 𝑥. Ина-
че 𝐹 можно описать как 𝐹 = ⨆𝑥∈𝑋 Stab(𝑥) = ⨆𝑔∈𝐺 𝑋𝑔. Первое из этих описаний получается
из рассмотрения проекции 𝐹 ↠ 𝑋, второе — из рассмотрения проекции 𝐹 ↠ 𝐺. Согласно вто-
рому описанию, |𝐹| = ∑𝑔∈𝐺 |𝑋𝑔|. С другой стороны, из первого описания мы заключаем, что
|𝐹| = |𝐺| ⋅ |𝑋/𝐺|. В самом деле, стабилизаторы всех точек, принадлежащих одной орбите, име-
ют одинаковый порядок, и сумма этих порядков по всем точкам орбиты равна произведению
порядка стабилизатора на длину орбиты, т. е. |𝐺|. Складывая по всем |𝑋/𝐺| орбитам, получаем
требуемое. □

Пример 10.16 (ожерелья)

Пусть имеется неограниченный запас одинаковых по форме бусин 𝑛 различных цветов. Сколь-
ко различных ожерелийможно сделать из 6 бусин?Ответомна этот вопрос является количество
орбит группы диэдра𝐷6 на множестве всех раскрасок вершин правильногошестиугольника в 𝑛
цветов. Группа 𝐷6 состоит из 12 элементов: тождественного преобразования 𝑒, двух поворотов
𝜏±1 на ±60∘, двух поворотов 𝜏±2 на ±120∘, центральной симметрии 𝜏3, трёх отражений 𝜎14, 𝜎23,
𝜎36 относительно больших диагоналей и трёх отражений 𝜎14, 𝜎23, 𝜎36 относительно срединных
перпендикуляров к сторонам. Единица оставляет наместе все𝑛6 раскрасок. Раскраски, симмет-
ричные относительно остальных преобразований, показаны на рис. 10⋄12 на стр. 183. Беря на
этих рисунках все допустимые сочетания цветов, получаем, соответственно, 𝑛, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4 и 𝑛3
раскрасок. По теор. 10.2 число 6-бусинных ожерелий равно (𝑛6 + 3𝑛4 + 4𝑛3 + 2𝑛2 + 2𝑛)∕12.

Упражнение 10.24. Подсчитайте количество ожерелий из 7, 8, 9, и 10 бусин.
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10.5. Смежныеклассыифакторизация.Каждая подгруппа𝐻 ⊂ 𝐺 задаёт на группе𝐺 два отно-
шения эквивалентности, происходящиеиз левого иправого регулярного действия подгруппы𝐻
на группе 𝐺. Левое действие 𝜆ℎ ∶ 𝑔 ↦ ℎ𝑔 приводит к эквивалентности

𝑔1 ∼
𝐿
𝑔2 ⟺ 𝑔1 = ℎ𝑔2 для некоторого ℎ ∈ 𝐻, (10-16)

разбивающей группу 𝐺 в дизъюнктное объединение орбит вида 𝐻𝑔 ≝ {ℎ𝑔 | ℎ ∈ 𝐻}, называе-
мых правыми смежными классами (или правыми сдвигами) подгруппы𝐻 в группе𝐺. Множество
правых смежных классов обозначается 𝐻\𝐺.

Упражнение 10.25. Покажите, что равенство 𝐻𝑔1 = 𝐻𝑔2 равносильно любому из эквивалент-
ных друг другу включений 𝑔−1

1 𝑔2 ∈ 𝐻, 𝑔−1
2 𝑔1 ∈ 𝐻.
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Рис. 10⋄12. Симметричные ожерелья из шести бусин.

С правым действием 𝜚ℎ ∶ 𝑔 ↦ 𝑔ℎ−1 связано отношение эквивалентности

𝑔1 ∼
𝑅
𝑔2 ⟺ 𝑔1 = 𝑔2ℎ для некоторого ℎ ∈ 𝐻, (10-17)

разбивающее группу𝐺 в дизъюнктное объединение орбит 𝑔𝐻 ≝ {𝑔ℎ | ℎ ∈ 𝐻}, которые называ-
ются левыми смежными классами (или левыми сдвигами) подгруппы 𝐻 в группе 𝐺. Множество
левых смежных классов обозначается 𝐺/𝐻.

Поскольку и левое и правое действия подгруппы 𝐻 на группе 𝐺 свободны, все орбиты каж-
дого из них состоят из |𝐻| элементов. Тем самым, число орбит в обоих действиях одинако-
во и равно |𝐺| ∕ |𝐻|. Это число называется индексом подгруппы 𝐻 в группе 𝐺 и обозначается
[𝐺 ∶ 𝐻] ≝ |𝐺/𝐻|. Нами установлена
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Теорема 10.3 (теорема Лагранжа об индексе подгруппы)

Порядок и индекс любой подгруппы 𝐻 в произвольной конечной группе 𝐺 нацело делят поря-
док 𝐺 и [𝐺 ∶ 𝐻] = |𝐺| ∶ |𝐻|.

Следствие 10.3

Порядок любого элемента конечной группы нацело делит порядок группы.

Доказательство. Порядок элемента 𝑔 ∈ 𝐺 равен порядку порождённой им циклической под-
группы ⟨𝑔⟩ ⊂ 𝐺. □

10.5.1. Нормальныепогруппы.Подгруппа𝐻 ⊂ 𝐺 называется нормальной (илиинвариант-
ной), если для любого 𝑔 ∈ 𝐺 выполняется равенство 𝑔𝐻𝑔−1 = 𝐻 или, что то же самое, 𝑔𝐻 = 𝐻𝑔.
Иначе можно сказать, что подгруппа 𝐻 ⊂ 𝐺 нормальна тогда и только тогда, когда левая и пра-
вая эквивалентности (10-16) и (10-17) совпадают друг с другом и, в частности,𝐻\𝐺 = 𝐺/𝐻. Если
подгруппа 𝐻 ⊂ 𝐺 нормальна, мы пишем 𝐻 ◁ 𝐺.

Пример 10.17 (ядра гомоморфизмов)

Ядро любого гомоморфизма групп𝜑∶ 𝐺1 → 𝐺2 является нормальной подгруппой в𝐺1, посколь-
ку при 𝜑(ℎ) = 𝑒 для любого 𝑔 ∈ 𝐺 имеем равенство

𝜑(𝑔ℎ𝑔−1) = 𝜑(𝑔)𝜑(ℎ)𝜑(𝑔)−1 = 𝜑(𝑔)𝜑(𝑔)−1 = 𝑒 ,

означающее, что 𝑔 (ker𝜑)𝑔−1 ⊂ ker𝜑. Это согласуется с равенством правых и левых смежных
классов 𝑔 (ker𝜑) = (ker𝜑)𝑔, установленным нами в предл. 10.1.

Пример 10.18 (𝑉4 ◁ 𝑆4)

Подгруппа Клейна 𝑉4 ⊂ 𝑆4 состоящая из перестановок циклового типа и тождественной
перестановки нормальна.

Пример 10.19 (внутренние автоморфизмы)

Подгруппа внутренних автоморфизмов Int(𝐺) = Ad(𝐺) нормальна в группе Aut(𝐺) всех автомор-
физмов группы 𝐺, поскольку сопрягая внутренний автоморфизм Ad𝑔 ∶ ℎ ↦ 𝑔ℎ𝑔−1 произволь-
ным автоморфизмом 𝜑∶ 𝐺 ⥲ 𝐺, мы получаем внутренний автоморфизм 𝜑 ∘Ad𝑔 ∘𝜑−1 = Ad𝜑(𝑔).

Упражнение 10.26. Убедитесь в этом.

Пример 10.20 (параллельные переносы)

Подгруппа параллельных переносов нормальна в группе Aff(𝔸𝑛) всех биективных аффинных
преобразований аффинного пространства 𝔸𝑛, т. к. сопрягая параллельный перенос 𝜏𝑣 на век-
тор 𝑣 любым аффинным преобразованием 𝜑∶ 𝔸𝑛 → 𝔸𝑛, получаем перенос1 𝜏𝐷𝜑(𝑣) на век-
тор 𝐷𝜑(𝑣).

Упражнение 10.27. Убедитесь в этом.

1Напомню, что преобразование 𝜑∶ 𝔸(𝑉) → 𝔸(𝑉) аффинного пространства 𝔸(𝑉), ассоциированного
с векторным пространством 𝑉, называется аффинным, если отображение 𝐷𝜑 ∶ ⃖⃖⃖⃗𝑝𝑞 ↦ ⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝜑(𝑝)𝜑(𝑞) являет-
ся корректно определённым линейным преобразованием векторного пространства 𝑉 (оно называется
дифференциалом отображения𝜑).
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Пример 10.21 (нормализатор и централизатор, ср. с упр. 10.19 на стр. 179)

Пусть группа 𝐺 действует на множестве 𝑋 и𝑀 ⊂ 𝑋—произвольное подмножество. Напомню1,
что подгруппы 𝑁(𝑀) ≝ {𝑔 ∈ 𝐺 | ∀ 𝑥 ∈ 𝑀 𝑔𝑥 ∈ 𝑀} и 𝑍(𝑀) ≝ {𝑔 ∈ 𝐺 | ∀ 𝑥 ∈ 𝑀 𝑔𝑥 = 𝑥}
называются соответственно нормализатором и централизатором подмножества 𝑀. Посколь-
ку для любых 𝑔 ∈ 𝑁(𝑀), ℎ ∈ 𝑍(𝑀) и 𝑥 ∈ 𝑀 выполняется равенство 𝑔ℎ𝑔−1𝑥 = 𝑔𝑔−1𝑥 = 𝑥, ибо
ℎ(𝑔−1𝑥) = 𝑔−1𝑥, так как 𝑔−1𝑥 ∈ 𝑀, централизатор является нормальной подгруппой в норма-
лизаторе.

10.5.2. Фактор группы.Попыткаопределить умножениенамножестве левых смежныхклас-
сов 𝐺/𝐻 неабелевой группы 𝐺 формулой

(𝑔1𝐻) ⋅ (𝑔2𝐻) ≝ (𝑔1𝑔2)𝐻 , (10-18)

вообще говоря, некорректна: различные записи 𝑔1𝐻 = 𝑓1𝐻 и 𝑔2𝐻 = 𝑓2𝐻 одних и тех же классов
могут приводить к различным классам (𝑔1𝑔2)𝐻 ≠ (𝑓1𝑓2)𝐻.

Упражнение 10.28. Убедитесь, что для группы 𝐺 = 𝑆3 и подгруппы второго порядка 𝐻 ⊂ 𝐺,
порождённой транспозицией 𝜎12, формула (10-18) некорректна.

Предложение 10.4

Для того, чтобы правило 𝑔1𝐻 ⋅ 𝑔2𝐻 = (𝑔1𝑔2)𝐻 корректно определяло на 𝐺/𝐻 структуру группы,
необходимо и достаточно, чтобы подгруппа 𝐻 была нормальна в 𝐺.

Доказательство. Если формула (10-18) корректна, то она задаёт на множестве смежных левых
классов 𝐺/𝐻 групповую структуру: ассоциативность композиции наследуется из2 𝐺, единицей
служит класс 𝑒𝐻 = 𝐻, обратным к классу 𝑔𝐻— класс 𝑔−1𝐻. Факторизация 𝐺 ↠ 𝐺/𝐻, 𝑔 ↦ 𝑔𝐻,
является гомоморфизмом групп с ядром𝐻. Поэтому подгруппа𝐻 нормальна в силу прим. 10.17.
Наоборот, если 𝐻 нормальна и 𝑓1𝐻 = 𝑔1𝐻, 𝑓2𝐻 = 𝑔2𝐻, то 𝑓1𝑓2𝐻 = 𝑓1𝑔2𝐻 = 𝑓1𝐻𝑔2 = 𝑔1𝐻𝑔2 =
= 𝑔1𝑔2𝐻 в силу равенства 𝑔2𝐻 = 𝐻𝑔2. □

Определение 10.2

Множество смежных классов 𝐺/𝐻 нормальной подгруппы 𝐻 ◁ 𝐺 c операцией

𝑔1𝐻 ⋅ 𝑔2𝐻 ≝ (𝑔1𝑔2)𝐻

называется фактором (или фактор группой) группы 𝐺 по нормальной подгруппе 𝐻. Гомомор-
физм групп 𝐺 ↠ 𝐺/𝐻, 𝑔 ↦ 𝑔𝐻, называется гомоморфизмом факторизации.

Следствие 10.4

Каждый гомоморфизм групп 𝜑∶ 𝐺1 → 𝐺2 является композицией эпиморфизма факторизации
𝐺1 ↠ 𝐺1/ ker𝜑имономорфизма𝐺1/ ker𝜑 ↪ 𝐺2, переводящего смежныйкласс𝑔 ker𝜑 ∈ 𝐺1/ ker𝜑
в элемент 𝜑(𝑔) ∈ 𝐺2. В частности, im𝜑 ≃ 𝐺/ ker𝜑.

Доказательство. Следствие утверждает, что слой 𝜑−1(𝜑(𝑔)) гомоморфизма 𝜑 над каждой точ-
кой 𝜑(𝑔) ∈ im𝜑 ⊂ 𝐺2 является левым сдвигом ядра ker𝜑 на элемент 𝑔, что мы уже видели в
предл. 10.1 на стр. 174. □

1См. n∘ 10.4 на стр. 178.
2(𝑔1𝐻⋅𝑔2𝐻)⋅𝑔3𝐻 = (𝑔1𝑔2)𝐻⋅𝑔3𝐻 = ((𝑔1𝑔2)𝑔3)𝐻 = (𝑔1(𝑔2𝑔3))𝐻 = 𝑔1𝐻⋅(𝑔2𝑔3)𝐻 = 𝑔1𝐻⋅(𝑔2𝐻⋅𝑔3𝐻).



186 §10 Группы

Предложение 10.5

Если подгруппа𝐻 ⊂ 𝐺 нормализует1 подгруппу𝑁 ⊂ 𝐺, то множества𝐻𝑁 = {ℎ𝑛 | ℎ ∈ 𝐻, 𝑛 ∈ 𝑁}
и 𝑁𝐻 = {𝑛ℎ | 𝑛 ∈ 𝑁, ℎ ∈ 𝐻} совпадают друг с другом и являются подгруппой в 𝐺, причём
𝑁 ◁ 𝐻𝑁, 𝐻 ∩ 𝑁 ◁ 𝐻 и 𝐻𝑁/𝑁 ≃ 𝐻/(𝐻 ∩ 𝑁).

Доказательство. 𝑁𝐻 = 𝐻𝑁 ибо 𝑛ℎ = ℎ(ℎ−1𝑛ℎ) ∈ 𝐻𝑁 и ℎ𝑛 = (ℎ𝑛ℎ−1)ℎ ∈ 𝑁𝐻 для всех 𝑛 ∈ 𝑁,
ℎ ∈ 𝐻. Это подгруппа, так как (𝑛ℎ)−1 = ℎ−1𝑛−1 ∈ 𝐻𝑁 = 𝑁𝐻 и

(𝑛1ℎ1)(𝑛2ℎ2) = 𝑛1(ℎ1𝑛2)ℎ2 = 𝑛1(𝑛3ℎ3)ℎ2 = (𝑛1𝑛3)(ℎ3ℎ2) ∈ 𝑁𝐻

(существование таких 𝑛3 ∈ 𝑁 и ℎ3 ∈ 𝐻, что ℎ1𝑛2 = 𝑛3ℎ3, вытекает из равенства 𝐻𝑁 = 𝑁𝐻).
Подгруппы 𝐻 ∩ 𝑁 ◁ 𝐻 и 𝑁 ◁ 𝐻𝑁 нормальны, так как по условию ℎ𝑁ℎ−1 ⊂ 𝑁 для всех ℎ ∈ 𝐻.
Отображение 𝜑∶ 𝐻𝑁 → 𝐻/(𝐻 ∩𝑁), переводящее произведение ℎ𝑛 в смежный класс ℎ ⋅ (𝐻 ∩𝑁),
определено корректно, поскольку при ℎ1𝑛1 = ℎ2𝑛2 элемент ℎ−1

1 ℎ2 = 𝑛1𝑛−1
2 ∈ 𝐻 ∩ 𝑁, откуда

ℎ1 ⋅ (𝐻 ∩𝑁) = ℎ1 ⋅ (ℎ−1
1 ℎ2) ⋅ (𝐻 ∩𝑁) = ℎ2 ⋅ (𝐻 ∩𝑁). Оно сюрьективно и является гомоморфизмом,

поскольку 𝜑(ℎ1𝑛1ℎ2𝑛2) = 𝜑(ℎ1ℎ2(ℎ−1
2 𝑛1ℎ2)𝑛2) = ℎ1ℎ2 ⋅ (𝐻 ∩ 𝑁). Так как ker𝜑 = 𝑒𝑁 = 𝑁, по

сл. 10.4 имеем 𝐻/(𝐻 ∩ 𝑁) = im𝜑 ≃ 𝐻𝑁/ ker𝜑 = 𝐻𝑁/𝑁. □
Упражнение 10.29. Пусть 𝜑∶ 𝐺1 ↠ 𝐺2 — сюрьективный гомоморфизм групп. Покажите, что

полный прообраз 𝑁1 = 𝜑−1(𝑁2) любой нормальной подгруппы 𝑁2 ◁ 𝐺2 является нормаль-
ной подгруппой в 𝐺1 и 𝐺1/𝑁1 ≃ 𝐺2/𝑁2.

10.6. Коммутант.В группе𝐺 произведение (𝑔, ℎ) ≝ 𝑔ℎ𝑔−1ℎ−1 называется коммутатором2 эле-
ментов 𝑔, ℎ. Название связано с тем, что (𝑔, ℎ)ℎ𝑔 = 𝑔ℎ. В частности, 𝑔ℎ = ℎ𝑔 если и только если
(𝑔, ℎ) = 𝑒. Очевидно, что (𝑔, ℎ)−1 = (ℎ,𝑔) и Ad𝑓(𝑔, ℎ) = (Ad𝑓 𝑔,Ad𝑓 ℎ), где

Ad𝑓 ∶ 𝐺 → 𝐺 , 𝑥 ↦ 𝑓𝑥𝑓−1 ,

автоморфизм сопряжения. Поэтому всевозможные конечные произведения коммутаторов эле-
ментов группы 𝐺 образуют нормальную подгруппу, которая обозначается 𝐺′ ◁ 𝐺 и называется
коммутантом группы 𝐺. Так как (𝑔, ℎ) = Ad𝑔(ℎ)ℎ−1, коммутаторы элементов 𝑔 ∈ 𝐺 с элемен-
тами ℎ из любой нормальной подгруппы𝑁◁𝐺 лежат в𝑁, т. е. (𝐺,𝑁) = (𝑁,𝐺) ⊂ 𝑁. В частности,
(𝐺,𝐺′) ⊂ 𝐺′. Всякий гомоморфизм 𝜑∶ 𝐺 → 𝐻 ограничивается в гомоморфизм 𝜑|𝐺′ ∶ 𝐺′ → 𝐻′,
и если 𝜑 сюрьективен, то сюрьективен и 𝜑|𝐺′ .

Предложение 10.6 (универсальное свойство фактора по коммутанту)

Всякий гомоморфизм𝜑∶ 𝐺 → 𝐴 в абелеву группу 𝐴 единственным образом пропускается через
гомоморфизм факторизации 𝜋∶ 𝐺 ↠ 𝐺/𝐺′, т. е. существует единственный такой гомоморфизм
𝜑′ ∶ 𝐺/𝐺′ → 𝐴, что 𝜑 = 𝜑′𝜋.

Доказательство. Гомоморфизм𝜑′ обязан действовать по правилу 𝑔𝐺′ ↦ 𝜑(𝑔). Оно корректно,
так как 𝐺′ ⊂ ker𝜑, поскольку в 𝐴 все коммутаторы тривиальны. □

Следствие 10.5

Фактор группа 𝐺/𝑁 абелева если и только если 𝑁 ⊇ 𝐺′.

1Т. е. ℎ𝑁ℎ−1 = 𝑁 для всех ℎ ∈ 𝐻.
2Или групповым коммутатором, который не следует путать с коммутатором [𝑓,𝑔] = 𝑓𝑔 − 𝑔𝑓 эле-

ментов ассоциативной алгебры.
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Доказательство. Применяем предл. 10.6 к эпиморфизму 𝐺 ↠ 𝐺/𝑁. □

Пример 10.22 (коммутанты симметрических и знакопеременных групп)

Поскольку каждый коммутатор в 𝑆𝑛 является чётной перестановкой, 𝑆′
𝑛 ◁ 𝐴𝑛. Так как |𝐴3| = 3

и группа 𝑆3 не абелева, 𝑆′
3 = 𝐴3. Тем самым, при любом 𝑛 коммутант 𝑆′

𝑛 содержит все 3-циклы.
Упражнение 10.30. Убедитесь, что группа 𝐴𝑛 порождается 3-циклами.

Мы заключаем, что 𝑆′
𝑛 = 𝐴𝑛. Поскольку |𝐴4/𝑉4| = 3, группа𝐴4/𝑉4 ≃ ℤ∕(3) абелева, откуда𝐴′

4 ⊆ 𝑉4
по сл. 10.5. Так как группа 𝐴4 не абелева, 𝐴′

4 содержит пару независимых транспозиций, а зна-
чит, и все сопряжённые ей пары, т. е.𝐴′

4 = 𝑉4. Отсюда вытекает, что при любом 𝑛 коммутатор𝐴′
𝑛

содержит все пары независимых транспозиций.

Упражнение 10.31. Убедитесь, что при 𝑛 ⩾ 5 группа 𝐴𝑛 порождается парами независимых
транспозиций.

Мы заключаем, что 𝐴′
𝑛 = 𝐴𝑛 при 𝑛 ⩾ 5.

Пример 10.23 (коммутанты линейных групп)

Пусть 𝕜— произвольное поле. Так как det(𝑓,𝑔) = 1 для всех 𝑓,𝑔 ∈ GL𝑛(𝕜), мы заключаем, что
GL′

𝑛(𝕜) ⊴ SL𝑛(𝕜). Покажем, что SL′
𝑛(𝕜) = SL𝑛(𝕜) за исключением случаев SL2(𝔽2) и SL2(𝔽3).

Упражнение 10.32. Убедитесь, что SL2(𝔽2) = GL2(𝔽2) ≃ 𝑆3 и SL2(𝔽3)/{±𝐸} ≃ 𝐴4.
Легко видеть, что любую матрицу из SL𝑛(𝕜) можно превратить в единичную элементарными
преобразованиями, заключающимися в прибавлении к одной из строк другой строки, умно-
женной на произвольное число, т. е. в умножении матрицы слева на матрицу вида1

𝑇𝑖𝑗(𝛼) ≝ 𝐸 + 𝛼𝐸𝑖𝑗 . (10-19)

Упражнение 10.33. Убедитесь в этом.

Коммутатор трансвекции (10-19) с диагональной матрицей 𝐷(𝛽1, … ,𝛽𝑛), где ∏𝛽𝑖 = 1, равен2

(𝐸 + 𝛼𝐸𝑖𝑗)(𝛽1𝐸11 + … + 𝛽𝑛𝐸𝑛𝑛)(𝐸 − 𝛼𝐸𝑖𝑗)(𝛽−1
1 𝐸11 + … + 𝛽−1

𝑛 𝐸𝑛𝑛) =
= (𝐸 + 𝛼𝐸𝑖𝑗)(𝐸 − 𝛼𝛽𝑖∕𝛽𝑗𝐸𝑖𝑗) = 𝐸 + 𝛼(1 − 𝛽𝑖∕𝛽𝑗)𝐸𝑖𝑗 .

Если 𝑛 ⩾ 3 или 𝕜 ≠ {−1, 0, 1} разность 1 − 𝛽𝑖∕𝛽𝑗 можно сделать ненулевой3. Поэтому комму-
тант SL′

𝑛(𝕜) содержит все трансвекции, и тем самым GL′
𝑛(𝕜) = SL′

𝑛(𝕜) = SL𝑛(𝕜) если 𝑛 ⩾ 3 или
𝕜 ≠ 𝔽2,𝔽3.

Упражнение 10.34. Вычислите коммутанты SL′
2(𝔽2) и SL′

2(𝔽3).

1Такие матрицы называются трансвекциями.
2См. формулу (5-13) на стр. 93.
3Обратите внимание, что при 𝑛 = 2 разность 1 − 𝛽𝑖∕𝛽𝑗 = 1 − 𝛽2

𝑖 зануляется если 𝕜× ⊂ {±1}.
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11.1. Простые группы. Группа 𝐺 называется простой, если она не содержит нормальных под-
групп, отличных от {𝑒} и 𝐺. Например, любая группа простого порядка проста, поскольку по
теореме Лагранжа1 вообще не содержит никаких подгрупп кроме {𝑒} и 𝐺. Согласно сл. 10.1 на
стр. 175 простота группы 𝐺 равносильна тому, что всякий гомоморфизм 𝐺 → 𝐻 либо инъекти-
вен, либо отображает всю группу 𝐺 в единицу. Одним из выдающихся достижений математики
XX века является перечисление всех конечных простых групп. Этот список состоит из несколь-
ких бесконечных серий и 26 так называемых спорадических групп, не входящих в серии. Беско-
нечные серии делятся на три семейства: циклические группы ℤ∕(𝑝) простого порядка, знако-
переменные группы 𝐴𝑛 с 𝑛 ≠ 4 и простые линейные алгебраические группы над конечными
полями2, такие как PSL𝑛(𝔽𝑞), PSO𝑛(𝔽𝑞), PSp𝑛(𝔽𝑞) и т. п. Описание конечных простых групп ста-
ло итогом сотен работ десятков авторов по различным, напрямую не связанным друг с другом
направлениям математики. Никакой универсальной концепции, позволяющей единообразно
классифицировать все конечные простые группы не известно.

11.1.1. Простота знакопеременных групп.Покажем, что знакопеременная группа𝐴5 про-
ста. Так какперестановки сопряженыеслии только если униходинаковыйцикловой тип3, клас-
сы сопряжённости чётных перестановок в 𝑆5 состоят из перестановок цикловых типов

и (11-1)

(5-циклы, 3-циклы, пары независимых транспозиций и тождественное преобразование), коих
имеется4 соответственно 24 = 5!∕5, 20 = 5!∕(3 ⋅ 2), 15 = 5!∕(22 ⋅ 2) и 1.

Упражнение 11.1. Покажите, что класс сопряжённости чётной перестановки 𝑔 в 𝑆𝑛 либо сов-
падает с её классом сопряжённости в 𝐴𝑛, либо является объединением двух классов сопря-
жённости в 𝐴𝑛, причём второе происходит если и только если все циклы перестановки 𝑔
имеют разные нечётные длины.

Мы заключаем, что 3-циклы, пары независимых транспозиций и тождественная перестановка
являются классами сопряжённости в 𝐴5, а 5-циклы разбиваются на два класса сопряжённости
в𝐴5, состоящиеиз12циклов, сопряжённых |1, 2, 3, 4, 5⟩, и12циклов, сопряжённых |2, 1, 3, 4, 5⟩.
Поскольку нормальная подгруппа𝐻 ⊴ 𝐴5 вместе с каждой перестановкой содержит и все ей со-
пряжённые, её порядок |𝐻| = 12𝜀1 +12𝜀2 +20𝜀3 +15𝜀4 +1, где каждый 𝜀𝑖 равен либо 1, либо 0,
при этом по теореме Лагранжа |𝐻| делит |𝐴5| = 60 = 3 ⋅ 4 ⋅ 5.

Упражнение 11.2. Убедитесь, что такое возможно ровно в двух случаях: когда все 𝜀𝑖 = 1 или
когда все 𝜀𝑖 = 0.

Тем самым, в 𝐴5 нет нетривиальных собственных нормальных подгрупп.

Теорема 11.1

Все знакопеременные группы 𝐴𝑛 с 𝑛 ⩾ 5 просты.

1См. теор. 10.3 на стр. 184.
2Описанию таких групп посвящены спецкурсы по линейным алгебраическим и арифметическим

группам, например, см. книгу Дж. Хамфри. Линейные алгебраические группы. М., «Наука», 1980.
3См. прим. 10.15 на стр. 181.
4См. упр. 10.8 на стр. 170.
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Доказательство. Индукция по 𝑛. Случай 𝑛 = 5 был разобран выше. Рассмотрим нормальную
подгруппу 𝑁 ⊴ 𝐴𝑛. Так как стабилизатор элемента 1 в группе 𝐴𝑛 изоморфен 𝐴𝑛−1, его пере-
сечение с 𝑁, будучи нормальной подгруппой в 𝐴𝑛−1, либо совпадает с 𝐴𝑛−1, либо тривиально.
Поскольку стабилизаторы всех элементов сопряжены, подгруппа 𝑁 либо содержит стабилиза-
торы всех элементов, либо действует свободно1. В первом случае 𝑁 содержит все 3-циклы и по
упр. 10.30 на стр. 187 совпадает с 𝐴𝑛. Рассмотрим второй случай и допустим, что 𝑁 содержит
нетождественную перестановку 𝑔. Так как она действует без неподвижных точек, при 𝑛 ⩾ 6
найдутся такие различные элементы {1, 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝓁,𝑚}, что 𝑔(1) = 𝑖 и 𝑔(𝑗) = 𝑘. Сопрягая 𝑔 циклом
|𝑘, 𝓁,𝑚⟩ ∈ 𝐴𝑛, получаем перестановку ℎ ∈ 𝑁 с ℎ(1) = 𝑖 и ℎ(𝑗) = 𝓁 ≠ 𝑘. Перестановка 𝑔ℎ−1 ∈ 𝑁
не тождественна и оставляет 1 на месте. Противоречие. □

11.1.2. Простота групп PSL𝒏(𝕜). Фактор полной линейной группы координатного вектор-
ного пространства 𝕜𝑛 по её центру, состоящему из скалярных матриц 𝜆𝐸, где 𝜆 ∈ 𝕜×, назы-
вается проективной линейной группой и обозначается PGL𝑛(𝕜) ≝ GL𝑛(𝕜) ∕𝕜× ⋅ 𝐸. Эта группа
естественным образом действует на множестве одномерных векторных подпространств в 𝕜𝑛,
которое обозначаетсяℙ𝑛−1(𝕜) и называется (𝑛−1)-мерным проективным пространством2 над
полем 𝕜. Состоящая из классов пропорциональных матриц определителя 1 подгруппа

PSL𝑛(𝕜) = SL𝑛(𝕜)∕𝞵𝑛(𝕜) ⋅ 𝐸 ⊂ PGL𝑛(𝕜) ,

где 𝞵𝑛(𝕜) ⊂ 𝕜× — мультипликативная группа корней 𝑛-той степени из 1 в поле 𝕜, называется
специальной проективной линейной группой.

Упражнение 11.3. Убедитесь, что PSL𝑛 действует 2-транзитивно3 на ℙ𝑛−1.

Если𝕜 = 𝔽𝑞 состоитиз𝑞 элементов, томультипликативная группа𝔽×
𝑞 циклическаяпорядка𝑞−1

и корни уравнения 𝑥𝑛 = 1 образуют в ней циклическую подгруппу порядка нод(𝑞 − 1, 𝑛).
Упражнение 11.4. Убедитесь, корни уравнения 𝑛𝑥 = 0 в ℤ∕(𝑚) составляют циклическую под-

группу порядка нод(𝑚, 𝑛).
Таким образом, | PSL𝑛(𝔽𝑞)| = | SL𝑛(𝔽𝑞)|∕нод(𝑞 − 1, 𝑛) = ∏𝑛

𝑘=0(𝑞𝑛 − 𝑞𝑘)∕((𝑞 − 1) нод(𝑞 − 1, 𝑛)).

Теорема 11.2

Все группы PSL𝑛(𝕜) просты, за исключением4 PSL2(𝔽2) = GL2(𝔽2) ≃ 𝑆3 и PSL2(𝔽3) ≃ 𝐴4.

Доказательство. Обозначим через 𝑃 ⊂ PSL𝑛 стабилизатор одномерного подпространства, по-
рождённого первым вектором стандартного базиса 𝑒1, … , 𝑒𝑛 в 𝕜𝑛. Группа 𝑃 состоит из классов
пропорциональных матриц вида

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

∗ ∗ ⋯ ∗
0
⋮ ∗
0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(11-2)

1Т. е. никакой отличный от единицы элемент не имеет неподвижных точек, см. n∘ 10.4 на стр. 178.
2См. стр. 204 и 222 курса http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_total.pdf.
3Т. е. транзитивно действует на упорядоченных парах точек, см. n∘ 10.4 на стр. 178.
4См. упр. 10.32 на стр. 187.

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_total.pdf
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сопределителем1и содержитнормальнуюабелевуподгруппу𝐴◁𝑃матриц, пропорциональных

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛
0 1 0
⋮ ⋱
0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

= 𝐸 + 𝛼2𝐸12 + … + 𝛼𝑛𝐸1𝑛 ,

которая является ядром гомоморфизма 𝑃 → PGL𝑛−1, переводящего матрицу (11-2) в её правую
нижнюю угловую подматрицу размера (𝑛 − 1) × (𝑛 − 1).

Упражнение 11.5. Убедитесь, что это и в самом деле гомоморфизм групп.

Так как подгруппа 𝐴 содержит все трансвекции вида 𝑇1𝑗(𝛼), сопряжённые ей подгруппы 𝑔𝐴𝑔−1,
где 𝑔 ∈ PSL𝑛, содержат вообще все трансвекции и порождают1 PSL𝑛.

Упражнение 11.6. Убедитесь, что 𝑇𝑖𝑗(𝛼) = 𝑔𝑇1𝑗(𝛼)𝑔−1, где 𝑔 ∈ SL𝑛 переводит 𝑒1 в 𝑒𝑖, а 𝑒𝑖 в −𝑒1,
оставляя все остальные базисные векторы на месте.

Мы заключаем, что произведения элементов вида 𝑔𝑎𝑔−1, 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑔 ∈ PSL𝑛 исчерпывают PSL𝑛.

Рассмотрим теперь отличную от единичной нормальную подгруппу 𝑁 ⊴ PSL𝑛. Простран-
ство ℙ𝑛−1 является дизъюнктным объединением орбит подгруппы𝑁, и в силу нормальности𝑁
каждый элемент 𝑔 ∈ PSL𝑛 переводит 𝑁-орбиту точки 𝑥 в 𝑁-орбиту точки 𝑔𝑥, ибо

𝑦 = ℎ𝑥 ⟺ 𝑔𝑦 = (𝑔ℎ𝑔−1)𝑔𝑥 .

Такимобразом, группа PSL𝑛, с одной стороны, неможет перевести пару точек, лежащих в одной
𝑁-орбите, в пару точек, лежащих в разных 𝑁-орбитах, а с другой стороны, действует 2-транзи-
тивнопо упр. 11.3на стр. 189. Такое возможно, только если𝑁-орбита всего одна, т. е. для любого
𝑔 ∈ PSL𝑛 существует такое ℎ ∈ 𝑁, что 𝑔𝑒1 = ℎ𝑒1, откуда ℎ−1𝑔 ∈ 𝑃 и 𝑔 ∈ ℎ𝑃. Мы заключаем,
что PSL𝑛 = 𝑁𝑃 = 𝑃𝑁. Поскольку сопряжение элементами из 𝑃 оставляет подгруппу 𝐴 ◁ 𝑃 на
месте, каждый элемент из PSL𝑛 является произведением элементов вида ℎ𝑎ℎ−1 с 𝑎 ∈ 𝐴, ℎ ∈ 𝑁 и
в силу равенства 𝐴𝑁 = 𝑁𝐴 лежит в 𝐴𝑁. В прим. 10.23 на стр. 187 мы видели, что все группы SL𝑛
за исключением двух, указанных в условии теоремы, совпадают со своими коммутантами. Но
коммутатор элементов вида 𝑎ℎ с 𝑎 ∈ 𝐴, ℎ ∈ 𝑁 в силу абелевости 𝐴 и нормальности𝑁 лежит в𝑁.

Упражнение 11.7. Убедитесь в этом.

Поэтому PSL𝑛 = PSL′
𝑛 = 𝑁 во всех случах, кроме двух исключительных. □

11.2. Композиционныефакторы. Конечная строго убывающая последовательность подгрупп

𝐺 = 𝐺0 ⊋ 𝐺1 ⊋ 𝐺2 ⊋ … ⊋ 𝐺𝑛−1 ⊋ 𝐺𝑛 = {𝑒} (11-3)

называется композиционным рядом или рядом Жордана – Гёльдера группы 𝐺, если при каждом 𝑖
подгруппа𝐺𝑖+1 нормальна в𝐺𝑖 ифактор𝐺𝑖∕𝐺𝑖+1 прост. В этой ситуациинеупорядоченныйнабор
простых групп𝐺𝑖∕𝐺𝑖+1 (в котором возможныповторения) называется набором композиционных
факторов (или факторов Жордана – Гёльдера) группы 𝐺, а число 𝑛 называется длиной компози-
ционного ряда (11-3).

1См. упр. 10.33 на стр. 187.
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Пример 11.1 (композиционные факторы 𝑆4)

Выше мы видели, что симметрическая группа 𝑆4 имеет композиционный ряд

𝑆4 ▷ 𝐴4 ▷ 𝑉4 ▷ ℤ∕(2) ▷ {𝑒} ,

в котором 𝐴4 ◁ 𝑆4 —подгруппа чётных перестановок, 𝑉4 ◁ 𝐴4 —подгруппа Клейна, состоящая
из тождественной перестановки и трёх перестановок циклового типа , а

ℤ∕(2) ◁ 𝑉4 ≃ ℤ∕(2) ⊕ ℤ∕(2)

любая из трёх циклических подгрупп второго порядка, порождённых неединичными элемента-
ми. Таким образом, симметрическая группа 𝑆4 имеет композиционные факторы ℤ∕(2) = 𝑆4∕𝐴4,
ℤ∕(3) = 𝐴4∕𝑉4, ℤ∕(2) = 𝑉4∕(ℤ∕(2)) и ℤ∕(2) = ℤ∕(2)∕{𝑒}.

Упражнение 11.8. Убедитесь, что 𝐴4∕𝑉4 ≃ ℤ∕(3).

Теорема 11.3 (теорема Жордана – Гёльдера)

Если группа 𝐺 имеет конечный композиционный ряд, то неупорядоченный набор его факторов
не зависит от выбора композиционного ряда. В частности, все рядыЖордана – Гёльдера имеют
одинаковую длину.

Доказательство. Пусть у группы 𝐺 есть два композиционных ряда

𝐺 = 𝑃0 ⊋ 𝑃1 ⊋ 𝑃2 ⊋ … ⊋ 𝑃𝑛−1 ⊋ 𝑃𝑛 = {𝑒} (11-4)

𝐺 = 𝑄0 ⊋ 𝑄1 ⊋ 𝑄2 ⊋ … ⊋ 𝑄𝑚−1 ⊋ 𝑄𝑚 = {𝑒} . (11-5)

Мы собираемся вставить между последовательными членами этих рядов дополнительные це-
почки нестрого убывающих подгрупп так, чтобы получившиеся удлинённые ряды стали рав-
ной длины, и установить между их последовательными факторами биекцию, при которой со-
ответствующие друг другуфакторыбудут изоморфны. Для этого заменимкаждое звено𝑃𝑖▷𝑃𝑖+1
верхней цепочки (11-4) цепочкой

𝑃𝑖 ⊇ (𝑄1 ∩ 𝑃𝑖)𝑃𝑖+1 ⊇ (𝑄2 ∩ 𝑃𝑖)𝑃𝑖+1 ⊇ … ⊇ (𝑄𝑚−1 ∩ 𝑃𝑖)𝑃𝑖+1 ⊇ 𝑃𝑖+1 , (11-6)

которая получается пересечением нижней цепочки (11-5) с подгруппой 𝑃𝑖 и умножением всех
полученных групп на нормальную в 𝑃𝑖 подгруппу 𝑃𝑖+1. В предл. 10.5 на стр. 186 мы видели, что
если подгруппа 𝐻 нормализует подгруппу 𝑁, то 𝑁𝐻 = 𝐻𝑁 тоже является подгруппой, причём
𝑁𝐻 ▷ 𝑁, 𝐻 ▷ (𝐻 ∩ 𝑁) и 𝐻𝑁∕𝑁 ≃ 𝐻∕(𝐻 ∩ 𝑁). Применяя это к подгруппам

𝐻 = 𝑄𝑘 ∩ 𝑃𝑖 и 𝑁 = (𝑄𝑘+1 ∩ 𝑃𝑖)𝑃𝑖+1 ,

мы получаем 𝐻𝑁 = (𝑄𝑘 ∩ 𝑃𝑖)𝑃𝑖+1 и 𝐻 ∩ 𝑁 = (𝑄𝑘+1 ∩ 𝑃𝑖)(𝑄𝑘 ∩ 𝑃𝑖+1).
Упражнение 11.9. Убедитесь, что 𝐻 нормализует 𝑁, и проверьте последние два равенства.

Таким образом, (𝑄𝑘 ∩ 𝑃𝑖)𝑃𝑖+1 ⊵ (𝑄𝑘+1 ∩ 𝑃𝑖)𝑃𝑖+1 и

(𝑄𝑘 ∩ 𝑃𝑖)𝑃𝑖+1
(𝑄𝑘+1 ∩ 𝑃𝑖)𝑃𝑖+1

≃ (𝑄𝑘 ∩ 𝑃𝑖)
(𝑄𝑘+1 ∩ 𝑃𝑖)(𝑄𝑘 ∩ 𝑃𝑖+1) . (11-7)



192 §11Композиционные факторы, произведения и силовские подгруппы

Группа 𝑃𝑖+1 является нормальной подгруппой во всех группах цепочки (11-6). Факторизуя по
ней, получаем цепочку фактор групп

𝑃𝑖
𝑃𝑖+1

⊵ (𝑄1 ∩ 𝑃𝑖)𝑃𝑖+1
𝑃𝑖+1

⊵ (𝑄2 ∩ 𝑃𝑖)𝑃𝑖+1
𝑃𝑖+1

⊵ … ⊵ (𝑄𝑚−1 ∩ 𝑃𝑖)𝑃𝑖+1
𝑃𝑖+1

⊵ {𝑒} , (11-8)

в которой каждая подгруппа нормальна в предыдущей, а последовательные факторы

(𝑄𝑘 ∩ 𝑃𝑖)𝑃𝑖+1∕𝑃𝑖+1
(𝑄𝑘+1 ∩ 𝑃𝑖)𝑃𝑖+1∕𝑃𝑖+1

≃ (𝑄𝑘 ∩ 𝑃𝑖)𝑃𝑖+1
(𝑄𝑘+1 ∩ 𝑃𝑖)𝑃𝑖+1

≃ (𝑄𝑘 ∩ 𝑃𝑖)
(𝑄𝑘+1 ∩ 𝑃𝑖)(𝑄𝑘 ∩ 𝑃𝑖+1)

совпадают с (11-7). Так как группа 𝑃𝑖∕𝑃𝑖+1 проста, мы заключаем, что в цепочке (11-8) имеется
ровно одно нестрогое включение, а все остальные включения — равенства. Тем самым, ровно
один из факторов (11-7) отличен от единицы и изоморфен 𝑃𝑖∕𝑃𝑖+1.

Те же самые рассуждения с заменой 𝑃 на 𝑄 позволяют вставить между последовательными
группами 𝑄𝑘 ▷ 𝑄𝑘+1 композиционного ряда (11-5) убывающую цепочку подгрупп

𝑄𝑘 ⊇ (𝑃1 ∩ 𝑄𝑘)𝑄𝑘+1 ⊇ (𝑃2 ∩ 𝑄𝑘)𝑄𝑘+1 ⊇ … ⊇ (𝑃𝑛−1 ∩ 𝑄𝑘)𝑄𝑘+1 ⊇ 𝑄𝑘+1 , (11-9)

каждая из которых нормальна в предыдущей, а последовательные факторы имеют вид

(𝑃𝑖 ∩ 𝑄𝑘)𝑄𝑘+1
(𝑃𝑖+1 ∩ 𝑄𝑘)𝑄𝑘+1

≃ (𝑄𝑘 ∩ 𝑃𝑖)
(𝑄𝑘+1 ∩ 𝑃𝑖)(𝑄𝑘 ∩ 𝑃𝑖+1) (11-10)

и изоморфны соответствующим факторам (11-7). Таким образом, вставляя между последова-
тельнымиэлементамикомпозиционного ряда (11-4) цепочки (11-6), амеждупоследовательны-
ми элементами ряда (11-5) — цепочки (11-9), мы получим ряды одинаковой длины, в которых
не все включения строгие, но факторынаходятся в биективном соответствии, сопоставляющем
друг другу изоморфные факторы (11-10) и (11-7). Поскольку 𝑄𝑘+1 является нормальной под-
группой всех групп цепочки (11-9), те же аргументы, что применялись выше к подгруппе 𝑃𝑖+1 и
цепочке (11-6), показывают, что при фиксированном 𝑘 среди факторов (11-10) имеется ровно
один отличный от единицы, и он изоморфен 𝑄𝑘∕𝑄𝑘+1. □

Замечание 11.1. Непростая группаможетиметьнесколькоразныхкомпозиционныхрядов с оди-
наковымнаборомфакторов, а группы с одинаковыминаборамифакторовЖордана-Гёльдера не
обязательно изоморфны.

Предложение 11.1

Если группа 𝐺 обладает конечным композиционным рядом, то все её нормальные подгруппы и
фактор группы тоже обладают конечными композиционными рядами, причём набор факторов
каждого из них является поднабором в наборе композиционных факторов группы 𝐺.

Доказательство. Пересечение композиционного ряда группы 𝐺 с подгруппой 𝐻 ◁ 𝐺 имеет вид

𝐻 ⊇ 𝐺1 ∩ 𝐻 ⊇ … ⊇ 𝐺𝑛−1 ∩ 𝐻 ⊇ {𝑒} , (11-11)

где (𝐺𝑖 ∩ 𝐻) ▷ (𝐺𝑖+1 ∩ 𝐻) , так как 𝐺𝑖 ▷ 𝐺𝑖+1, и (𝐺𝑖 ∩ 𝐻) ∕ (𝐺𝑖+1 ∩ 𝐻) ≃ (𝐺𝑖 ∩ 𝐻)𝐺𝑖+1 ∕𝐺𝑖+1 по
предл. 10.5 на стр. 186. Поскольку 𝐺𝑖 ⊇ (𝐺𝑖 ∩ 𝐻)𝐺𝑖+1 ⊇ 𝐺𝑖+1 и фактор 𝐺𝑖∕𝐺𝑖+1 прост, одно вклю-
чение строгое, другое—равенство. Если (𝐺𝑖∩𝐻)𝐺𝑖+1 = 𝐺𝑖+1, то (𝐺𝑖∩𝐻)∕(𝐺𝑖+1∩𝐻) ≃ 𝐺𝑖∕𝐺𝑖+1. Если
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(𝐺𝑖∩𝐻)𝐺𝑖+1 = 𝐺𝑖+1, то (𝐺𝑖∩𝐻) = (𝐺𝑖+1∩𝐻). Таким образом, убирая из цепочки (11-11) все равен-
ства, получаем ряд Жордана – Гёльдера, факторы которого содержатся среди композиционных
факторов группы 𝐺. Аналогично, применяя к композиционному ряду группы 𝐺 эпиморфизм
𝜋∶ 𝐺 ↠ 𝑄, получаем цепочку 𝑄 ⊇ 𝜋(𝐺1) ⊇ … ⊇ 𝜋(𝐺𝑛−1) ⊇ {𝑒}, в которой 𝜋(𝐺𝑖) ▷ 𝜋(𝐺𝑖+1). Огра-
ничим𝜋 на𝐺𝑖 и обозначим через𝐻 = 𝜋|−1

𝐺𝑖 (𝜋(𝐺𝑖+1)) полныйпрообраз подгруппы𝜋(𝐺𝑖+1) ⊂ 𝜋(𝐺𝑖)
относительно этого ограничения. Так как 𝐺𝑖 ⊇ 𝐻 ⊇ 𝐺𝑖+1 и фактор 𝐺𝑖∕𝐺𝑖+1 прост, одно вклю-
чение строгое, другое — равенство. Если 𝐺𝑖 = 𝐻, то 𝜋(𝐺𝑖) = 𝜋(𝐺𝑖+1), а если 𝐻 = 𝐺𝑖+1, то
𝜋(𝐺𝑖)∕𝜋(𝐺𝑖+1) ≃ 𝐺𝑖∕𝐺𝑖+1 по упр. 10.29 на стр. 186, применённому к 𝜑 = 𝜋|𝐺𝑖 . □

Предложение 11.2

Пусть 𝑁 ◁ 𝐺, 𝑄 = 𝐺 ∕𝑁, и группы 𝑁, 𝑄 обладают конечными композиционными рядами. То-
гда у группы 𝐺 тоже есть конечный композиционный ряд, набор факторов которого является
дизъюнктным объединением композиционных факторов групп 𝑁 и 𝑄.

Доказательство. Пусть группы 𝑁 и 𝑄 имеют композиционные ряды

𝑁 ▷ 𝑁1 ▷ … ▷ 𝑁𝑛−1 ▷ {𝑒}
𝑄 ▷ 𝑄1 ▷ … ▷ 𝑄𝑚−1 ▷ {𝑒} .

Обозначим через 𝑃𝑖 = 𝜋−1(𝑄𝑖) полный прообраз группы 𝑄𝑖 при гомоморфизме факторизации
𝜋∶ 𝐺 ↠ 𝑄 с ядром 𝑁. Цепочка подгрупп

𝐺 ▷ 𝑃1 ▷ … ▷ 𝑃𝑚−1 ▷ 𝑁1 ▷ … ▷ 𝑁𝑛−1 {𝑒}

является рядом Жордана – Гёльдера с требуемыми свойствами. □

Следствие 11.1

Каждая конечная группа обладает конечным композиционным рядом. □

Упражнение 11.10. Постройте композиционный ряд аддитивной группы ℤ∕(𝑝𝑛), где 𝑝— про-
стое.

11.3. Полупрямые произведения. Для пары подгрупп 𝑁, 𝐻 группы 𝐺 отображение

𝑁 × 𝐻 → 𝑁𝐻 , (𝑥, ℎ) ↦ 𝑥ℎ ,

биективно если и только если 𝑁 ∩ 𝐻 = {𝑒}. В самом деле, при 𝑥1ℎ1 = 𝑥2ℎ2 элемент

𝑥−1
2 𝑥1 = ℎ2ℎ−1

1 ∈ 𝑁 ∩ 𝐻 ,

и если 𝑁 ∩ 𝐻 = {𝑒}, то 𝑥2 = 𝑥1 и ℎ2 = ℎ1, а если в 𝑁 ∩ 𝐻 есть элемент 𝑧 ≠ 𝑒, то разные пары
(𝑒, 𝑒), (𝑧, 𝑧−1) ∈ 𝑁 × 𝐻 перейдут в один и тот же элемент 𝑒 ∈ 𝑁𝐻. Будем называть подгруппы
𝑁,𝐻 ⊂ 𝐺 дополнительными, если 𝑁 ∩ 𝐻 = {𝑒} и 𝑁𝐻 = 𝐺. В этом случае группа 𝐺 как мно-
жество находится в биекции с прямым произведением 𝑁 × 𝐻. Если подгруппа 𝑁 ◁ 𝐺 при этом
нормальна, то композиция элементов 𝑔1 = 𝑥1ℎ1 и 𝑔2 = 𝑥2ℎ2 может быть выражена в терминах
пар (𝑥1, ℎ1), (𝑥2, ℎ2) ∈ 𝑁 × 𝐻. А именно, так как

𝑔1𝑔2 = 𝑥1ℎ1𝑥2ℎ2 = 𝑥1(ℎ1𝑥2ℎ−1
1 ) ⋅ ℎ1ℎ2 и ℎ1𝑥2ℎ−1

1 ∈ 𝑁 ,
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группу 𝐺 можно описать как множество 𝑁 × 𝐻 с операцией

(𝑥1, ℎ1) ⋅ (𝑥2, ℎ2) = (𝑥1 Adℎ1(𝑥2), ℎ1ℎ2) , (11-12)

где через Adℎ ∶ 𝑁 ⥲ 𝑁, 𝑥 ↦ ℎ𝑥ℎ−1, обозначено присоединённое действие элемента ℎ на нор-
мальнойподгруппе𝑁. В этой ситуации говорят, что группа𝐺 являетсяполупрямым произведени-
ем нормальной подгруппы𝑁◁𝐺 и дополнительной к ней подгруппы𝐻 ⊂ 𝐺 и пишут 𝐺 = 𝑁⋊𝐻.
Если сопряжение элементами из подгруппы 𝐻 действует на подгруппе 𝑁 тривиально, что рав-
носильно перестановочности 𝑥ℎ = 𝑥ℎ любых двух элементов 𝑥 ∈ 𝑁 и ℎ ∈ 𝐻, то полупрямое
произведение называется прямым. В этом случае (𝑥1, ℎ1) ⋅ (𝑥2, ℎ2) = (𝑥1𝑥2, ℎ1ℎ2) для всех пар
(𝑥1, ℎ1), (𝑥2, ℎ2) ∈ 𝑁 × 𝐻.

Пример 11.2 (𝐷𝑛 = ℤ∕(𝑛) ⋊ ℤ∕(2))

Группа диэдра 𝐷𝑛 содержит нормальную подгруппу поворотов, изоморфную аддитивной груп-
пе ℤ∕(𝑛). Подгруппа второго порядка, порождённая любым отражением, дополнительна к груп-
пе поворотов и изоморфна аддитивной группе ℤ∕(2). Присоединённое действие отражения на
группе поворотов меняет знак у угла поворота. При отождествлении группы поворотов с ℤ∕(𝑛)
это действие превращается в умножение на−1. Таким образом,𝐷𝑛 = ℤ∕(𝑛)⋊ℤ∕(2) и в терминах
пар (𝑥, 𝑦) ∈ ℤ∕(𝑛) × ℤ∕(2) композиция на группе диэдра задаётся правилом

(𝑥1, 𝑦1) ⋅ (𝑥2, 𝑦2) = (𝑥1 + (−1)𝑦1𝑥2, 𝑦1 + 𝑦2) , 𝑥1, 𝑥2 ∈ ℤ∕(𝑛) , 𝑦1, 𝑦2 ∈ ℤ∕(2) .

Пример 11.3 (Aff(𝑉) = 𝑉 ⋊ GL(𝑉), продолжение прим. 10.20 на стр. 184)

Аффинная группа1 Aff(𝑉) содержит нормальную подгруппу параллельных переносов, которая
изоморфна аддитивной группе векторного пространства 𝑉 и является ядром сюрьективного
гомоморфизма групп

𝐷∶ Aff(𝑉) ↠ GL(𝑉) , 𝜑 ↦ 𝐷𝜑 , (11-13)

сопоставляющего аффинному преобразованию 𝜑∶ 𝔸(𝑉) → 𝔸(𝑉) его дифференциал

𝐷𝜑 ∶ 𝑉 → 𝑉 , ⃖⃖⃖⃗𝑝𝑞 ↦ ⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝜑(𝑝)𝜑(𝑞) .

Если зафиксировать в 𝔸(𝑉) какую-нибудь точку 𝑝, то ограничение гомоморфизма (11-13) на
стабилизатор Stab𝑝 ⊂ Aff(𝑉) задаст изоморфизм 𝐷𝑝 ∶ Stab𝑝 ⥲ GL(𝑉). Обратный изоморфизм
сопоставляет линейному оператору 𝑓∶ 𝑉 ⥲ 𝑉 аффинное преобразование

𝜑𝑓 ∶ 𝔸(𝑉) → 𝔸(𝑉) , 𝑥 ↦ 𝑝 + 𝑓(⃖⃖⃖⃗𝑝𝑥) ,

оставляющее на месте точку 𝑝. Поскольку каждое преобразование𝜑 ∈ Aff(𝑉) раскладывается в
композицию𝜑 = 𝜏𝑣 ∘(𝜏−𝑣 ∘𝜑) параллельного переноса 𝜏𝑣 на вектор 𝑣 = ⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑝𝜑(𝑝) и преобразования
𝜏−𝑣 ∘ 𝜑 ∈ Stab(𝑝), группа Aff(𝑉) = 𝑉 ⋊ Stab𝑝 ≃ 𝑉 ⋊ GL(𝑉). Согласно прим. 10.20 на стр. 184,
композиция в группе 𝑉 ⋊ GL(𝑉) задаётся правилом (𝑢, 𝑓) ⋅ (𝑤,𝑔) = (𝑢 + 𝑓(𝑤), 𝑓𝑔).

1См. прим. 10.20 на стр. 184.
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11.3.1. Полупрямое произведение групп.Предыдущую конструкцию можно применить к
двум абстрактным группам 𝑁 и 𝐻 как только задано действие группы 𝐻 на группе 𝑁, т. е. гомо-
морфизм группы 𝐻 в группу автоморфизмов группы 𝑁:

𝜓∶ 𝐻 → Aut𝑁 , ℎ ↦ 𝜓ℎ ∶ 𝑁 ⥲ 𝑁 , (11-14)

По аналогии с форм. (11-12) на стр. 194 зададим на множестве 𝑁 × 𝐻 операцию правилом

(𝑥1, ℎ1) ⋅ (𝑥2, ℎ2) ≝ (𝑥1𝜓ℎ1(𝑥2), ℎ1ℎ2) . (11-15)

Упражнение 11.11. Проверьте, что формула (11-15) задаёт на 𝑁 × 𝐻 структуру группы с еди-
ницей (𝑒, 𝑒) и обращением (𝑥, ℎ)−1 = (𝜓−1

ℎ (𝑥−1), ℎ−1), где 𝜓−1
ℎ = 𝜓ℎ−1 — автоморфизм,

обратный к 𝜓ℎ ∶ 𝑁 ⥲ 𝑁.

Полученная таким образом группа называется полупрямым произведением групп 𝑁 и 𝐻 по дей-
ствию 𝜓∶ 𝐻 → Aut𝑁 и обозначается 𝑁⋊𝜓 𝐻. Подчеркнём, что результат зависит от выбора
действия 𝜓. Если действие тривиально, т. е. 𝜓ℎ = Id𝑁 для всех ℎ ∈ 𝐻, мы получаем прямое
произведение 𝑁 × 𝐻 с покомпонентными операциями.

Упражнение 11.12. Убедитесь, что подмножество 𝑁′ ≝ {(𝑥, 𝑒) | 𝑥 ∈ 𝑁} является изоморфной
группе 𝑁 нормальной подгруппой в 𝐺 = 𝑁⋊𝜓 𝐻 и фактор 𝐺 ∕𝑁′ ≃ 𝐻, а подмножество
𝐻′ ≝ {(𝑒, ℎ) | ℎ ∈ 𝐻} является изоморфной 𝐻 и дополнительной к 𝑁′ подгруппой в 𝐺,
причём 𝐺 = 𝑁′ ⋊𝐻′ является полупрямым произведением своих подгрупп 𝑁′ и 𝐻′.

Предложение 11.3

Для любых гомоморфизма 𝜓∶ 𝐻 → Aut(𝑁), ℎ ↦ 𝜓ℎ, и автоморфизмов 𝛼∶ 𝐻 ⥲ 𝐻 и 𝛽∶ 𝑁 ⥲ 𝑁
отображения (𝑛, ℎ) ↦ (𝑛,𝛼−1ℎ) и (𝑛, ℎ) ↦ (𝛽𝑛, ℎ) задают изоморфизмы полупрямых произве-
дений 𝑁⋊𝜓 𝐻 ⥲ 𝑁⋊𝜓∘𝛼 𝐻 и 𝑁⋊𝜓 𝐻 ⥲ 𝑁⋊Ad𝛽(𝜓) 𝐻, где Ad𝛽(𝜓)∶ 𝐻 → Aut(𝑁), ℎ ↦ 𝛽𝜓ℎ𝛽−1.

Доказательство. Отображение (𝑛, ℎ) ↦ (𝑛,𝛼−1ℎ) переводит сомножители из левой части ра-
венства (𝑛1, ℎ1)(𝑛2, ℎ2) = (𝑛1𝜓ℎ1𝑛2, ℎ1ℎ2) в (𝑛1,𝛼−1ℎ1) и (𝑛2,𝛼−1ℎ2), произведение которых в
𝑁⋊𝜓∘𝛼 𝐻 равно (𝑛1𝜓ℎ1𝑛2,𝛼−1(ℎ1ℎ2)). Отображение (𝑛, ℎ) ↦ (𝛽𝑛, ℎ) переводит те же самые со-
множители в (𝛽𝑛1, ℎ1) и (𝛽𝑛2, ℎ2). Их произведение в 𝑁⋊Ad𝛽(𝜓) 𝐻 равно (𝛽(𝑛1𝜓ℎ1𝑛2), ℎ1ℎ2). □

Пример 11.4 (голоморф)

Группа автоморфизмов Aut𝐺 произвольной группы 𝐺 тавтологически действует на 𝐺. Полупря-
мое произведение Hol𝐺 ≝ 𝐺⋊Aut𝐺 по этому действию называется голоморфом группы 𝐺. Вло-
жение 𝐺 ↪ Hol𝐺 замечательно тем, что любой автоморфизм группы 𝐺 является сужением на 𝐺
внутреннего автоморфизма объемлющей группы Hol𝐺.

Пример 11.5 (сплетение)

Для любых двух групп 𝐻, 𝑁 множество 𝑁𝐻 всех функций 𝑓∶ 𝐻 → 𝑁 имеет естественную струк-
туры группы, в которой 𝑓1𝑓2 ∶ 𝐻 → 𝑁, 𝑥 ↦ 𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑥). Эту группу можно воспринимать как
прямое произведение одинаковых копий группы𝑁, занумерованных элементами1 𝑥 ∈ 𝐻. Груп-
па𝐻 действует на𝑁𝐻 по следующему правилу: элемент ℎ ∈ 𝐻 переводит функцию 𝑓∶ 𝐻 → 𝑁 в
функцию ℎ𝑓∶ 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥ℎ).

Упражнение 11.13. Убедитесь, что ℎ(𝑓1𝑓2) = (ℎ𝑓1)(ℎ𝑓2) и (ℎ1ℎ2)𝑓 = ℎ1(ℎ2𝑓).
1Ср. с n∘ 1.6 на стр. 35.
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Полупрямое произведение 𝑁 ≀ 𝐻 ≝ 𝑁𝐻 ⋊𝐻 по этому действию называется сплетением1 груп-
пы 𝑁 с группой 𝐻. Сплетение замечательно тем, что любая группа 𝐺 с нормальной подгруппой
𝑁◁ 𝐺 и фактор группой𝐻 = 𝐺∕𝑁 допускает гомоморфное вложение Фробениуса 𝜑∶ 𝐺 ↪ 𝑁 ≀𝐻.
Чтобы задать его, зафиксируем какое-нибудь теоретико множественное сечение 𝜎∶ 𝐻 ↪ 𝐺
гомоморфизма факторизации 𝜋∶ 𝐺 ↠ 𝐻 = 𝐺∕𝑁, выбирающее в каждом классе ℎ ∈ 𝐺∕𝑁 неко-
торый представитель 𝜎(ℎ) ∈ 𝐺. Тогда для любых 𝑔 ∈ 𝐺 и ℎ ∈ 𝐻 элемент 𝜎(ℎ)𝑔𝜎(ℎ𝜋(𝑔))−1 ∈ 𝑁,
поскольку 𝜋(𝜎(ℎ)𝑔𝜎(ℎ𝜋(𝑔))−1) = ℎ𝜋(𝑔)(ℎ𝜋(𝑔))−1 = 𝑒. Рассмотрим функцию

𝜎𝑔 ∶ 𝐻 → 𝑁 , ℎ ↦ 𝜎(ℎ)𝑔𝜎(ℎ𝜋(𝑔))−1 ,

как элемент группы 𝑁𝐻 и положим 𝜑𝜎(𝑔) = (𝜎𝑔,𝜋(𝑔)) ∈ 𝑁𝐻 ⋊𝐻.

Упражнение 11.14. Убедитесь, что𝜑𝜎(𝑔1𝑔2) = 𝜑𝜎(𝑔1)𝜑𝜎(𝑔2) в𝑁𝐻 ⋊𝐻 и что образы двух вложе-
ний𝜑𝜎,𝜑𝜏 ∶ 𝐺 ↪ 𝑁 ≀𝐻, построенных при помощи разных сечений 𝜎, 𝜏∶ 𝐻 ↪ 𝐺, сопряжены
в группе 𝑁 ≀ 𝐻.

11.4. 𝒑-группы и теоремы Силова. Группа порядка 𝑝𝑛, где 𝑝 ∈ ℕ — простое, называется 𝑝-
группой. Поскольку все нетривиальные подгруппы𝑝-группы также являются𝑝-группами, длина
любой орбиты 𝑝-группы при любом её действии на любом множестве либо делится на 𝑝, либо
равна единице. Мы получаем простое, но полезное

Предложение 11.4

Пусть 𝑝-группа 𝐺 действует на конечном множестве 𝑋, число элементов в котором не делится
на 𝑝. Тогда 𝐺 имеет на 𝑋 неподвижную точку. □

Предложение 11.5

Любая 𝑝-группа имеет нетривиальный центр.

Доказательство. Рассмотримприсоединённое действие группына себе. Центр группы является
множеством одноточечных орбит этого действия. Так как число элементов в группе и длины
всех неодноточечных орбит делятся на 𝑝, одноточечные орбиты не могут исчерпываться одной
орбитой элемента 𝑒. □

Упражнение 11.15. Покажите, что любая группа 𝐺 порядка 𝑝2 (где 𝑝 простое) абелева.

Определение 11.1 (силовские подгруппы)

Пусть 𝐺 — произвольная конечная группа. Запишем её порядок в виде |𝐺| = 𝑝𝑛𝑚, где 𝑝 —
простое, 𝑛 ⩾ 1, и 𝑚 взаимно просто с 𝑝. Всякая подгруппа 𝑆 ⊂ 𝐺 порядка |𝑆| = 𝑝𝑛 называется
силовской 𝑝-подгруппой в 𝐺. Количество силовских 𝑝-подгрупп в 𝐺 обозначается через 𝑁𝑝(𝐺).

Теорема 11.4 (теорема Силова)

Для любого простого 𝑝 ∣ |𝐺| силовские 𝑝-подгруппы в 𝐺 существуют. Все они сопряжены друг
другу, и любая 𝑝-подгруппа в 𝐺 содержится в некоторой силовской 𝑝-подгруппе.

Доказательство. Пусть |𝐺| = 𝑝𝑛𝑚, где𝑚 взаимно просто с 𝑝. Обозначим через ℰ множество 𝑝𝑛-
элементных подмножеств в 𝐺 и рассмотрим действие 𝐺 на ℰ, индуцированное левым регуляр-
ным действием 𝐺 на себе. Стабилизатор точки 𝐹 ∈ ℰ состоит из всех элементов 𝑔 ∈ 𝐺, левое

1По английски wreath product.
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умножение на которые переводит множество 𝐹 ⊂ 𝐺 в себя: Stab(𝐹) = {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔𝐹 ⊂ 𝐹}. Так
как 𝑔1𝑥 ≠ 𝑔2𝑥 при 𝑔1 ≠ 𝑔2 в группе 𝐺, группа Stab(𝐹) свободно действует на множестве 𝐹 и все
орбиты этого действия состоят из |Stab(𝐹)| точек. Поэтому |𝐹| = 𝑝𝑛 делится на |Stab(𝐹)|, откуда
|Stab(𝐹)| = 𝑝𝑘, и имеется следующая альтернатива: либо 𝑘 < 𝑛, и в этом случае длина𝐺-орбиты
элемента 𝐹 ∈ ℰ делится на 𝑝, либо 𝑘 = 𝑛, и в этом случае подгруппа Stab(𝐹) ⊂ 𝐺 силовская, а
𝐺-орбита элемента 𝐹 ∈ ℰ состоит из 𝑚 элементов. Во втором случае по предл. 11.4 каждая 𝑝-
подгруппа 𝐻 ⊂ 𝐺 (в частности, каждая силовская подгруппа), имеет на 𝐺-орбите элемента 𝐹
неподвижную точку 𝑔𝐹, а значит, содержится в силовской подгруппе Stab(𝑔𝐹) = 𝑔 Stab(𝐹)𝑔−1,
сопряжённой к Stab(𝐹) (и совпадает с ней, если 𝐻 силовская). Таким образом, для доказатель-
ства теоремы остаётся убедиться, что в множестве ℰ есть 𝐺-орбита, длина которой не делится
на 𝑝. Это следует из лем. 11.1 ниже. □

Лемма 11.1

|ℰ| = (𝑝
𝑛𝑚
𝑝𝑛 ) ≡ 𝑚 (mod 𝑝) не делится на 𝑝.

Доказательство. Класс вычетов (𝑝
𝑛𝑚
𝑝𝑛 ) (mod 𝑝) равен коэффициенту при 𝑥𝑝𝑛 , возникающему

при раскрытии бинома (1 + 𝑥)𝑝𝑛𝑚 над полем 𝔽𝑝 = ℤ ∕ (𝑝). Так как над 𝔽𝑝 возведение в 𝑝-
тую степень является аддитивным гомоморфизмом, (1 + 𝑥)𝑝𝑛 = 1 + 𝑥𝑝𝑛 , откуда (1 + 𝑥)𝑝𝑛𝑚 =
= (1 + 𝑥𝑝𝑛)

𝑚
= 1 + 𝑚𝑥𝑝𝑛 + старшие степени. □

Следствие 11.2 (дополнение к теореме Силова)

В условиях теоремы Силова число𝑁𝑝 силовских 𝑝-подгрупп в 𝐺 делит𝑚 и сравнимо c единицей
по модулю 𝑝.

Доказательство. Обозначим множество силовских 𝑝-подгрупп в 𝐺 через 𝒮 и рассмотрим дей-
ствие 𝐺 на 𝒮, индуцированное присоединённым действием 𝐺 на себе. По теореме Силова это
действие транзитивно, откуда |𝒮| = |𝐺|∕|Stab(𝑃)|, где 𝑃 ∈ 𝒮 — произвольно взятая силовская
𝑝-подгруппа. Поскольку 𝑃 ⊂ Stab(𝑃), порядок |Stab(𝑃)| делится на |𝑃| = 𝑝𝑛, а значит |𝒮| делит
|𝐺|∕𝑝𝑛 = 𝑚, что доказывает первое утверждение.

Для доказательства второго утверждения достаточно проверить, что 𝑃, действуя сопряже-
ниями на 𝒮, имеет там ровно одну неподвижную точку, а именно, саму себя. Тогда порядки всех
остальных 𝑃-орбит будут делиться на 𝑝, и мы получим |𝒮| ≡ 1 (mod 𝑝).

Пусть силовская подгруппа 𝐻 ∈ 𝒮 неподвижна при сопряжении подгруппой 𝑃. Это озна-
чает, что 𝑃 ⊂ Stab(𝐻) = {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔𝐻𝑔−1 ⊂ 𝐻}. Поскольку 𝐻 ⊂ Stab(𝐻) ⊂ 𝐺, порядок
|Stab(𝐻)| = 𝑝𝑛𝑚′, где 𝑚′|𝑚 взаимно просто с 𝑝. Таким образом, и 𝑃, и 𝐻 являются силовски-
ми 𝑝-подгруппами в Stab(𝐻), причём 𝐻 нормальна в Stab(𝐻). Так как все силовские подгруппы
сопряжены, мы заключаем, что 𝐻 = 𝑃, что и требовалось. □

Пример 11.6 (группы порядка 𝑝𝑞 c простыми 𝑝 > 𝑞)

Пусть |𝐺| = 𝑝𝑞, где 𝑝 > 𝑞 простые. Тогда в𝐺 есть ровно одна, автоматически нормальная силов-
ская 𝑝-подгруппа𝐻𝑝 ≃ ℤ∕(𝑝). Рассмотрим любую силовскую 𝑞-подгруппу𝐻𝑞 ≃ ℤ∕(𝑞). Посколь-
ку𝐻𝑝 и𝐻𝑞 просты,𝐻𝑝 ∩𝐻𝑞 = 𝑒 и 𝐺 = 𝐻𝑝𝐻𝑞. Согласно n∘ 11.3 𝐺 = ℤ∕(𝑝) ⋊𝜓 ℤ∕(𝑞) для некоторого
гомоморфизма 𝜓∶ ℤ∕(𝑞) → Aut(ℤ∕(𝑝)).

Упражнение 11.16. Убедитесь, что Aut(ℤ∕(𝑝)) ≃ 𝔽×
𝑝 ≃ ℤ∕(𝑝 − 1).
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Гомоморфизм 𝜓∶ ℤ∕(𝑞) → Aut(ℤ∕(𝑝)) ≃ 𝔽×
𝑝 однозначно задаётся своим значением на образую-

щей [1]𝑞, которая является элементом порядка 𝑞. Поэтому элемент 𝜂 = 𝜓([1]𝑞) ∈ 𝞵𝑞(𝔽𝑝) ⊂ 𝔽×
𝑝

является корнем 𝑞-й степени из 1 в поле 𝔽𝑝. По упр. 11.4 на стр. 189 группа 𝞵𝑞(𝔽𝑝) цикли-
ческая порядка нод(𝑞, 𝑝 − 1). Мы заключаем, что если 𝑞 ∤ (𝑝 − 1), то всякий гомоморфизм
ℤ∕(𝑞) → Aut(ℤ∕(𝑝)) тривиален и, стало быть, единственной группой порядка 𝑝𝑞 в этом случае
является ℤ∕(𝑝) × ℤ∕(𝑞). Если же 𝑞 ∣ (𝑝 − 1), то существует нетривиальный гомоморфизм

𝜓∶ → Aut(ℤ∕(𝑝)) , [1]𝑞 ↦ 𝜂 , (11-16)

где 𝜂 ∈ 𝔽×
𝑝 порождает мультипликативную группу 𝞵𝑞(𝔽𝑝). Гомоморфизм (11-16) сопоставляет

каждому элементу [𝑦]𝑞 ∈ ℤ∕(𝑞) автоморфизм 𝜓𝑦 ∶ ℤ∕(𝑝) ⥲ ℤ∕(𝑝), [𝑥]𝑝 ↦ [𝜂𝑦𝑥]𝑝, и задаёт
полупрямое произведение ℤ∕(𝑝) ⋊𝜓 ℤ∕(𝑞) с операцией

([𝑥1]𝑝, [𝑦1]𝑞) ⋅ ([𝑥2]𝑝, [𝑦2]𝑞) = ([𝑥1 + 𝜂𝑦1𝑥2]𝑝, [𝑦1 + 𝑦2]𝑞) . (11-17)

Любой другой нетривиальный гомоморфизм ℤ∕(𝑞) → Aut(ℤ∕(𝑝)) имеет вид𝜓𝑚 ∶ [1]𝑞 ↦ 𝜂𝑚, где
1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑞 − 1, и является композицией гомоморфизма (11-16) с автоморфизмом умножения
на 𝑚∶ ℤ∕(𝑞) ⥲ ℤ∕(𝑞), [𝑦]𝑞 ↦ [𝑚𝑦]𝑞. По предл. 11.3 на стр. 195 задаваемое им полупрямое
произведение ℤ∕(𝑝) ⋊𝜓∘𝑚 ℤ∕(𝑞) ≃ ℤ∕(𝑝) ⋊𝜓 ℤ∕(𝑞). Мы заключаем, что при 𝑞 ∣ (𝑝 − 1) кроме
абелевой группыℤ∕(𝑝)×ℤ∕(𝑞) существует единственная с точностью до изоморфизма неабелева
группа порядка 𝑝𝑞. Она изоморфнаℤ∕(𝑝) ⋊ℤ∕(𝑞) с операцией (11-17). В частности, для простого
𝑝 > 2 единственной с точностью до изоморфизма неабелевой группой порядка 2𝑝 является
группа диэдра1 𝐷𝑝.

1См. прим. 11.2 на стр. 194.
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12.1. Свободные группы и соотношения. С любым множеством𝑀 можно связать группу 𝐹𝑀,
которая называется свободной группой, порождённой множеством 𝑀. Она состоит из классов
эквивалентных слов, которые можно написать буквами 𝑥 и 𝑥−1, где 𝑥 ∈ 𝑀, по наименьшему
отношению эквивалентности, отождествляющему между собою слова, отличающиеся друг от
друга вставкой или удалением1 двубуквенного фрагмента 𝑥𝑥−1 или 𝑥−1𝑥. Композиция опреде-
ляется как приписывание одного слова к другому. Единицей служит пустое слово. Обратным к
классу слова𝑤 = 𝑥1 … 𝑥𝑚 является класс слова𝑤−1 = 𝑥−1

𝑚 … 𝑥−1
1 , где каждая из букв 𝑥𝑖 равна 𝑥

или 𝑥−1 для некоторого 𝑥 ∈ 𝑀, и (𝑥−1)
−1 ≝ 𝑥.

Упражнение 12.1. Убедитесь, что композиция корректно определена на классах эквивалент-
ности слов и что в каждом классе содержится ровно одно несократимое2 слово, которое
одновременно является и самым коротким словом в своём классе.

Элементы множества𝑀 называются образующими свободной группы 𝐹𝑀. Свободная группа с 𝑘
образующимиобозначается𝐹𝑘. Группа𝐹1 ≃ ℤ—этоциклическая группабесконечногопорядка.
Группа 𝐹2 классов слов на четырёхбуквенном алфавите 𝑥, 𝑦, 𝑥−1, 𝑦−1 уже трудно обозрима.

Упражнение 12.2. Постройте инъективный гомоморфизм групп 𝐹ℕ ↪ 𝐹2.

Предложение 12.1 (универсальное свойство свободных групп)

Отображение 𝑖𝑀 ∶ 𝑀 → 𝐹𝑀, переводящее элемент 𝑥 ∈ 𝑀 в класс однобуквенного слова 𝑥 ∈ 𝐹𝑀,
обладает следующим свойством: для любых группы 𝐺 и отображения множеств 𝜑𝑀 ∶ 𝑀 → 𝐺
существует единственный такой гомоморфизм групп 𝜑∶ 𝐹𝑀 → 𝐺, что 𝜑𝑀 = 𝜑 ∘ 𝑖𝑀. Для любого
обладающего этим свойством отображения 𝑖′𝑀 ∶ 𝑀 → 𝐹′ множества 𝑀 в группу 𝐹′ имеется
единственный такой изоморфизм групп 𝑖′ ∶ 𝐹𝑀 ⥲ 𝐹′, что 𝑖′𝑀 = 𝑖′ ∘ 𝑖𝑀.

Доказательство. Гомоморфизм 𝜑 единствен, так как обязан переводить слово 𝑥𝜀11 … 𝑥𝜀𝑚𝑚 ∈ 𝐹𝑀,
где 𝑥𝜈 ∈ 𝑀, 𝜀𝜈 = ±1, в произведение 𝜑𝑀(𝑥1)𝜀1…𝜑𝑀(𝑥𝑚)𝜀𝑚 ∈ 𝐺. С другой стороны, это правило
корректно задаёт гомоморфизм групп, что доказывает первое утверждение. Если отображение
𝑖′ ∶ 𝑀 → 𝐹′ множества 𝑀 в группу 𝐹′ обладает универсальным свойством из предл. 12.1, то
существуют единственные гомоморфизмы 𝑖′ ∶ 𝐹𝑀 → 𝐹′ и 𝑖∶ 𝐹′ → 𝐹𝑀, встраивающиеся в ком-
мутативные диаграммы
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Разложения вида 𝑖𝑀 = 𝜑 ∘ 𝑖𝑀, 𝑖′𝑀 = 𝜓 ∘ 𝑖′𝑀 в силу их единственности возможны только с𝜑 = Id𝐹𝑀 ,
𝜓 = Id𝐹′ . Поэтому 𝑖′ ∘ 𝑖 = Id𝐹′ , 𝑖 ∘ 𝑖′ = Id𝐹𝑀 . □

1В начале, в конце, или же между произвольными двумя последовательными буквами слова.
2Т. е. не содержащее двубуквенных фрагментов 𝑥𝑥−1 и 𝑥−1𝑥.
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12.1.1. Задание групп образующими и соотношениями. Если гомоморфизм групп

𝜑∶ 𝐹𝑀 ↠ 𝐺 , (12-1)

заданный отображением 𝜑𝑀 ∶ 𝑀 → 𝐺 множества𝑀 в группу 𝐺, является сюрьективным, то го-
ворят, что группа𝐺 порождается элементами𝑔𝑚 = 𝜑𝑀(𝑚),𝑚 ∈ 𝑀, а сами элементы𝑔𝑚 называ-
ются образующими группы 𝐺. В этом случае 𝐺 исчерпывается всевозможными произведениями
𝑔𝜀11 …𝑔𝜀𝑘𝑘 , 𝜀 = ±1, образующих и обратных к ним элементов. Группа 𝐺 называется конечно по-
рождённой, если она допускает конечноемножество образующих. Ядро ker𝜑◁𝐹𝑀 эпиморфизма
(12-1) называется группой соотношениймежду образующими𝑔𝑚. Набор слов𝑅 ⊂ ker𝜑 называ-
ется набором определяющих соотношений, если ker𝜑— это наименьшая нормальная подгруп-
па в 𝐹𝑀, содержащая 𝑅. Это означает, что любое соотношение можно получить из слов множе-
ства𝑅 конечнымчислом умножений, обращенийи сопряженийпроизвольными элементамииз
свободной группы 𝐹𝑀. Группа, допускающая конечное число образующих с конечным набором
определяющих соотношений называется конечно определённой.

Всякую группуможно задать образующимии соотношениями, например, взяв в качестве𝑀
множество всех элементов группы. Удачный выбор образующих с простыми определяющими
соотношениями может значительно прояснить устройство группы и её гомоморфизмов в дру-
гие группы. Однако в общем случае выяснить, изоморфны ли две группы, заданные своими об-
разующими и определяющими соотношениями, или даже определить, отлична ли группа, за-
данная образующими и соотношениями, от тривиальной группы {𝑒}, бывает очень непросто.
Более того, обе эти задачи являются алгоритмически неразрешимыми1 даже в классе конечно
определённых групп.

Предложение 12.2

Пусть группа 𝐺1 задана множеством образующих𝑀 и набором определяющих соотношений 𝑅,
а 𝐺2 — произвольная группа. Отображение 𝜑∶ 𝑀 → 𝐺2 тогда и только тогда корректно задаёт
гомоморфизм групп𝐺1 → 𝐺2 правилом 𝑥

𝜀1
1 … 𝑥𝜀𝑚𝑚 ↦ 𝜑(𝑥1)𝜀1…𝜑(𝑥𝑚)𝜀𝑚 , когда для каждого слова

𝑦𝜀11 … 𝑦𝜀𝑚𝑚 ∈ 𝑅 в группе 𝐺2 выполняется соотношение 𝜑(𝑦1)𝜀1…𝜑(𝑦𝑚)𝜀𝑚 = 1.

Доказательство. Отображения множеств 𝜑𝑀 ∶ 𝑀 → 𝐺2 биективно соответствуют гомоморфиз-
мам групп 𝜑∶ 𝐹𝑀 → 𝐺2. Такой гомоморфизм 𝜑 факторизуется до гомоморфизма из группы
𝐺1 = 𝐹𝑀∕𝑁𝑅, где𝑁𝑅◁𝐹𝑀 —наименьшая нормальная подгруппа, содержащая 𝑅, тогда и только
тогда, когда 𝑁𝑅 ⊂ ker𝜓. Так как ker𝜓 ◁ 𝐹𝑀, для этого необходимио и достаточно включения
𝑅 ⊂ ker𝜓. □

Пример 12.1 (образующие и соотношения группы диэдра)

Покажем, что группа диэдра 𝐷𝑛 задаётся двумя образующими 𝑥1, 𝑥2 и соотношениями

𝑥21 = 𝑥22 = (𝑥1𝑥2)𝑛 = 𝑒 . (12-2)

Оси симметрии правильного 𝑛-угольника разбивают его на 2𝑛 конгруэнтных прямоугольных
треугольников как на рис. 12⋄1 ниже. Обозначим один из них через 𝑒. Поскольку любое движе-
ние плоскости однозначно задаётся своим действием на треугольник 𝑒, треугольники разбие-
ния находятся в биекции с движениями 𝑔 ∈ 𝐷𝑛, и каждый из них можно однозначно пометить

1В формальном смысле, принятом в математической логике.
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тем единственным преобразованием 𝑔, которое переводит треугольник 𝑒 в этот треугольник.
При этом каждое преобразование ℎ ∈ 𝐷𝑛 переводит каждый треугольник 𝑔 в треугольник ℎ𝑔.

Упражнение 12.3. Для любого движения 𝐹 евклидова пространства ℝ𝑛 и отражения 𝜎𝜋 в про-
извольной гиперплоскости 𝜋 ⊂ ℝ𝑛 докажите соотношения

𝜎𝐹(𝜋) = 𝐹 ∘ 𝜎𝜋 ∘ 𝐹−1 и 𝜎𝐹(𝜋) ∘ 𝐹 = 𝐹 ∘ 𝜎𝜋 . (12-3)

Обозначим через 𝓁1 и 𝓁2 боковые стороны треугольника 𝑒, а отражения плоскости в этих сто-
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Рис. 12⋄1. Образующие группы диэдра.

ронах обозначим через 𝜎1 = 𝜎𝓁1 и 𝜎2 = 𝜎𝓁2 . Тогда по второму из равенств (12-3) треугольники,
получающиеся из 𝑒 последовательнымиотражениями внаправлении часовой стрелкипометят-
ся элементами

𝜎𝓁1 = 𝜎1 ,
𝜎𝜎1(𝓁2)𝜎1 = 𝜎1𝜎2 ,

𝜎𝜎1𝜎2(𝓁1)𝜎1𝜎2 = 𝜎1𝜎2𝜎1 ,
𝜎𝜎1𝜎2𝜎1(𝓁2)𝜎1𝜎2𝜎1 = 𝜎1𝜎2𝜎1𝜎2 , …

а треугольники, получающиеся из 𝑒 после-
довательными отражениями против часо-
вой стрелки пометятся элементами

𝜎𝓁2 = 𝜎2 ,
𝜎𝜎2(𝓁1)𝜎2 = 𝜎2𝜎1 ,

𝜎𝜎2𝜎1(𝓁2)𝜎2𝜎1 = 𝜎2𝜎1𝜎2 ,
𝜎𝜎2𝜎1𝜎2(𝓁1)𝜎2𝜎1𝜎2 = 𝜎2𝜎1𝜎2𝜎1 , …

В результате каждый треугольник по-
метится словом вида 𝜎1𝜎2𝜎1𝜎2 … или
𝜎2𝜎1𝜎2𝜎1 … Так как композиция 𝜎1 ∘ 𝜎2
является поворотом на угол 2𝜋∕𝑛, в группе 𝐷𝑛 выполняются соотношения

𝜎21 = 𝜎22 = (𝜎1𝜎2)𝑛 = 𝑒 , (12-4)

и правило 𝑥1 ↦ 𝜎1, 𝑥2 ↦ 𝜎2 корректно задаёт сюрьективный гомоморфизм 𝜑∶ 𝐹2 ∕𝐻 ↠ 𝐷𝑛
из фактора свободной группы 𝐹2 с образующими 𝑥1, 𝑥2 по наименьшей нормальной подгруппе
𝐻◁ 𝐹2, содержащей слова 𝑥21 , 𝑥22 и (𝑥1𝑥2)𝑛. Покажем, что он инъективен. Поскольку последнее
соотношение в (12-2) равносильно равенству

𝜎1𝜎2𝜎1 …⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑘

= 𝜎2𝜎1𝜎2 …⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
2𝑛−𝑘

, (12-5)

каждое слово в алфавите {𝑥1, 𝑥2, 𝑥−1
1 , 𝑥−1

2 } записывается помодулю соотношений (12-2) словом

𝑥1𝑥2𝑥1 … или 𝑥2𝑥1𝑥2 … (12-6)
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из не более 𝑛 букв, причём два 𝑛-буквенных слова равны друг другу в 𝐹2∕𝐻. Согласно предыду-
щему, все эти слова переводятся гомоморфизмом 𝜑 в разные треугольники, т. е. в разные эле-
менты 𝑔 ∈ 𝐷𝑛. Мы заключаем, что гомоморфизм 𝜑∶ 𝐹2∕𝐻 ⥲ 𝐷𝑛 биективен, а все слова (12-6),
за исключением двух равных 𝑛-буквенных слов, различны по модулю𝐻 и являются самими ко-
роткими выражениями элементов группы 𝐷𝑛 через образующие 𝜎1, 𝜎2.

Рис. 12⋄2. Тетраэдр, октаэдр и икосаэдр.

12.2. Пример: группы платоновых тел. Обозначим через 𝑀 платоново тело с треугольными

Рис. 12⋄3. Барицентрическое
разбиение тетраэдра

плоскостями симметрии.

гранями, т. е. правильный тетраэдр, октаэдр или икосаэдр, см. рис. 12⋄2. Плоскости симмет-
рии многогранника 𝑀 задают барицентрическое разбиение каждой грани на 6 конгруэнтных
друг другу треугольников с вершинамивцентре грани, в серединеребра этой гранииводномиз
концов этого ребра, см. рис. 12⋄3. Обозначим, соответствен-
но, через 𝜋1, 𝜋2, 𝜋3 плоскости симметрии, высекающие про-
тиволежащие этим вершинам стороны в одном из треуголь-
ников, который пометим единичным элементом 𝑒 группы𝑂𝑀
многогранника 𝑀. Двугранный угол между плоскостями 𝜋𝑖
и 𝜋𝑗 обозначим через

𝜋∕𝑚𝑘 = ∡(𝜋𝑖,𝜋𝑗) , где 𝑘 = {1, 2, 3} −{𝑖, 𝑗} .

Числа 𝑚𝑖, а также число 𝛾 граней многогранника 𝑀 и общее
число треугольников 𝑁 = 6𝛾 представлены в таблице1:

𝑀 𝑚1 𝑚2 𝑚3 𝛾 𝑁
тетраэдр 3 2 3 4 24
октаэдр 3 2 4 8 48

икосаэдр 3 2 5 20 120 .

Обозначимчерез𝜎𝑖 отражение в плоскости𝜋𝑖. Так как каждое преобразованиеиз группыO𝑀 од-
нозначноопределяется своимдействиемна тройку векторов с концамиввершинах треугольни-
ка 𝑒, каждый треугольник триангуляции является образом треугольника 𝑒 под действием един-
ственного преобразования 𝑔 ∈ O𝑀. Надпишем каждый треугольник этим преобразованием 𝑔,

1Обратите внимание, что помещённый в пространство 𝑛-угольный диэдр из прим. 12.1 тоже можно
включить в этот список со значениями𝑚1 = 𝑛,𝑚2 = 2,𝑚3 = 2, 𝛾 = 2 и 𝑁 = 4𝑛, если условиться, что
плоский диэдр имеет две двумерные грани: «верхнюю» и «нижнюю».
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и пометим его стороны, высекаемые плоскостями 𝑔(𝜋1), 𝑔(𝜋2), 𝑔(𝜋3) соответствующими номе-
рами 1, 2, 3. Отметим, что каждое преобразование ℎ ∈ O𝑀 переводит каждый треугольник 𝑔 в
треугольник ℎ𝑔. На рис. 12⋄4 изображена стереографическая проекция картинки, которую 24
трёхгранных угла барицентрического разбиения тетраэдра с рис. 12⋄3 высекают на описанной
около этого тетраэдра сфере. На каждом сферическом треугольнике написана композиция от-
ражений 𝜎1,𝜎2,𝜎3, переводящая треугольник 𝑒 в этот треугольник. Стороны треугольников, по-
меченные номерами 1, 2 и 3, изображены на рисунке в красным, зелёным и жёлтым цветом.

𝑒𝜎2

𝜎2𝜎1

𝜎2𝜎1𝜎2
𝜎1𝜎2

𝜎1

𝜎3𝜎2𝜎3

𝜎2𝜎1𝜎3

𝜎2𝜎1𝜎2𝜎3 𝜎1𝜎2𝜎3

𝜎1𝜎3

𝜎3𝜎2𝜎2𝜎3𝜎2

𝜎2𝜎1𝜎3𝜎2

𝜎2𝜎1𝜎2𝜎3𝜎2 𝜎1𝜎2𝜎3𝜎2

𝜎1𝜎3𝜎2

𝜎3𝜎2𝜎1𝜎2𝜎3𝜎2𝜎1

𝜎2𝜎1𝜎3𝜎2𝜎1

𝜎2𝜎1𝜎2𝜎3𝜎2𝜎1 𝜎1𝜎2𝜎3𝜎2𝜎1

𝜎1𝜎3𝜎2𝜎10

12

3

Рис. 12⋄4. Триангуляция описанной сферы плоскостями симметрии тетраэдра в
стереографической проекции из диаметрально противоположного к вершине «0» полюса

сферы на экваториальную плоскость, параллельную грани «123».

Чтобы явно написать композицию отражений 𝜎1,𝜎2,𝜎3, переводящую треугольник 𝑒 в тре-
угольник 𝑔, выберем внутри опирающихся на эти треугольники трёхгранных углов векторы 𝑢
и𝑤 с концаминаописаннойоколо𝑀 сфере так, чтобы𝑤 ≠ −𝑢 инатянутаянанихплоскость𝛱𝑢𝑤
не содержала линий пересечения плоскостей симметрии многогранника 𝑀. Пройдём из 𝑢 в 𝑤
по кратчайшей из двух дуг окружности, высекаемой плоскостью 𝛱𝑢𝑤 на описанной около 𝑀
сфере. Пусть мы при этом последовательно побываем в треугольниках

𝑔1 = 𝑒, 𝑔2, 𝑔3, … , 𝑔𝑚+1 = 𝑔 .



204 §12Задание групп образующими и соотношениями

Обозначим через 𝜈𝑖 ∈ {1, 2, 3} номер, надписанный на той стороне треугольника 𝑔𝑖, сквозь
которую осуществляется проход из 𝑔𝑖 в 𝑔𝑖+1. Это означает, что общая сторона треугольников 𝑔𝑖
и 𝑔𝑖+1 высекается плоскостью 𝑔𝑖(𝜋𝜈𝑖), т. е. образом плоскости 𝜋𝜈𝑖 при отображении 𝑔𝑖. Тогда

𝑔2 = 𝜎𝜈1 , 𝑔3 = 𝜎𝑔2(𝜋𝜈2 )𝑔2 = 𝜎𝜈1𝜎𝜈2 , 𝑔4 = 𝜎𝑔3(𝜋𝜈3 )𝑔3 = 𝜎𝜈1𝜎𝜈2𝜎𝜈3 , …

по второму равенству из форм. (12-3) на стр. 201. Таким образом, последовательность индексов
𝜈𝑖 ∈ {1, 2, 3} в разложении 𝑔 = 𝜎𝜈1 …𝜎𝜈𝑚 состоит из выписанных по порядку номеров сторон,
которые приходится пересекать по пути из 𝑒 = 𝑔1 в 𝑔 = 𝑔𝑚+1 по дуге 𝑢𝑤, как на рис. 12⋄5,
где стороны с номерами 1, 2, 3 изображены соответственно красным, зелёным и жёлтым цве-
тами. Отметим, что полученное нами разложение элемента 𝑔 ∈ O𝑀 в композицию отражений
𝜎1,𝜎2,𝜎3 не единственно и зависит от выбора векторов 𝑢 и 𝑤 внутри трёхгранных углов 𝑒 и 𝑔.
Приизменениилюбогоиз этих векторовпоследовательность 𝜈1, … , 𝜈𝑚 номеров зеркал, пересе-
каемыхпо дороге из𝑢 в𝑤, неменяется до тех пор, пока натянутая на эти векторыплоскость𝛱𝑢𝑤
не натолкнётся на линию пересечения зеркал, а в момент пересечения такой линии в последо-
вательности 𝜈1, … , 𝜈𝑚 некоторый фрагмент вида 𝜎𝑖𝜎𝑗𝜎𝑖𝜎𝑗 … длины𝑚𝑘 заменяется симметрич-
ным фрагментом 𝜎𝑗𝜎𝑖𝜎𝑗𝜎𝑖 … той же самой длины𝑚𝑘, как показано на рис. 12⋄5.

𝑒

𝑔𝜎1𝜎2𝜎3

Рис. 12⋄5. 𝜎2𝜎3𝜎2𝜎3𝝈1𝝈2𝜎3𝜎2𝜎3𝜎2𝝈3𝝈1𝝈3𝜎2 = 𝑔 = 𝜎2𝜎3𝜎2𝜎3𝝈2𝝈1𝜎3𝜎2𝜎3𝜎2𝝈1𝝈3𝝈1𝜎2.

Разложения, отвечающие верхней и нижней траекториям на рис. 12⋄5 отличаются друг от дру-
га тем, что линии пересечения зеркал обходятся в противоположных направлениях. Компози-
ции возникающих при этом отражений удовлетворяют соотношениям

𝜎1𝜎2 = 𝜎2𝜎1 и 𝜎1𝜎3𝜎1 = 𝜎3𝜎1𝜎3
тойже самойприроды, что соотношения (12-4) в группе диэдра: так как композиция отражений
𝜎𝑖 ∘𝜎𝑗 является поворотом вокруг прямой 𝜋𝑖∩𝜋𝑗 на угол 2𝜋∕𝑚𝑘, равный удвоенному углу между
плоскостями 𝜋𝑖 и 𝜋𝑗, в группе O𝑀 выполняются соотношения 𝜎2𝑖 = 𝑒 и (𝜎𝑖𝜎𝑗)𝑚𝑘 = 𝑒, где 𝑖 =
1, 2, 3, а тройка (𝑖, 𝑗, 𝑘) пробегает три циклические перестановки номеров (1, 2, 3).

Отсюда вытекает, во-первых, что длина представления 𝑔 = 𝜎𝜈1…𝜎𝜈𝑚 , считанного вдоль
кратчайшей из двух дуг, соединяющих векторы 𝑢 и𝑤, не зависит от выбора этих векторов внут-
ри трёхгранных углов, опирающихся на треугольники 𝑒 и 𝑔, при условии, что плоскость𝛱𝑢𝑤 не
проходит через линии пересечения зеркал, а во-вторых, что правило 𝑥𝑖 ↦ 𝜎𝑖 задаёт сюрьектив-
ный гомоморфизм 𝜑∶ 𝐹3∕𝐻 ↠ O𝑀 из фактора свободной группы 𝐹3 с образующими 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3
по наименьшей нормальной подгруппе 𝐻 ◁ 𝐹3, содержащей шесть слов

𝑥2𝑖 и (𝑥𝑖𝑥𝑗)𝑚𝑘 . (12-7)
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Для проверки его инъективности достаточно для каждого элемента 𝑦 ∈ 𝐹3∕𝐻 убедиться в том,
что последовательность номеров 𝜈1, … , 𝜈𝑘, считанная с любой кратчайшей дуги, соединяющей
треугольник 𝑒 с треугольником 𝑔 = 𝜑(𝑦), как это объяснялось выше, даёт представление

𝑦 = 𝑥𝜈1… 𝑥𝜈𝑘
минимально возможнойпомодулюсоотношений (12-7) длины. Тогда каждый элемент𝑦 ∈ 𝐹3∕𝐻
будет однозначно восстанавливаться по своему образу 𝑔(𝑦) ∈ O𝑀.

Воспользуемся индукцией по длине 𝑘 кратчайшего по модулю соотношений (12-7) слова
𝑥𝜈1… 𝑥𝜈𝑘 , представляющего данный элемент 𝑦 ∈ 𝐹3 ∕𝐻. Для представимых однобуквенными
словами элементов 𝑦 = 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 утверждение очевидно. Пусть оно верно для всех 𝑦 ∈ 𝐹3∕𝐻,
представимых словами из ⩽ 𝑘 букв. Рассмотрим произвольный такой 𝑦 и проверим утвержде-
ние для всех элементов 𝑦𝑥𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, которые по модулю соотношений (12-7) не представимы
словами из ⩽ 𝑘 букв. Пусть 𝑔 = 𝜑(𝑦) и ℎ = 𝜑(𝑦𝑥𝑗) = 𝑔𝜎𝑗. Выберем в треугольниках 𝑒 и 𝑔 век-
торы 𝑢 ∈ 𝑒 и 𝑤 ∈ 𝑔 так, чтобы окружность, высекаемая из сферы плоскостью 𝛱𝑢𝑤, пересекала
плоскость 𝐻 = 𝑔(𝜋𝑗). Кротчайшая дуга этой окружности, ведущая из 𝑢 в 𝑤 либо не пересекает
плоскость 𝐻, как на рис. 12⋄6, либо пересекает, как на рис. 12⋄7.

𝑢

𝑤
𝑣

𝐻 = 𝑔(𝜋𝑗)

𝑒

𝑔

ℎ = 𝑔𝜎𝑗

𝑢

𝑣
𝑤

𝐻 = 𝑔(𝜋𝑗)

𝑒

ℎ = 𝑔𝜎𝑗

𝑔

Рис. 12⋄6. 𝐻 не разделяет 𝑒 и 𝑔. Рис. 12⋄7. 𝐻 разделяет 𝑒 и 𝑔.

Во втором случае обозначим через 𝑣 какую-нибудь точку дуги [𝑢,𝑤], лежащую в предыдущем
треугольнике 𝜎𝑔(𝜋𝑗)𝑔 = 𝑔𝜎𝑗𝑔−1𝑔 = 𝑔𝜎𝑗 = ℎ. По предположению индукции, одно из минималь-
ных по длине представлений 𝑦 = 𝑥𝜈1 … 𝑥𝜈𝑚 имеет в качестве 𝜈1, … , 𝜈𝑚 номера последователь-
ных рёбер, которые приходится пересекать по пути из 𝑢 в𝑤 по дуге [𝑢,𝑤], и его длина𝑚 ⩽ 𝑘. В
частности, последняя буква 𝑥𝜈𝑚 = 𝑥𝑗. Поэтому элемент 𝑦𝑥𝑗 = 𝑥𝜈1 … 𝑥𝜈𝑚−1

записывается более
коротким, чем 𝑦, словом из < 𝑘 букв, вопреки нашему предположению. Таким образом, имеет
место первый случай, изображённый на рис. 12⋄6. Обозначим через 𝑣 ∈ ℎ какой-нибудь век-
тор, лежащий на продолжении дуги [𝑢,𝑤] за точку 𝑤. По предположению индукции, одно из
минимальных по количеству букв представлений 𝑦 = 𝑥𝜈1 … 𝑥𝜈𝑚 имеет в качестве 𝜈1, … , 𝜈𝑚 но-
мера последовательных рёбер, которые приходится пересекать по пути из 𝑢 в𝑤 по дуге [𝑢,𝑤], и
его длина𝑚 ⩽ 𝑘. При этом ℎ = 𝜑(𝑦𝑥𝑗) = 𝑔𝜎𝑗 = 𝜎𝑖1 …𝜎𝑖𝑚𝜎𝑗, и представление 𝑦𝑥𝑗 = 𝑥𝜈1 … 𝑥𝜈𝑚𝑥𝑗
по нашему предположению состоит, как минимум, из 𝑘 + 1 букв. Мы заключаем, что 𝑚 = 𝑘,
представление 𝑦𝑥𝑗 = 𝑥𝜈1… 𝑥𝜈𝑘𝑥𝑗 является одним из кратчайших для элемента 𝑦𝑥𝑗 и считывает-
ся с дуги [𝑢, 𝑣], как и требуется. Мы получили следующий результат.

Предложение 12.3

Полная группа O𝑀 платонова тела𝑀 с треугольными гранями порождается тремя элементами
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, связанными шестью определяющими соотношениями 𝑥2𝑖 = 𝑒 и (𝑥𝑖𝑥𝑗)𝑚𝑘 = 𝑒. □
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12.3. Образующие и соотношения симметрической группы 𝑺𝒏+𝟏. Обозначим числами от 0
до 𝑛 концы стандартных базисных векторов 𝑒0, 𝑒1, … , 𝑒𝑛 в ℝ𝑛+1 и рассмотрим 𝑛-мерный пра-
вильный симплекс 𝛥 ⊂ ℝ𝑛+1 с вершинами в этих точках. Поскольку каждое аффинное преобра-
зование𝑛-мерной гиперплоскости 𝑥0+𝑥1+⋯+𝑥𝑛 = 1, в которой лежит симплекс𝛥, однозначно
задаётся своим действием на вершины симплекса 𝛥, полная группа O𝛥 симплекса 𝛥 изоморф-
на симметрической группе 𝑆𝑛+1 перестановок его вершин 0, 1, … , 𝑛. Каждая 𝑘-мерная грань
симплекса𝛥 является правильным 𝑘-мерным симплексом и представляет собою выпуклую обо-
лочку каких-либо 𝑘 + 1 вершин симплекса 𝛥, и наоборот, выпуклая оболочка [𝑖0, 𝑖1, … , 𝑖𝑘] лю-
бых 𝑘 + 1 различных вершин {𝑖0, 𝑖1, … , 𝑖𝑘} ⊂ {0, 1, … , 𝑛} является 𝑘-мерной гранью симплек-
са 𝛥. Симплекс 𝛥 симметричен относительно 𝑛(𝑛 + 1)∕2 гиперплоскостей 𝜋𝑖𝑗, проходящих че-
рез середину ребра [𝑖, 𝑗] и противолежащую этому ребру грань коразмерности 2 с вершинами
{0, 1, … , 𝑛} −{𝑖, 𝑗}. Гиперплоскость 𝜋𝑖𝑗 перпендикулярна вектору 𝑒𝑖 − 𝑒𝑗 и отражение 𝜎𝑖𝑗 ∈ O𝛥
в этой гиперплоскости отвечает транспозиции элементов 𝑖 и 𝑗 в симметрической группе 𝑆𝑛+1.

Упражнение 12.4. Убедитесь, что гиперплоскости 𝜋𝑖𝑗 и𝜋𝑘𝑚 с {𝑖, 𝑗}∩{𝑘,𝑚} = ∅ ортогональны,
а гиперплоскости 𝜋𝑖𝑗 и 𝜋𝑗𝑘 с различными 𝑖, 𝑗, 𝑘 пересекаются под углом 𝜋∕3 = 60∘.

Плоскости 𝜋𝑖𝑗 осуществляют барицентрическое разбиение симплекса 𝛥 на (𝑛+1)! меньших сим-
плексов с вершинами в центрах граней симплекса 𝛥 и в центре самого симплекса. Если обозна-
чить через ⟨𝑖0𝑖1 … 𝑖𝑚⟩ центр𝑚-мерной грани с вершинами в 𝑖0, 𝑖1, … , 𝑖𝑚, то каждый симплекс
барицентрического разбиения будет иметь одну из вершин в какой-либо вершине ⟨𝑖0⟩ симплек-
са 𝛥, следующую вершину — в центре ⟨𝑖0𝑖1⟩ какого-либо примыкающего к вершине 𝑖0 ребра
[𝑖0, 𝑖1], следующую вершину — в центре ⟨𝑖0𝑖1𝑖2⟩ какой-либо примыкающей к ребру [𝑖0, 𝑖1] дву-
мерной треугольной грани [𝑖0, 𝑖1, 𝑖2] и т. д. вплоть до центра ⟨𝑖0𝑖1 … 𝑖𝑛⟩ самого симплекса𝛥. Эти
симплексы находятся в естественной биекции с перестановками 𝑔 ∈ 𝑆𝑛+1: симплекс

𝑔 = [⟨𝑔0⟩, ⟨𝑔0,𝑔1⟩, ⟨𝑔0,𝑔1,𝑔2⟩, … , ⟨𝑔0𝑔1 …𝑔𝑛−1⟩, ⟨𝑔0𝑔1 …𝑔𝑛⟩] (12-8)

является образом начального симплекса

𝑒 = [⟨0⟩, ⟨01⟩, ⟨012⟩, … , ⟨0, 1, … , 𝑛 − 1⟩, ⟨0, 1, … , 𝑛⟩] (12-9)

под действием единственной перестановки 𝑔 = (𝑔0,𝑔1, … ,𝑔𝑛) ∈ 𝑆𝑛+1 = O𝑀. Спроектируем
поверхность симплекса 𝛥 из его центра на описанную сферу. Получим разбиение (𝑛 − 1)-мер-
ной сферы 𝑆𝑛−1 на (𝑛 + 1)! конгруэнтных друг другу (𝑛 − 1)-мерных симплексов, надписанных
элементами 𝑔 ∈ 𝑆𝑛+1. Грани этих симплексов высекаются из сферы гиперплоскостями 𝜋𝑖𝑗. При
𝑛 = 3 получится представленная на рис. 12⋄4 на стр. 203 триангуляция двумерной сферы 𝑆2
двадцатью четырьмя сферическими треугольниками с углами 𝜋∕3, 𝜋∕3 и 𝜋∕2. Помеченному
тождественным преобразованием 𝑒 начальному симплексу (12-9) отвечает сферический сим-
плекс, высекаемый из сферы 𝑛 гиперплоскостями 𝜋𝑖 ≝ 𝜋𝑖−1,𝑖 с 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛. Обозначим через
𝜎𝑖 = 𝜎𝑖−1,𝑖 отражения в этих гиперплоскостях. В симметрической группе 𝑆𝑛+1 этим отражени-
ям отвечают транспозиции |𝑖 − 1, 𝑖⟩ пар соседних элементов. По упр. 12.4 они удовлетворяют
соотношениям1

𝜎2𝑖 = 𝑒 , 𝜎𝑖𝜎𝑖+1𝜎𝑖 = 𝜎𝑖+1𝜎𝑖𝜎𝑖+1 и 𝜎𝑖𝜎𝑗 = 𝜎𝑗𝜎𝑖 , где |𝑖 − 𝑗| ⩾ 2 . (12-10)

1Соотношение 𝜎𝑖𝜎𝑖+1𝜎𝑖 = 𝜎𝑖+1𝜎𝑖𝜎𝑖+1 является более употребительной в данном контексте записью
циклического соотношения (𝜎𝑖𝜎𝑖+1)3 = 𝑒 на поворот𝜎𝑖𝜎𝑖+1 на 120∘ вокруг (𝑛−2)-мерного подпростран-
ства 𝜋𝑖 ∩ 𝜋𝑖+1.
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Упражнение 12.5. Убедитесь напрямую, что транспозиции 𝜎𝑖 = |𝑖−1, 𝑖⟩ ∈ 𝑆𝑛+1 удовлетворяют
соотношениям (12-10).

В силу этих соотношений, гомоморфизм свободой группы 𝐹𝑛 с образующими 𝑥1, … , 𝑥𝑛, пере-
водящий 𝑥𝑖 в 𝜎𝑖, корректно факторизуется до гомоморфизма 𝜑∶ 𝐹𝑛∕𝐻 → 𝑆𝑛+1, где 𝐻 ◁ 𝐹𝑛 —
наименьшая нормальная подгруппа, содержащая слова

𝑥2𝑖 , (𝑥𝑖𝑥𝑖+1)3 и (𝑥𝑖𝑥𝑗)2 , где |𝑖 − 𝑗| ⩾ 2 . (12-11)

Чтобы убедиться в его сюрьективности, выберем в симплексах 𝑒 и 𝑔 точки 𝑎 и 𝑏 так, чтобы
они не были диаметрально противоположны и соединяющая их геодезическая1 не пересекала
граней коразмерности2 2. Пройдя из 𝑎 в 𝑏 по этой геодезической, мы получим разложение

𝑔 = 𝜎𝑖1…𝜎𝑖𝑚 , (12-12)

в котором каждое 𝑖𝜈 ∈ {1, … , 𝑛} равно номеру такого зеркала 𝜋𝑖𝜈 , что переход из 𝜈-того встре-

ченногопо дороге симплекса𝑔𝜈 в следующийсимплекс3 𝑔𝜈+1 осуществляется через грань, высе-
каемую гиперплоскостью 𝑔𝜈(𝜋𝑖𝜈). Дословно также, как и в n∘ 12.2, проверяется, что длина пред-
ставления (12-12), полученного с помощью дуги [𝑎, 𝑏] не зависит от выбора её концов 𝑎 ∈ 𝑒
и 𝑏 ∈ 𝑔 при условии, что они не диаметрально противоположны и плоскость 𝜋𝑎𝑏 не проходит
через пересечения зеркал 𝜋𝑖𝑗: если при перемещении точек 𝑎 и 𝑏 внутри симплексов 𝑒 и 𝑔 ду-
га [𝑎, 𝑏] пройдёт через пересечение 𝑔𝑘(𝜋𝑖 ∩ 𝜋𝑗) перпендикулярных гиперграней 𝑔𝑘(𝜋𝑖), 𝑔𝑘(𝜋𝑗)
c |𝑖 − 𝑗| ⩾ 2, или через пересечение 𝑔𝑘(𝜋𝑖 ∩ 𝜋𝑖+1) гиперграней 𝑔𝑘(𝜋𝑖), 𝑔𝑘(𝜋𝑖+1), пересекающих-
ся под углом 60∘, то в представлении 𝑔 = 𝜎1 …𝜎𝑚 стоящий на 𝑘-том месте фрагмент 𝜎𝑖𝜎𝑗 или
𝜎𝑖𝜎𝑖+1𝜎𝑖 заменится, соответственно, равным ему в группе O𝛥 фрагментом 𝜎𝑗𝜎𝑖 или 𝜎𝑖+1𝜎𝑖𝜎𝑖+1. В
ортогональной проекции вдоль (𝑛 − 2)-мерного подпространства 𝑔𝑘(𝜋𝑖 ∩ 𝜋𝑗) или 𝑔𝑘(𝜋𝑖 ∩ 𝜋𝑖+1)
на ортогональную ему двумерную плоскость мы при этом увидим картину вроде показанной на
рис. 12⋄5 на стр. 204. Дословно такая же, как в n∘ 12.2, индукция по длине минимального по ко-
личеству букв выражения элемента 𝑦 ∈ 𝐹𝑛∕𝐻 через образующие 𝑥𝑖 показывает, что считанная
с любой соединяющей симплекс 𝑒 с симплексом 𝑔 = 𝜑(𝑦) дуги последовательность индексов
𝑖1, … , 𝑖𝑚 даёт минимальное по количеству букв представление 𝑦 = 𝑥𝑖1 … 𝑥𝑖𝑚 в группе 𝐹𝑛 ∕𝐻.
Таким образом, симметрическая группа 𝑆𝑛+1 порождается 𝑛 образующими 𝑥𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, свя-
занными определяющими соотношениями (12-11).

Эту геометрическую картину нетрудно выхолостить до сугубо комбинаторного рассужде-
ния, представленного в следующем разделе.

12.4. ПорядокБрюана симметрической группе𝑺𝒏+𝟏.Напомню4, что длиной 𝓁(𝑔) перестанов-
ки 𝑔 = (𝑔0,𝑔1, … ,𝑔𝑛) ∈ 𝑆𝑛+1 называется количество всех её инверсных пар5. Правое умноже-
ние перестановки𝑔 на транспозицию𝜎𝑖 = |𝑖−1, 𝑖⟩ приводит к перестановке𝑔𝜎𝑖, отличающейся
от 𝑔 транспозицией (𝑖 − 1)-того и 𝑖-го символов 𝑔𝑖−1 и 𝑔𝑖:

(𝑔0, … , 𝑔𝑖−2, 𝒈𝒊−𝟏, 𝒈𝒊, 𝑔𝑖+1, … , 𝑔𝑛) ∘ 𝜎𝑖 = (𝑔0, … , 𝑔𝑖−2, 𝒈𝒊, 𝒈𝒊−𝟏, 𝑔𝑖+1, … , 𝑔𝑛) ,
1Кратчайшая из двух дуг 𝑎𝑏 большой окружности, высекаемой из сферы двумерной плоскостью, про-

ходящей через точки 𝑎, 𝑏 и центр сферы.
2Т. е. пересечений всевозможных пар зеркал 𝜋𝑖𝑗.
3Напомню, что при этом 𝑔𝜈 = 𝜎1 …𝜎𝜈−1,f 𝑔𝜈+1 = 𝜎𝑔𝜈(𝜋𝑖𝜈 )𝑔𝜈 = 𝑔𝜈𝜎𝑖𝜈 .
4См. n∘ 8.1 на стр. 128.
5Т. е. таких пар 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛, что 𝑔𝑖 > 𝑔𝑗.
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причём 𝓁(𝑔𝜎𝑖) = 𝓁(𝑔) + 1, если 𝑔𝑖−1 < 𝑔𝑖, и 𝓁(𝑔𝜎𝑖) = 𝓁(𝑔) − 1, если 𝑔𝑖−1 > 𝑔𝑖.
Упражнение 12.6. Убедитесь, что любая перестановка 𝑔 длины 𝓁(𝑔) = 𝑚 может быть записана

таким словом 𝑔 = 𝜎𝑖1…𝜎𝑖𝑚 , что 𝓁(𝜎𝑖1…𝜎𝑖𝑘) = 𝓁(𝜎𝑖1…𝜎𝑖𝑘−1
) + 1 при всех 2 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑚.

Частичный порядок на 𝑆𝑛+1, в котором 𝑔 < ℎ, если ℎ = 𝑔𝜎𝑖1…𝜎𝑖𝑠 , где
𝓁(𝑔𝜎𝑖1…𝜎𝑖𝑘) = 𝓁(𝑔𝜎𝑖1…𝜎𝑖𝑘−1

) + 1 при всех 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑠 ,
называется порядком Брюа.

Слово𝑤 = 𝑥𝑖1… 𝑥𝑖𝑚 в свободной группе 𝐹𝑛 с образующими 𝑥1, … , 𝑥𝑛 называется минималь-
ным словом перестановки 𝑔 ∈ 𝑆𝑛+1, если𝑚 = 𝓁(𝑔) и 𝑔 = 𝜎𝑖1…𝜎𝑖𝑚 . Начальные фрагменты ми-
нимального слова задают строго возрастающую в смысле порядка Брюа последовательность
элементов ℎ𝜈 = 𝜎𝑖1…𝜎𝑖𝜈 ∈ 𝑆𝑛+1. Перестановка 𝑔 может иметь много разных минимальных
слов, однако не может быть записана никаким более коротким словом.

Как и в предыдущем разделе, рассмотрим гомоморфизм 𝜑∶ 𝐹𝑛 → 𝑆𝑛+1, 𝑥𝑖 ↦ 𝜎𝑖.

Предложение 12.4

По модулю соотношений 𝑥2𝑖 = 𝑒, 𝑥𝑖𝑥𝑖+1𝑥𝑖 = 𝑥𝑖+1𝑥𝑖𝑥𝑖+1 и 𝑥𝑖𝑥𝑗 = 𝑥𝑗𝑥𝑖, где |𝑖 − 𝑗| ⩾ 2, каждое
слово 𝑤 ∈ 𝐹𝑛 эквивалентно некоторому минимальному слову перестановки 𝜑(𝑤) ∈ 𝑆𝑛+1, а все
минимальные слова перестановки 𝜑(𝑤) эквивалентны между собой.

Доказательство. Индукция по количеству букв в слове 𝑤 ∈ 𝐹𝑛−1. Для 𝑤 = ∅ утверждение оче-
видно. Пусть оно справедливо для всех слов из⩽ 𝑚 букв. Достаточно для каждого𝑚-буквенного
слова𝑤 и каждой буквы 𝑥𝜈 проверить предложение для слова𝑤𝑥𝜈. Если слово𝑤 не являетсями-
нимальным словом элемента 𝑔 = 𝜑(𝑤), то оно эквивалентно более короткому минимальному
слову. Тогда и𝑤𝑥𝜈 эквивалентно более короткому слову, и предложение справедливо по индук-
ции. Поэтому мы будем далее считать, что слово 𝑤 является минимальным словом элемента
𝑔 = 𝜑(𝑤) = (𝑔0,𝑔1, … ,𝑔𝑛). Возможны два случая: либо 𝑔𝜈−1 > 𝑔𝜈, либо 𝑔𝜈−1 < 𝑔𝜈. В первом
случае у перестановки 𝑔 есть минимальное слово вида 𝑢𝑥𝜈, по предположению индукции экви-
валентное слову 𝑤. Тогда 𝑤𝑥𝜈 ∼ 𝑢𝑥𝜈𝑥𝜈 ∼ 𝑢 и элемент 𝜑(𝑤𝑥𝜈) = 𝜑(𝑢) является образом более
короткого, чем 𝑤 слова 𝑢, эквивалентного слову 𝑤𝑥𝜈. По индукции, слово 𝑢 эквивалентно ми-
нимальному слову элемента 𝜑(𝑤𝑥𝜈) и все такие слова эквивалентны друг другу. Поэтому то же
верно и для эквивалентного 𝑢 слова 𝑤𝑥𝜈.

Остаётся рассмотреть случай 𝑔𝜈−1 < 𝑔𝜈. Здесь 𝓁(𝑔𝜎𝜈) = 𝓁(𝑔) + 1 и слово 𝑤𝑥𝜈 является ми-
нимальным словом для элемента𝜑(𝑤𝑥𝜈). Мы должныпоказать, что любое другое минимальное
слово 𝑤′ этого элемента эквивалентно 𝑤𝑥𝜈. Для самой правой буквы слова 𝑤′ есть 3 возмож-
ности: либо она равна 𝑥𝜈, либо она равна 𝑥𝜈±1 либо она равна 𝑥𝜇 с |𝜇 − 𝜈| ⩾ 2. В пером случае
𝑤′ = 𝑢𝑥𝜈, где 𝑢, как и 𝑤, является минимальным словом элемента 𝑔. По индукции 𝑢 ∼ 𝑤, а
значит, и 𝑤′ = 𝑢𝑥𝑘 ∼ 𝑤𝑥𝑘.

Пусть теперь𝑤′ = 𝑢𝑥𝜈+1. Поскольку оба слова𝑤𝑥𝜈 и 𝑢𝑥𝜈+1 минимальны для перестановки
ℎ = 𝜑(𝑤𝑥𝜈) = 𝜑(𝑢𝑥𝜈+1), в перестановке ℎ на местах с номерами 𝜈 − 1, 𝜈, 𝜈 + 1 стоят числа
𝑔𝜈 > 𝑔𝜈−1 > 𝑔𝜈+1, а в перестановке 𝑔 = (𝑔0,𝑔1, … ,𝑔𝑛) = 𝜑(𝑤) на этих же местах — числа
𝑔𝜈−1 < 𝑔𝜈 > 𝑔𝜈+1, где 𝑔𝜈−1 > 𝑔𝜈+1. Поэтому у перестановки ℎ имеется минимальное слово
вида 𝑠𝑥𝜈+1𝑥𝜈𝑥𝜈+1, а у перестановки 𝑔— минимальное слово вида 𝑡𝑥𝜈𝑥𝜈+1. Перестановка ℎ′ =
= 𝜑(𝑠) = 𝜑(𝑡) отличается отℎ тем, что числа наместах с номерами 𝜈−1, 𝜈, 𝜈+1 в ней возрастают
и равны 𝑔𝜈+1 < 𝑔𝜈−1 < 𝑔𝜈. Поскольку 𝓁(ℎ′) = 𝓁(ℎ) − 3 = 𝓁(𝑔) − 2, оба слова 𝑡 и 𝑠 минимальны
для ℎ′ и по индукции эквивалентны. Кроме того, по индукции 𝑤 ∼ 𝑡𝑥𝜈𝑥𝜈+1. Поэтому

𝑤𝑥𝜈 ∼ 𝑡𝑥𝜈𝑥𝜈+1𝑥𝜈 ∼ 𝑠𝑥𝜈𝑥𝜈+1𝑥𝜈 ∼ 𝑠𝑥𝜈+1𝑥𝜈𝑥𝜈+1 .
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Но 𝑠𝑥𝜈+1𝑥𝜈 ∼ 𝑢, поскольку оба слова минимальны для одной и той же перестановки1 длины
𝑚 = 𝓁(ℎ) − 1. Таким образом, 𝑤𝑥𝜈 ∼ 𝑢𝑥𝜈+1. Случай 𝑤′ = 𝑢𝑥𝜈−1 полностью симметричен.

Наконец, пусть ℎ = 𝜑(𝑤𝑥𝜈) = 𝜑(𝑢𝑥𝜇), где |𝜇 − 𝜈| ⩾ 2. Тогда в ℎ есть два непересекающихся
фрагмента 𝑔𝜈−1 > 𝑔𝜈 и 𝑔𝜇−1 > 𝑔𝜇. Поэтому у ℎ есть минимальные слова вида 𝑡𝑥𝜇𝑥𝜈 и вида
𝑠𝑥𝜈𝑥𝜇, где 𝑡 и 𝑠 являются минимальными словами для перестановки 𝜑(𝑡) = 𝜑(𝑠), отличающей-
ся от ℎ тем, что расматриваемые 2 фрагмента в ней имеют вид 𝑔𝜈 < 𝑔𝜈−1 и 𝑔𝜇 < 𝑔𝜇−1. Так
как длина этой перестановки равна 𝓁(ℎ) − 2 = 𝑚 − 1, по индукции 𝑡 ∼ 𝑠. Поскольку 𝑡𝑥𝜇 —
минимальное слово для 𝑔, по индукции 𝑤 ∼ 𝑡𝑥𝜇. Аналогично, т. к. 𝑠𝑥𝜈 и 𝑢 — минимальные
слова для перестановки 𝜑(𝑠𝑥𝜈) = 𝜑(𝑢), отличающейся от ℎ′ транспозицией первого из двух
фрагментов и потому имеющей длину 𝓁(ℎ) − 1 = 𝑚, по индукции 𝑠𝑥𝜈 ∼ 𝑢. Таким образом,
𝑤𝑥𝜈 ∼ 𝑡𝑥𝜇𝑥𝜈 ∼ 𝑠𝑥𝜇𝑥𝜈 ∼ 𝑠𝑥𝜈𝑥𝜇 ∼ 𝑢𝑥𝜇, что и требовалось. □

Упражнение 12.7. Убедитесь, что ℎ ⩽ 𝑔 в смысле порядка Брюа если и только если в симплек-
сах 𝑒, ℎ, 𝑔 из n∘ 12.3 можно выбрать такие точки 𝑎, 𝑏, 𝑐, что длина геодезической дуги [𝑎𝑐]
меньше 𝜋 и 𝑏 ∈ [𝑎𝑐].

1Она отличается от 𝑔, ℎ и ℎ′ тем, что числа в позициях с номерами 𝜈 − 1, 𝜈, 𝜈 + 1 в ней упорядочены
как 𝑔𝜈 > 𝑔𝜈+1 < 𝑔𝜈−1, где 𝑔𝜈 > 𝑔𝜈−1.



§13. Тензорные произведения

Всюду в этом параграфе мы обозначаем через 𝐾 произвольное коммутативное кольцо с едини-
цей, а через 𝕜—произвольное поле.

13.1. Тензорное произведениемодулей.Напомню1, что множество векторов𝐸 в модуле𝑉 над
коммутативным кольцом 𝐾 называется базисом этого модуля над 𝐾, если каждый вектор 𝑣 ∈ 𝑉
допускает единственное разложение 𝑣 = ∑𝑒∈𝐸 𝑥𝑒𝑒, в котором коэффициенты 𝑥𝑒 ∈ 𝐾 отличны
от нуля только для конечного числа векторов 𝑒. Например, мономы 𝑥𝑘 с целыми неотрицатель-
ными 𝑘 образуют базис модуля многочленов 𝐾[𝑥], но не образуют базиса в модуле степенных
рядов 𝐾⟦𝑥⟧. Мы говорим, что множество векторов 𝐵 ⊂ 𝑉 линейно порождает 𝑉 над 𝐾, если
каждый вектор из 𝑉 является конечной линейной комбинацией векторов из𝐵, а линейная зави-
симость множества векторов 𝑀 ⊂ 𝑉 означает, что некоторая конечная линейная комбинация
этих векторов с ненулевыми коэффициентами равна нулю в 𝑉.

Говоря вольно, тензорное произведениемодулей𝑉1, … ,𝑉𝑛—это𝐾-линейная оболочкафор-
мальных произведений 𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛 всевозможных векторов 𝑣𝑖 ∈ 𝑉𝑖, а все линейные соотно-
шения между такими произведениями порождаются соотношениями дистрибутивности

… ⊗ (𝑥𝑢 + 𝑦𝑤) ⊗ … = 𝑥 ⋅ ( … ⊗ 𝑢 ⊗ … ) + 𝑦 ⋅ ( … ⊗ 𝑤 ⊗ … ) , (13-1)

где 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾, 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉𝑖 и обозначенные многоточиями соответственные сомножители в левой и
правой частях одинаковы. Формализуется это следующим образом.

Обозначим через 𝒱 свободный𝐾-модуль, базисом которого являются всевозможные 𝑛-бук-
венные слова [𝑣1 … 𝑣𝑛], где в качестве 𝑖-той буквы может выступать любой вектор 𝑣𝑖 ∈ 𝑉𝑖. Да-
лее, обозначим через ℛ ⊂ 𝒱 подмодуль, порождённый всеми трёхчленными линейными ком-
бинациями вида

[ … (𝑥𝑢 + 𝑦𝑤) … ] − 𝑥 [ … 𝑢 … ] − 𝑦 [ … 𝑤 … ] , (13-2)

где указанные многоточиями соответственные фрагменты всех трёх слов одинаковы. Наконец,
положим по определению

𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝑉𝑛 ≝ 𝒱∕ℛ , 𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛 ≝ [𝑣1 … 𝑣𝑛] (mod ℛ) . (13-3)

Этот модуль называется тензорным произведением модулей 𝑉1, … ,𝑉𝑛 над 𝐾, а его элементы на-
зываются тензорами. Если надо явно указать кольцо𝐾, над которым рассматриваются модули,
мы будем писать ⊗𝐾 вместо ⊗. Тензоры вида 𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛, где 𝑣𝑖 ∈ 𝑉𝑖, называются разложи-
мыми. По построению, они линейно порождают модуль 𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝑉𝑛 над 𝐾. Подчеркнём, что
𝐾-линейная комбинация разложимых тензоров, скорее всего, будет не разложима. В силу то-
го, что все трёхчленные комбинации (13-2) объявлены равными нулю, в модуле 𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝑉𝑛
выполняются соотношения (13-1), а отображение

𝜏∶ 𝑉1 × … × 𝑉𝑛 → 𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝑉𝑛 , (𝑣1, … , 𝑣𝑛) ↦ 𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛 , (13-4)

линейно по каждому аргументу при фиксированных остальных. Оно называется тензорным
умножением, и его образ состоит в точности из разложимых тензоров. Обратите внимание, что
отображение (13-4) обычно не сюрьективно, его образ не является 𝐾-подмодулем, но его ли-
нейная оболочка равна 𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝑉𝑛. Это объясняется тем, что отображение (13-4) не линейно,
но при этом однозначно линеаризует все полилинейные отображения 𝑉1 × … × 𝑉𝑛 → 𝑊.

1См. n∘ 5.1.5 на стр. 88.
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13.1.1. Полилинейные отображения. Отображение множеств

𝜑∶ 𝑉1 × … × 𝑉𝑛 → 𝑊 , (13-5)

где𝑉1, … ,𝑉𝑛 и𝑊—произвольные𝐾-модули, называется полилинейным (или𝑛-линейным, когда
важно точно указать количество аргументов), если оно линейно отдельно по каждому из своих
аргументов при произвольным образом зафиксированных остальных:

𝜑( … , 𝜆𝑣′ + 𝜇𝑣″ , … ) = 𝜆 𝜑( … , 𝑣′ , … ) + 𝜇 𝜑( … , 𝑣″ , … ) .

Например, 1-линейные отображения 𝑉 → 𝑊 суть просто линейные отображения, а 2-линей-
ные отображения 𝑉 × 𝑉 → 𝐾 — это билинейные формы на модуле 𝑉. Полилинейные отобра-
жения (13-5) можно складывать и умножать на элементы из кольца 𝐾, так что они тоже об-
разуют 𝐾-модуль. Он называется модулем полилинейных отображений и обозначается через
Hom(𝑉1, … ,𝑉𝑛;𝑊) или Hom𝐾(𝑉1, … ,𝑉𝑛;𝑊), если важно явно указать кольцо.

Пример 13.1 (полилинейные отображения свободных модулей)

Если все модули 𝑉𝑖 свободны с базисами 𝐸𝑖 ⊂ 𝑉𝑖, то каждое полилинейное отображение (13-5)
однозначно определяется своими значениями 𝜑(𝑒1, … , 𝑒𝑛) ∈ 𝑊 на всевозможных сочетаниях
базисных векторов (𝑒1, … , 𝑒𝑛) ∈ 𝐸1×…×𝐸𝑛, и эти значениямогут быть произвольны. Если они
заданы, то на любом наборе векторов 𝑣𝑖 = ∑𝑒𝑖∈𝐸𝑖 𝑥𝑒𝑖𝑒𝑖 ∈ 𝑉𝑖 отображение 𝜑 будет принимать
значение

𝜑(𝑣1, … , 𝑣𝑛) = ∑(𝑒1,…,𝑒𝑛)∈𝐸1×…×𝐸𝑛
𝑥𝑒1 … 𝑥𝑒𝑛𝜑(𝑒1, … , 𝑒𝑛) .

Еслимодуль𝑊 тоже свободен с базисом𝐸 ⊂ 𝑊 то векторы𝜑(𝑒1, … , 𝑒𝑛) ∈ 𝑊 можно однозначно
задавать их координатами в этом базисе. Пусть

𝜑(𝑒1, … , 𝑒𝑛) = ∑𝑒∈𝐸 𝑎
𝑒
𝑒1,…,𝑒𝑛𝑒 .

Сопоставим полилинейному отображению 𝜑 набор чисел 𝑎𝑒𝑒1,…,𝑒𝑛 ∈ 𝐾, который можно пред-

ставлять себе как (𝑛+1)-мернуюматрицу, ячейки которойнумеруются элементамимножества1

𝐸 × 𝐸1 × … × 𝐸𝑛. В терминах этой матрицы

𝜑(𝑣1, … , 𝑣𝑛) = ∑(𝑒,𝑒1,…,𝑒𝑛)∈𝐸×𝐸1×…×𝐸𝑛
𝑥𝑒1 … 𝑥𝑒𝑛𝑎

𝑒
𝑒1,…,𝑒𝑛𝑒 .

При сложении полилинейных отображений и умножении их на числа из 𝐾 сопоставленные
этим отображениям матрицы поэлементно складываются и умножаются на числа. Таким об-
разом, мы получаем 𝐾-линейный изоморфизм между модулем Hom(𝑉1, … ,𝑉𝑛;𝑊) и свободным
модулем (𝑛+1)-мерныхматриц размера𝐸×𝐸1×…×𝐸𝑛, базис которого нумеруется элементами
множества 𝐸 × 𝐸1 × … × 𝐸𝑛. При этом изоморфизме стандартная базисная матрица, имеющая
единицу в позиции (𝑒, 𝑒1, … , 𝑒𝑛) и нули в остальных местах, переходит в полилинейное отобра-
жение 𝛿𝑒1…𝑒𝑛𝑒 ∶ (𝑣1, … , 𝑣𝑛) ↦ 𝑥𝑒1 … 𝑥𝑒𝑛 ⋅ 𝑒, значения которого на базисных векторах суть

𝛿𝑒1…𝑒𝑛𝑒 (𝑒′
1, … , 𝑒′

𝑛) =
{
𝑒, если (𝑒′

1, … , 𝑒′
𝑛) = (𝑒1, … , 𝑒𝑛),

0 в остальных случаях.
(13-6)

Если ранги всех модулей конечны, то rkHom(𝑉1, … ,𝑉𝑛;𝑊) = rk𝑊 ⋅ ∏𝑖 rk𝑉𝑖.
1При 𝑛 = 1 получается обычная двумермерная матрица линейного отображения 𝑉 → 𝑊, строки ко-

торой биективно соответствуют базисным векторам пространства𝑊, а столбцы— базисным векторам
пространства 𝑉.
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Предложение 13.1 (универсальное свойство тензорного произведения)

Для любого полилинейного отображения𝐾-модулей𝜑∶ 𝑉1×…×𝑉𝑛 → 𝑊 существует единствен-
ное такое линейное отображение 𝜑∶ 𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝑉𝑛 → 𝑊, что 𝜑 = 𝜑 ∘ 𝜏, т. е. пара полилинейных
сплошных стрелок в диаграмме

𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝑉𝑛

𝜑

��

𝑉1 × … × 𝑉𝑛

𝜏
77

𝜑
(( 𝑊

всегда замыкается в коммутативный треугольник единственным пунктирным линейным отоб-
ражением.

Доказательство. Для любого отображения множеств 𝜑∶ 𝑉1 × … × 𝑉𝑛 → 𝑊 существует един-
ственное линейное отображение 𝐹∶ 𝒱 → 𝑊, переводящее базисный вектор [𝑣1 … 𝑣𝑛] ∈ 𝒱 в
𝜑(𝑣1, … , 𝑣𝑛). Для того, чтобы это отображение было корректно определено на фактор модуле
𝒱∕ℛ, достаточно проверить, чтоℛ ⊂ ker𝐹. Для каждого соотношения (13-2) в силу полилиней-
ности 𝜑 и линейности 𝐹 имеем

𝐹([… (𝜆𝑢 + 𝜇𝑤) …] − 𝜆 [… 𝑢…] − 𝜇 […𝑤…]) =
= 𝐹([… (𝜆𝑢 + 𝜇𝑤) …]) − 𝜆 𝐹([… 𝑢…]) − 𝜇 𝐹([…𝑤…]) =

= 𝜑(… , (𝜆𝑢 + 𝜇𝑤), … ) − 𝜆 𝜑(… , 𝑢, … ) − 𝜇 𝜑(… , 𝑤, … ) = 0 ,

что и требовалось. □

Предложение 13.2 (единственность универсального полилинейного отображения)

Если полилинейные отображения 𝜏1 ∶ 𝑉1 × … × 𝑉𝑛 → 𝑈1 и 𝜏2 ∶ 𝑉1 × … × 𝑉𝑛 → 𝑈2 обладают
универсальным свойством из предл. 13.1, т. е. для любых векторного пространства𝑊 и поли-
линейного отображения 𝜑∶ 𝑉1 × … ×𝑉𝑛 → 𝑊 существуют единственные такие линейные отоб-
ражения𝜑1 ∶ 𝑈1 → 𝑊 и𝜑2 ∶ 𝑈2 → 𝑊, что𝜑 = 𝜑1 ∘𝜏1 = 𝜑2 ∘𝜏2, то имеется единственный такой
линейный изоморфизм 𝜄∶ 𝑈1 ⥲ 𝑈2, что 𝜏2 = 𝜄𝜏1.

Доказательство. В силу универсальности 𝜏1 и 𝜏2 существуют единственные такие линейные
отображения 𝜏21 ∶ 𝑈1 → 𝑈2 и 𝜏12 ∶ 𝑈2 → 𝑈1, что 𝜏2 = 𝜏21𝜏1 и 𝜏1 = 𝜏12𝜏2, т. е. коммутативна
диаграмма

𝑈1

Id𝑈1

𝜏21   

𝑈2

Id𝑈2

𝜏12~~
𝑈2

𝜏12

~~

𝑉1 × … × 𝑉𝑛

𝜏1
ii

𝜏2
55

𝜏1
uu

𝜏2
))

𝜏2oo 𝜏1 // 𝑈1
𝜏21

  
𝑈1 𝑈2 .

Равенства 𝜏21𝜏12 = Id𝑈2
и 𝜏12𝜏21 = Id𝑈1

выполняются в силу того, что разложения 𝜏1 = 𝜑 ∘ 𝜏1 и
𝜏2 = 𝜓 ∘ 𝜏2 единственны и имеют место для 𝜑 = Id𝑈1

, 𝜓 = Id𝑈2
. □
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Предложение 13.3

Если каждыйизмодулей𝑉𝑖 свободен с базисом𝐸𝑖 ⊂ 𝑉𝑖, то их тензорноепроизведение𝑉1⊗…⊗𝑉𝑛
также свободно с базисом

𝑒1 ⊗ … ⊗ 𝑒𝑛 , 𝑒𝑖 ∈ 𝐸𝑖 . (13-7)

В частности, если rk𝑉𝑖 = |𝐸𝑖| < ∞ для всех 𝑖, то rk𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝑉𝑛 = ∏ rk𝑉𝑖.

Доказательство. Обозначим через𝒲 свободный модуль с базисом из выражений (13-7), кото-
рые мы временно будем воспринимать как формальные символы. Полилинейное отображение
𝜏∶ 𝑉1 × … × 𝑉𝑛 → 𝒲, переводящее каждый набор базисных векторов (𝑒1, … , 𝑒𝑛) ∈ 𝐸1 × … × 𝐸𝑛
в соответствующий базисный вектор (13-7) модуля 𝒲, универсально, поскольку для полили-
нейного 𝜑∶ 𝑉1 × … × 𝑉𝑛 → 𝑊 и линейного 𝐹∶ 𝒲 → 𝑊 равенство 𝜑 = 𝐹 ∘ 𝜏 равносильно
выполнению для всех (𝑒1, … , 𝑒𝑛) ∈ 𝐸1 × … × 𝐸𝑛 равенств 𝐹(𝑒1 ⊗ … ⊗ 𝑒𝑛) = 𝜑(𝑒1, … , 𝑒𝑛), кото-
рые однозначно определяют 𝐹, если дано 𝜑, и наоборот. По предл. 13.2 имеется единственный
линейный изоморфизм 𝒲 ⥲ 𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝑉𝑛, переводящий базисные векторы (13-7) модуля 𝒲
в соответствующие тензорные произведения базисных векторов, вычисленные в 𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝑉𝑛.
Тем самым, последние тоже образуют базис. □

Пример 13.2 (многочлены)

Обратите внимание, что предл. 13.3 справедливо и для свободных модулей бесконечного ран-
га. Например, тензорное произведение 𝑛 экземпляров модуля многочленов 𝐾[𝑥] ⊗ … ⊗ 𝐾[𝑥]
изоморфно модулю многочленов от 𝑛 переменных 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛]. Изоморфизм сопоставляет ба-
зисному разложимому тензору 𝑥𝑚1 ⊗ … ⊗ 𝑥𝑚𝑛 базисный моном 𝑥𝑚1

1 … 𝑥𝑚𝑛𝑛 .

Предостережение 13.1. Для произвольных модулей над произвольным коммутативным коль-
цом строение модуля 𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝑉𝑛 отнюдь не очевидно из его определения в терминах обра-
зующих и соотношений. Например, при взаимно простых 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ тензорное произведение
ℤ-модулей ℤ∕(𝑚) ⊗ℤ ℤ∕(𝑛) = 0, поскольку класс [𝑛]𝑚 ∈ ℤ∕(𝑚) обратим, и каждый элемент
[𝑎]𝑚 ∈ ℤ∕(𝑚) представляется в виде [𝑎]𝑚 = [𝑛𝑎′]𝑚, откуда каждый разложимый тензор

[𝑎]𝑚 ⊗ [𝑏]𝑛 = [𝑛𝑎′]𝑚 ⊗ [𝑏]𝑛 = 𝑛 ⋅ ([𝑎′]𝑚 ⊗ [𝑏]𝑛) = [𝑎′]𝑚 ⊗ [𝑛𝑏]𝑛 = [𝑎′]𝑚 ⊗ [0]𝑛 = 0

ибо тензорное произведение с нулевым вектором всегда нулевое:

𝑎 ⊗ 0 = 𝑎 ⊗ (0 ⋅ 0) = 0 ⋅ (𝑎 ⊗ 0) = 0 .

Упражнение 13.1. Докажите, что в общем случае ℤ∕(𝑚) ⊗ ℤ∕(𝑛) ≃ ℤ∕(нод(𝑚, 𝑛)).

Предложение 13.4

Для любого 𝐾-модуля 𝑉 отображение 𝐾 ⊗ 𝑉 ⥲ 𝑉, 𝑥 ⊗ 𝑢 ↦ 𝑥𝑢, является 𝐾-линейным изомор-
физмом.

Доказательство. Достаточно убедиться, что билинейное отображение

𝜏∶ 𝐾 × 𝑉 ⥲ 𝑉 , (𝑥, 𝑢) ↦ 𝑥𝑢 ,

универсально. Для любого билинейного отображения 𝜑∶ 𝐾 × 𝑉 ⥲ 𝑊 отображение 𝜑∶ 𝑉 → 𝑊
со свойством 𝜑𝜏 = 𝜑 обязано переводить каждый вектор 𝑣 ∈ 𝑉 в 𝜑(1, 𝑣). Очевидно, что это
отображение линейно и 𝜑(𝑥𝑣) = 𝜑(1, 𝑥𝑣) = 𝑥𝜑(1, 𝑣) = 𝜑(𝑥, 𝑣) для любых 𝑥 ∈ 𝐾 и 𝑣 ∈ 𝑉. □

Упражнение 13.2. Докажите, чтоℚ ⊗ℤ ℚ ≃ ℚ.
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13.1.2. Тензорные произведения векторных пространств. Если 𝑉1, … ,𝑉𝑛 являются век-
торными пространствами над полем 𝕜 размерностей 𝑑1, … ,𝑑𝑛, то их тензорное произведение
𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝑉𝑛 имеет размерность 𝑑1 …𝑑𝑛. На геометрическом языке тензорное умножение

𝜏∶ 𝑉1 × … × 𝑉𝑛 → 𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝑉𝑛

отображает произведениепроективныхпространствℙ𝑚𝑖
= ℙ(𝑉𝑖), где𝑚𝑖 = 𝑑𝑖−1, в проективное

пространство ℙ𝑚 = ℙ (𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝑉𝑛) размерности𝑚 = 𝑑1 …𝑑𝑛 − 1 = (𝑚1 + 1) … (𝑚𝑛 + 1) − 1:

𝑠∶ ℙ𝑚1
× … × ℙ𝑚𝑛

→ ℙ𝑚 . (13-8)

Оно переводит набор одномерных подпространств, натянутых на ненулевые векторы 𝑣𝑖 ∈ 𝑉𝑖, в
одномерное подпространство, порождённое тензором 𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛.

Упражнение 13.3. Убедитесь, что отображение (13-8) корректно определено1, инъективно, и
его образ не содержится ни в какой гиперплоскости.

Отображение (13-8) называется вложением Сегре. Его образ состоит из классов пропорциональ-
ности разложимых тензоров и называется многообразием Сегре. Он линейно порождает объем-
лющее проективное пространство, имея при этом размерность𝑚1 + … +𝑚𝑛, обычно намного
меньшую, чем 𝑚. По построению, многообразие Сегре заметается 𝑛 семействами проектив-
ных подпространств размерностей𝑚1, … ,𝑚𝑛 так, что подпространства в каждом из семейств
попарно не пересекаются, а любые 𝑛 подпространств из разных семейств пересекаются в од-
ной точке, и каждая точка многообразия Сегре является точкой пересечения 𝑛 таких подпро-
странств.

Пример 13.3 (изоморфизм 𝑈∗ ⊗ 𝑉 ≃ Hom(𝑈,𝑉) и разложимые операторы)

Для произвольных векторных пространств𝑈,𝑊 над полем𝕜 имеется билинейное отображение

𝑊 × 𝑈∗ → Hom(𝑈,𝑊) (13-9)

переводящее пару (𝑤, 𝜉) ∈ 𝑊 × 𝑈∗ в линейный оператор

𝑈 → 𝑊 , 𝑢 ↦ 𝜉(𝑢) ⋅ 𝑤 , (13-10)

c ядром Ann(𝜉) ⊂ 𝑈 и образом 𝕜𝑤. При ненулевых 𝜉,𝑤 оператор (13-10) имеет ранг 1. Посколь-
ку образ любого оператора 𝐹∶ 𝑈 → 𝑊 ранга 1 порождается некоторым ненулевым вектором
𝑤 ∈ 𝑊, который определяется по 𝐹 однозначно с точностью до пропорциональности, значе-
ние такого оператора на произвольном векторе 𝑢 ∈ 𝑈 равно 𝐹(𝑢) = 𝜉(𝑢) ⋅ 𝑤 для некоторого
𝜉 ∈ Ann ker𝐹 ⊂ 𝑈∗, однозначно определяемого по 𝐹 и 𝑤. Мы заключаем, что вложение Сегре

𝑠∶ ℙ(𝑊) × ℙ(𝑈∗) ↪ ℙ(Hom(𝑈,𝑊))

биективноотображаетпроизведениеℙ(𝑊)×ℙ(𝑈∗)намножество рассматриваемых с точностью
до пропорциональности линейных операторов 𝑈 → 𝑊 ранга 1.

В силу универсального свойства тензорногопроизведения, билинейноеотображение (13-9)
однозначно задаёт линейное отображение

𝑊 ⊗ 𝑈∗ → Hom(𝑈,𝑉) (13-11)

1Т. е. тензор 𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛 отличен от нуля при любых ненулевых 𝑣𝑖 ∈ 𝑉𝑖 и заменяется на пропорцио-
нальный при замене векторов 𝑣𝑖 на пропорциональные.
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переводящее каждый разложимый тензор 𝑤 ⊗ 𝜉 в оператор (13-10). Если пространства 𝑈 и𝑊
конечномерны c базисами 𝑢1, … , 𝑢𝑛 и 𝑤1, … ,𝑤𝑚, то 𝑚𝑛 разложимых тензоров 𝑤𝑗 ⊗ 𝑢∗

𝑖 , где
𝑢∗
1, … , 𝑢∗

𝑛 ∈ 𝑈∗ образуют двойственный к 𝑢1, … , 𝑢𝑛 базис пространства 𝑈∗, образуют базис
пространства𝑊 ⊗ 𝑈∗. Отображение (13-11) переводит базисный тензор 𝑤𝑗 ⊗ 𝑢∗

𝑖 в линейный
оператор

𝑈 → 𝑊 , 𝑢𝑘 ↦
{
𝑤𝑗 при 𝑘 = 𝑖
0 в остальных случаях ,

матрицей которого в выбранных базисах является стандартная базисная матрица 𝐸𝑖𝑗 с едини-
цей в клетке (𝑖, 𝑗) и нулями в остальных местах. Мы заключаем, что отображение (13-11) яв-
ляется линейным изоморфизмом. В дальнейшем мы часто будем отождествлять пространства
𝑊 ⊗ 𝑈∗ и Hom(𝑈,𝑊) при помощи изоморфизма (13-11) и обозначать оператор (13-10) через
𝑤 ⊗ 𝜉. Если записывать операторы 𝑈 → 𝑊 их матрицами 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) в выбранных выше базисах,
то точки 𝑤 = (𝑥0 ∶ 𝑥1 ∶ … ∶ 𝑥𝑛) ∈ ℙ𝑚 = ℙ(𝑊) и 𝜉 = (𝑦0 ∶ 𝑦1 ∶ … ∶ 𝑦𝑚) ∈ ℙ𝑛 = ℙ(𝑈∗)
перейдут при вложении Сегре в𝑚 × 𝑛 матрицу 𝐴 = 𝑤𝑡 ⋅ 𝜉 с элементами 𝑎𝑖𝑗 = 𝑥𝑖𝑦𝑗, а его образ,
состоящий из матриц ранга 1, задастся однородными квадратичными уравнениями

det(
𝑎𝑖𝑗 𝑎𝑖𝑘
𝑎𝓁𝑗 𝑎𝓁𝑘) = 𝑎𝑖𝑗𝑎𝓁𝑘 − 𝑎𝑖𝑘𝑎𝓁𝑗 = 0 .

Два семейства координатных пространств 𝜉 × ℙ𝑚 и ℙ𝑛 × 𝑤 при этом перейдут в два семейства
лежащих на многообразии Сегре проективных пространств, образованных матрицами ранга 1
с фиксированными отношениями между строками и столбцами соответственно.

Пример 13.4 (квадрика Сегре в ℙ3)

При 𝑈 = 𝑊 = 𝕜2 вложение Сегре задаёт биекцию между ℙ1 × ℙ1 и обсуждавшейся в курсе
геометрии1 квадрикой Сегре вℙ3 = ℙ (Mat2(𝕜)), точками которой являются ненулевые матри-
цы ( 𝑎 𝑏

𝑐 𝑑 ) с 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 0, рассматриваемые с точностью до пропорциональности. Эта биекция
переводит пару точек (𝑥0 ∶ 𝑥1) и (𝑦0 ∶ 𝑦1) в матрицу

(
𝑥0
𝑥1) ⋅ (𝑦0 𝑦1) = (

𝑥0𝑦0 𝑥1𝑦0
𝑥0𝑦1 𝑥1𝑦1) (13-12)

и отображает два семейства координатных прямыхℙ1×{𝑦}, {𝑥}×ℙ1 ⊂ ℙ1×ℙ1 в два семейства
проективных прямых на квадрике Сегре, образованных матрицами ранга 1 с фиксированными
отношениями [строка 1] ∶ [строка 2] = (𝑥0 ∶ 𝑥1) и [столбец 1] ∶ [столбец 2] = (𝑦0 ∶ 𝑦1). В каж-
дом из семейств все прямые попарно скрещиваются, а любые две прямые из разных семейств
пересекаются, при этом каждая точка квадрики Сегре является точкой пересечения ровно од-
ной пары прямых из разных семейств, и никаких других прямых на квадрике Сегре нет.

Упражнение 13.4. Докажите все эти геометрические утверждения.

13.2. Канонические изоморфизмы. Всюду в этом разделе речь идёт о произвольных модулях
над любым коммутативным кольцом 𝐾. Линейные отображения 𝑓∶ 𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝑉𝑛 → 𝑊 удобно
задавать указанием значений 𝑓(𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛) на разложимых тензорах, а затем по линейности
продолжать 𝑓 на произвольные тензоры. Поскольку разложимые тензоры линейно порождают

1См. раздел 19.4.1 на стр. 246 в http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2021/lec_19.pdf.

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2021/lec_19.pdf
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модуль 𝑉1 ⊗ … ⊗𝑉𝑛, такое продолжение единственно при условии, что оно существует. Послед-
нее равносильно тому, что все линейные соотношения, которые имеются между разложимыми
тензорами, выполняются и между их образами в модуле𝑊. Поскольку все эти соотношения ли-
нейно порождаются соотношениями полилинейности из форм. (13-1) на стр. 210, мы получаем
следующий полезный критерий.

Лемма 13.1

Линейное отображение 𝑓∶ 𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝑉𝑛 → 𝑊, 𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛 ↦ 𝑓(𝑣1, … , 𝑣𝑛), существует если и
только если векторы 𝑓(𝑣1, … , 𝑣𝑛) ∈ 𝑊 полилинейно зависят1 от векторов 𝑣𝑖 ∈ 𝑉𝑖. □

Предложение 13.5

Имеется канонический изоморфизм 𝑈 ⊗ 𝑊 ≃ 𝑊 ⊗ 𝑈, 𝑢 ⊗ 𝑤 ↦ 𝑤 ⊗ 𝑢.

Доказательство. Так как правило 𝑢 ⊗ 𝑤 ↦ 𝑤 ⊗ 𝑢 билинейно по 𝑢, 𝑤, оно по лем. 13.1 кор-
ректно определяет линейное отображение𝑈⊗𝑊 → 𝑊⊗𝑈. Аналогично, существует линейное
отображение𝑊 ⊗ 𝑈 → 𝑈 ⊗ 𝑊, 𝑤 ⊗ 𝑢 ↦ 𝑢 ⊗ 𝑤. Оно обратно предыдущему, поскольку обе их
композиции тождественно действуют на разложимых тензорах. □

Предложение 13.6 (ассоциативность тензорного умножения)

Имеются канонические изоморфизмы 𝑉⊗ (𝑈⊗𝑊) ≃ 𝑉⊗𝑈⊗𝑊 ≃ (𝑉⊗𝑈) ⊗𝑊, переводящие
тензоры 𝑣 ⊗ (𝑢 ⊗ 𝑤), 𝑣 ⊗ 𝑢 ⊗ 𝑤 и (𝑣 ⊗ 𝑢) ⊗ 𝑤 друг в друга.

Доказательство. Поскольку тензор 𝑣⊗ (𝑢⊗𝑤) ∈ 𝑉⊗ (𝑈⊗𝑊) трилинейно зависит от (𝑣, 𝑢,𝑤),
существует линейное отображение 𝑉 ⊗ 𝑈 ⊗ 𝑊 → 𝑉 ⊗ (𝑈 ⊗ 𝑊), 𝑣 ⊗ 𝑢 ⊗ 𝑤 ↦ 𝑣 ⊗ (𝑢 ⊗ 𝑤).
Обратное отображение строится в два шага. При каждом 𝑣 ∈ 𝑉 тензор 𝑣 ⊗ 𝑢 ⊗ 𝑤 билинейно
зависит от 𝑢 и 𝑤. Поэтому имеется линейное отображение

𝜏𝑣 ∶ 𝑈 ⊗ 𝑊 → 𝑉 ⊗ 𝑈 ⊗ 𝑊 , 𝑢 ⊗ 𝑤 ↦ 𝑣 ⊗ 𝑢 ⊗ 𝑤 ,

которое само по себе линейно зависит от 𝑣. Так как тензор 𝜏𝑣(𝑡) = 𝑣 ⊗ 𝑡 билинеен по 𝑣 ∈ 𝑉 и
𝑡 ∈ 𝑈 ⊗ 𝑊, мы получаем искомое линейное отображение

𝑉 ⊗ (𝑈 ⊗ 𝑊) → 𝑉 ⊗ 𝑈 ⊗ 𝑊 , 𝑣 ⊗ (𝑢 ⊗ 𝑤) ↦ 𝑣 ⊗ 𝑢 ⊗ 𝑤 .

Изоморфизм 𝑉 ⊗ 𝑈 ⊗ 𝑊 ≃ (𝑉 ⊗ 𝑈) ⊗ 𝑊 устанавливается аналогично. □

Предложение 13.7 (дистрибутивность тензорного умножения)

Имеются канонические изоморфизмы

𝑉 ⊗ (𝑈 ⊕ 𝑊) ≃ (𝑉 ⊗ 𝑈) ⊕ (𝑉 ⊗ 𝑊) и (𝑈 ⊕ 𝑊) ⊗ 𝑉 ≃ (𝑈 ⊗ 𝑉) ⊕ (𝑊 ⊗ 𝑉) ,

действующие на разложимые тензоры по правилам:

𝑣 ⊗ (𝑢 ∔ 𝑤) ⇆ (𝑣 ⊗ 𝑢) ∔ (𝑣 ⊗ 𝑤) и (𝑢 ∔ 𝑤) ⊗ 𝑣 ⇆ (𝑢 ⊗ 𝑣) ∔ (𝑤 ⊗ 𝑣)

где через 𝑎 ∔ 𝑏 для 𝑎 ∈ 𝐴 и 𝑏 ∈ 𝐵 обозначено сложение элементов (𝑎, 0) и (0, 𝑏) в прямой сумме
модулей 𝐴 ⊕ 𝐵.

1Т. е. линейны по каждому 𝑣𝑖 при фиксированных остальных.
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Доказательство. Достаточно построить первый изоморфизм, второй получится из него приме-
нением предл. 13.5. Отображение

𝑉 ⊗ (𝑈 ⊕ 𝑊) → (𝑉 ⊗ 𝑈) ⊕ (𝑉 ⊗ 𝑊) , 𝑣 ⊗ (𝑢 ∔ 𝑤) ↦ (𝑣 ⊗ 𝑢) ∔ (𝑣 ⊗ 𝑤) , (13-13)

существует, поскольку (𝑣 ⊗ 𝑢) ∔ (𝑣 ⊗ 𝑤) билинеен по 𝑣 и 𝑢 ∔ 𝑤. Обратное отображение снова
строится в два шага: сначала строим линейные отображения

𝑓1 ∶ 𝑉 ⊗ 𝑈 → 𝑉 ⊗ (𝑈 ⊕ 𝑊) , 𝑣 ⊗ 𝑢 ↦ 𝑣 ⊗ (𝑢 ∔ 0) ,
𝑓2 ∶ 𝑉 ⊗ 𝑊 → 𝑉 ⊗ (𝑈 ⊕ 𝑊) , 𝑣 ⊗ 𝑤 ↦ 𝑣 ⊗ (0 ∔ 𝑤) ,

затем складываем их в отображение

𝑓∶ (𝑉 ⊗ 𝑈) ⊕ (𝑉 ⊗ 𝑊) → 𝑉 ⊗ (𝑈 ⊕ 𝑊) , 𝑎 ∔ 𝑏 ↦ 𝑓1(𝑎) + 𝑓2(𝑏) ,

очевидно, линейное и обратное к (13-13). □

13.3. Тензорноепроизведениелинейныхотображений.Длялюбогонабора𝐾-линейныхотоб-
ражений 𝑓𝑖 ∶ 𝑈𝑖 → 𝑊𝑖 между произвольными модулями над коммутативным кольцом𝐾, тензор

𝑓1(𝑢1) ⊗ … ⊗ 𝑓𝑛(𝑢𝑛) ∈ 𝑊1 ⊗ … ⊗ 𝑊𝑛
полилинейно зависит от векторов (𝑢1, … , 𝑢𝑛) ∈ 𝑈1×…×𝑈𝑛. Поэтому существует единственное
линейное отображение

𝑓1 ⊗ … ⊗ 𝑓𝑛 ∶ 𝑈1 ⊗ … ⊗ 𝑈𝑛 → 𝑊1 ⊗ … ⊗ 𝑊𝑛 ,
𝑢1 ⊗ … ⊗ 𝑢𝑛 ↦ 𝑓1(𝑢1) ⊗ … ⊗ 𝑓𝑛(𝑢𝑛) .

Оно называется тензорным произведением отображений 𝑓𝑖 ∶ 𝑈𝑖 → 𝑊𝑖.

Пример 13.5 (кронекерово произведение матриц)

Рассмотрим векторные пространства 𝑈 и𝑊 с базисами 𝑢1, … , 𝑢𝑛 ∈ 𝑈 и 𝑤1, … ,𝑤𝑚 ∈ 𝑊. Если
линейные операторы 𝑓∶ 𝑈 → 𝑈 и 𝑔 ∶ 𝑊 → 𝑊 имеют в этих базисах матрицы 𝐹 = (𝜑𝑖𝑗) и
𝐺 = (𝛾𝑘𝓁), то матрица оператора 𝑓 ⊗ 𝑔∶ 𝑈 ⊗ 𝑊 → 𝑈 ⊗ 𝑊 в базисе из тензоров 𝑢𝑗 ⊗ 𝑤𝓁 имеет
размеры (𝑚𝑛) × (𝑚𝑛), а её элементы естественно нумеруются упорядоченными парами (𝛼,𝛽),
1 ⩽ 𝛼 ⩽ 𝑛, 1 ⩽ 𝛽 ⩽ 𝑚. Эта матрица называется кронекеровым произведением матриц 𝐹, 𝐺 и
обозначается 𝐹 ⊗ 𝐺. Поскольку

𝑓 ⊗ 𝑔 (𝑢𝑗 ⊗ 𝑤𝓁) = (∑
𝑖
𝑢𝑖𝜑𝑖𝑗) ⊗ (∑

𝑘
𝑤𝑘𝛾𝑘𝓁) = ∑

𝑖,𝑘
𝜑𝑖𝑗𝛾𝑘𝓁 ⋅ 𝑢𝑖 ⊗ 𝑤𝑘 ,

в пересечении (𝑖, 𝑘)-ой строки и (𝑗, 𝓁)-го столбца матрицы 𝐹 ⊗ 𝐺 стоит произведение 𝜑𝑖𝑗𝛾𝑘𝓁. В
лексикографически упорядоченном базисе

𝑢1 ⊗ 𝑤1, … , 𝑢1 ⊗ 𝑤𝑚, 𝑢2 ⊗ 𝑤1, … , 𝑢2 ⊗ 𝑤𝑚, … , 𝑢𝑛 ⊗ 𝑤1, … , 𝑢𝑛 ⊗ 𝑤𝑚
матрица 𝐹 ⊗ 𝐺 имеет блочный вид и состоит из 𝑛2 блоков размера𝑚 × 𝑚, каждый из которых
пропорционален матрице 𝐺:

𝐹 ⊗ 𝐺 = (𝜑𝑖𝑗) ⊗ (𝛾𝑘𝓁) =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝜑11𝐺 𝜑12𝐺 … 𝜑1𝑛𝐺
𝜑21𝐺 𝜑22𝐺 … 𝜑2𝑛𝐺

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜑𝑛1𝐺 𝜑𝑛2𝐺 … 𝜑𝑛𝑛𝐺

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.
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Лемма 13.2

Если гомоморфизм 𝐾-модулей 𝑓∶ 𝑈 ↠ 𝑊 сюрьективен, то для любого 𝐾-модуля 𝑉, гомомор-
физм Id𝑉 ⊗ 𝑓∶ 𝑉 ⊗ 𝑈 → 𝑉 ⊗ 𝑊 тоже сюрьективен.

Доказательство. Образ im(𝑓 ⊗ Id𝑉) содержит все разложимые тензоры 𝑣 ⊗ 𝑤 ∈ 𝑉 ⊗ 𝑊. □

Лемма 13.3

Если ненулевой 𝐾-модуль 𝐹 свободен, то для любого инъективного гомоморфизма 𝐾-модулей
𝑓∶ 𝑈 ↪ 𝑊 гомоморфизм Id𝐹 ⊗ 𝑓∶ 𝐹 ⊗ 𝑈 → 𝐹 ⊗ 𝑊 тоже инъективен.

Доказательство. Если 𝐹 ≃ 𝐾 имеет ранг 1, изоморфизм из предл. 13.4

𝐾 ⊗ 𝑈 ⥲ 𝑈 , 𝑥 ⊗ 𝑢 ↦ 𝑥𝑢 , и 𝐾 ⊗ 𝑊 ⥲ 𝑊 , 𝑦 ⊗ 𝑤 ↦ 𝑦𝑤 ,

отождествляет отображение Id𝐹 ⊗𝑓∶ 𝐾⊗𝑈 → 𝐾⊗𝑊 с исходным 𝑓∶ 𝑈 → 𝑊, инъективным по
условию. Произвольный свободный модуль с базисом 𝐸 является прямой суммой 𝐹 ≃ ⨁𝑒∈𝐸 𝐾𝑒
свободных модулей ранга 1, занумерованных базисными векторами 𝑒 ∈ 𝐸. По предл. 13.7 и
предл. 13.4 модули

𝐹 ⊗ 𝑈 ≃ ⨁𝑒∈𝐸(𝐾𝑒 ⊗ 𝑈) ≃ ⨁𝑒∈𝐸 𝑈𝑒
𝐹 ⊗ 𝑊 ≃ ⨁𝑒∈𝐸(𝐾𝑒 ⊗ 𝑊) ≃ ⨁𝑒∈𝐸𝑊𝑒

(13-14)

являются прямыми суммами занумерованных базисными векторами 𝑒 ∈ 𝐸 одинаковых копий
𝑈𝑒 ≝ 𝐾𝑒 ⊗𝑈 ≃ 𝑈 и𝑊𝑒 ≝ 𝐾𝑒 ⊗𝑊 ≃ 𝑊 модулей 𝑈,𝑊, причём изоморфизмы (13-14) отождеств-
ляют линейное отображение Id𝐹 ⊗ 𝑓 с диагональным отображением ⨁𝑒∈𝐸 𝑈𝑒 → ⨁𝑒∈𝐸 𝑈𝑒, пе-
реводящим последовательность векторов (𝑢𝑒)𝑒∈𝐸 в последовательность векторов (𝑓(𝑢𝑒))𝑒∈𝐸.
При инъективном 𝑓 такое отображение тоже инъективно. □

Предостережение 13.2. Если модуль 𝑉 не свободен, тензорное произведение

Id𝑉 ⊗ 𝑓∶ 𝑉 ⊗ 𝑈 → 𝑉 ⊗ 𝑊

может оказаться не инъективным даже для вложения 𝑓∶ 𝑈 ↪ 𝑊 свободных модулей. Напри-
мер, вложение ℤ-модулей 𝑓∶ ℤ ↪ ℤ, 𝑧 ↦ 2𝑧, при тензорном умножении на тождественный
эндоморфизм модуля ℤ∕(2) превращается в нулевой гомоморфизм ℤ∕(2) → ℤ∕(2), [1]2 ↦ [0]2.

13.4. Тензорноепроизведениемодулей, заданныхобразующимиисоотношениями.Напом-
ню1, что если 𝐾-модуль 𝑉 линейно порождается над 𝐾 векторами 𝑣1, … , 𝑣𝑛, то он изоморфен
фактору 𝐾𝑛∕𝑅𝒗 свободного модуля 𝐾𝑛 по подмодулю 𝑅𝒗 ⊂ 𝐾𝑛 линейных соотношений между
образующими 𝑣𝑖, который состоит из всех таких строк (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝐾𝑛, что∑ 𝑥𝑖𝑒𝑖 = 0 в𝑉. Сле-
дующая далее теор. 13.1 описывает тензорное произведение𝑉1⊗𝑉2 двух представленных таким
способом 𝐾-модулей 𝑉1 ≃ 𝐹1∕𝑅1 и 𝑉2 ≃ 𝐹2∕𝑅2 как фактор свободного модуля 𝐹1 ⊗ 𝐹2 по под-
модулю соотношений, устроенному следующим образом. По лем. 13.3 вложения 𝜄1 ∶ 𝑅1 ↪ 𝐹1 и
𝜄2 ∶ 𝑅2 ↪ 𝐹2 задают вложения 𝜄1 ⊗ Id𝐹2 ∶ 𝑅1 ⊗ 𝐹2 ↪ 𝐹1 ⊗ 𝐹2 и Id𝐹1 ⊗ 𝜄2 ∶ 𝐹1 ⊗ 𝑅2 ↪ 𝐹1 ⊗ 𝐹2,
позволяющие рассматривать тензорные произведения 𝑅1 ⊗ 𝐹2 и 𝐹1 ⊗ 𝑅2 как подмодули сво-
бодного модуля 𝐹 ⊗ 𝐺. Искомый модуль соотношений является линейной оболочкой этих двух
подмодулей и обозначается 𝑅1 ⊗ 𝐹2 + 𝐹1 ⊗ 𝑅2 ⊂ 𝐹1 ⊗ 𝐹2.

1См. пример 6.12 на стр. 87 в http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/algebra-1/2021/lec_06.pdf.

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/algebra-1/2021/lec_06.pdf


13.4. Тензорное произведение модулей, заданных образующими и соотношениями 219

Теорема 13.1

(𝐹1∕𝑅1) ⊗ (𝐹1∕𝑅1) ≃ (𝐹1 ⊗ 𝐹2)∕(𝑅1 ⊗ 𝐹2 + 𝐹1 ⊗ 𝑅2) для любых свободных модулей 𝐹1, 𝐹2 над
произвольным коммутативным кольцом 𝐾 и любых их подмодулей 𝑅1 ⊂ 𝐹1, 𝑅2 ⊂ 𝐹2.

Доказательство. Положим 𝑉1 = 𝐹1∕𝑅1, 𝑉2 = 𝐹2∕𝑅2, 𝑆 = 𝑅1 ⊗ 𝐹2 + 𝐹1 ⊗ 𝑅2 ⊂ 𝐹1 ⊗ 𝐹2. Для любых
𝑓1 ∈ 𝐹1, 𝑓2 ∈ 𝐹2 класс [𝑓1 ⊗ 𝑓2]𝑆 = 𝑓1 ⊗ 𝑓2 (mod 𝑆) ∈ (𝐹1 ⊗ 𝐹2)∕𝑆 зависит только от классов
[𝑓1]𝑅1 = 𝑓1 (mod𝑅1) ∈ 𝑉1 и [𝑓2]𝑅2 = 𝑓2 (mod𝑅2) ∈ 𝑉2, так как для всех 𝑟1 ∈ 𝑅1, 𝑟2 ∈ 𝑅2

(𝑓1 + 𝑟1) ⊗ (𝑓2 + 𝑟2) = 𝑓1 ⊗ 𝑓2 + (𝑟1 ⊗ 𝑓2 + 𝑓1 ⊗ 𝑟2 + 𝑟1 ⊗ 𝑟2) ≡ 𝑓1 ⊗ 𝑓2 (mod 𝑆) .

Поэтому корректно определено билинейное отображение

𝜏∶ 𝑉1 × 𝑉2 → (𝐹1 ⊗ 𝐹2)∕𝑆 , ([𝑓1]𝑅1 , [𝑓2]𝑅2) ↦ [𝑓1 ⊗ 𝑓2]𝑆 , (13-15)

включающееся в коммутативную диаграмму

𝐹1 × 𝐹2
𝜏 //

𝜋1×𝜋2
����

𝐹1 ⊗ 𝐹2
𝜋
����

𝑉1 × 𝑉2
𝜏 // (𝐹1 ⊗ 𝐹2)∕𝑆

где через 𝜏∶ 𝐹1 × 𝐹2 → 𝐹1 ⊗ 𝐹2 обозначено универсальное билинейное отображение, а

𝜋1 ∶ 𝐹1 ↠ 𝑉1 , 𝜋2 ∶ 𝐹2 ↠ 𝑉2 , 𝜋∶ 𝐹1 ⊗ 𝐹2 ↠ (𝐹1 ⊗ 𝐹2)∕𝑆

суть линейные проекции на факторы. Покажем, что отображение (13-15) универсально. Для
любого билинейного отображения 𝜑∶ 𝑉1 × 𝑉2 → 𝑊 композиция

𝜑 ∘ (𝜋1 × 𝜋2) ∶ 𝐹1 × 𝐹2 → 𝑊 , (𝑓1, 𝑓2) ↦ 𝜑 ([𝑓1]𝑅1 , [𝑓2]𝑅2) ,

тоже билинейна. Поэтому существует единственное такое линейное отображение

𝜓∶ 𝐹1 ⊗ 𝐹2 → 𝑊 ,

что 𝜓 ∘ 𝜏 = 𝜑 ∘ (𝜋1 × 𝜋2), т. е. мы имеем коммутативную диаграмму

𝐹1 × 𝐹2
𝜏 //

𝜋1×𝜋2
����

𝐹1 ⊗ 𝐹2
𝜋
���� 𝜓

��

𝑉1 × 𝑉2
𝜏 //

𝜑
**

(𝐹1 ⊗ 𝐹2)∕𝑆

𝜓
%%
𝑊 .

(13-16)

Поскольку для всех 𝑓1 ∈ 𝐹1, 𝑓2 ∈ 𝐹2 выполняется равенство 𝜓(𝑓1 ⊗ 𝑓2) = 𝜑 ([𝑓1]𝑅1 , [𝑓2]𝑅2), отоб-
ражение 𝜓 аннулирует оба линейно порождающих 𝑆 подмодуля 𝑅1 ⊗ 𝐹2,𝐹1 ⊗ 𝑅2 ⊂ 𝐹1 ⊗ 𝐹2 и
факторизуется до линейного отображения 𝜓∶ (𝐹1 ⊗ 𝐹2)∕𝑆 → 𝑊, удовлетворяющего соотно-

шению 𝜓 ∘ 𝜋 ∘ 𝜏 = 𝜑 ∘ (𝜋1 × 𝜋2). Поэтому 𝜓 ∘ 𝜏 ∘ (𝜋1 × 𝜋2) = 𝜓 ∘ 𝜋 ∘ 𝜏 = 𝜑 ∘ (𝜋1 × 𝜋2). Так как
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проекция𝜋1×𝜋2 сюрьективна,𝜑 = 𝜓∘𝜏. Остаётся проверить, что любое линейное отображение
𝜂∶ (𝐹1 ⊗ 𝐹2)∕𝑆 → 𝑊, удовлетворяющее соотношению 𝜑 = 𝜂 ∘ 𝜏, совпадает с 𝜓. Поскольку

𝜂 ∘ 𝜋 ∘ 𝜏 = 𝜂 ∘ 𝜏 ∘ (𝜋1 × 𝜋2) = 𝜑 ∘ (𝜋1 × 𝜋2) = 𝜓 ∘ 𝜋 ∘ 𝜏 ,

универсальное свойство отображения 𝜏 влечёт равенство 𝜂∘𝜋 = 𝜓∘𝜋. Равенство 𝜂 = 𝜓 вытекает
из него силу сюрьективности проекции 𝜋. □

Пример 13.6 (тензорные произведения абелевых групп)

Из теор. 13.1 вытекает, что для любых𝑚, 𝑛 ∈ ℤ

ℤ
(𝑚) ⊗ℤ

ℤ
(𝑛) ≃ ℤ ⊗ℤ ℤ

(𝑚) ⊗ℤ ℤ + ℤ ⊗ℤ (𝑛) ≃ ℤ
(𝑚, 𝑛) = ℤ

(нод(𝑚, 𝑛)) ,

где предпоследнее равенство задаётся изоморфизмом из предл. 13.4 на стр. 213. При помощи
изоморфизмов дистрибутивности из предл. 13.7 на стр. 216 это позволяет вычислить все тен-
зорные произведения конечно порождённых абелевых групп.

13.5. Тензорное произведение алгебр. Если 𝐾-модули 𝐴 и 𝐵 являются ассоциативными 𝐾-ал-
гебрами1, то на их тензорном произведении 𝐴 ⊗𝐾 𝐵 имеется естественная структура алгебры,
задаваемая покомпонентным перемножением разложимых тензоров

(𝑎1 ⊗ 𝑏1) ⋅ (𝑎2 ⊗ 𝑏2) ≝ (𝑎1𝑎2) ⊗ (𝑏1𝑏2) (13-17)

продолженнымна линейные комбинации разложимых тензоров по дистрибутивности. В самом
деле, при фиксированных 𝑎 ∈ 𝐴 и 𝑏 ∈ 𝑏 тензор (𝑎𝑥) ⊗ (𝑏𝑦) билинеен по 𝑥 ∈ 𝐴 и 𝑦 ∈ 𝐵, и стало
быть, корректно определено линейное отображение

𝜆𝑎⊗𝑏 ∶ 𝐴 ⊗ 𝐵 → 𝐴 ⊗ 𝐵 , 𝑥 ⊗ 𝑦 ↦ (𝑎𝑥) ⊗ (𝑏𝑦) ,

билинейно зависящее от𝑎 ∈ 𝐴и 𝑏 ∈ 𝑏. Поэтомуправило𝑎⊗𝑏 ↦ 𝜆𝑎⊗𝑏 корректно продолжается
до линейного отображения

𝜆∶ 𝐴 ⊗ 𝐵 → End𝐾(𝐴 ⊗ 𝐵) , 𝑡 ↦ 𝜆𝑡 ,

сопоставляющего каждому тензору 𝑡∶ 𝐴 ⊗ 𝐵 линейный оператор 𝜆𝑡 ∶ 𝐴 ⊗ 𝐵 → 𝐴 ⊗ 𝐵 левого
умножения на этот тензор так, что разложимые тензоры перемножаются по формуле (13-17).
Если алгебры 𝐴 и 𝐵 ассоциативны, то и алгебра 𝐴⊗𝐵 ассоциативна, поскольку на разложимых
тензорах проверка ассоциативности сводится к покомпонентной её проверке отдельно в каж-
домтензорноммножителе. Если в алгебрах𝐴и𝐵 есть единицы1𝐴 ∈ 𝐴и1𝐵 ∈ 𝐵, тоих тензорное
произведение 1𝐴⊗1𝐵 является единицей алгебры𝐴⊗𝐵, поскольку умножение на 1𝐴⊗1𝐵 тож-
дественно действует на разложимые тензоры. Если алгебры 𝐴 и 𝐵 коммутативны, то алгебра
𝐴 ⊗ 𝐵 тоже коммутативна.

Пример 13.7 (многочлены, продолжение прим. 13.2 на стр. 213)

Построенный в прим. 13.2 на стр. 213 изоморфизм 𝐾-модулей

𝐾[𝑥]⊗𝑛 = 𝐾[𝑥] ⊗ … ⊗ 𝐾[𝑥] ⥲ 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] , 𝑥𝑚1 ⊗ … ⊗ 𝑥𝑚𝑛 ↦ 𝑥𝑚1
1 … 𝑥𝑚𝑛𝑛 ,

является изоморфизмом𝐾-алгебр, где структура алгебры на𝐾[𝑥]⊗𝑛 задаётся покомпонентным
умножением разложимых тензоров, а алгебра многочленов 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] рассматривается со
своей стандартной структурой.

1См. n∘ 5.2 на стр. 90.
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Пример 13.8 (тензорное произведение полей)

Пусть поле 𝕂 = 𝕜[𝑥]∕(𝑓) получается из поля 𝕜 присоединением корня1 неприводимого в 𝕜[𝑥]
сепарабельного2 многочлена 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥], который над некоторым другим полем 𝔽 ⊃ 𝕜 расклады-
вается в произведение 𝑓 = 𝑔1 …𝑔𝑚 неприводимых в 𝔽[𝑥] многочленов 𝑔𝑖 ∈ 𝔽[𝑥]. Обозначим
через 𝕃𝑖 = 𝔽[𝑥]∕ (𝑔𝑖) поля, получающиеся из 𝔽 присоединением корней этих многочленов. В
теории чисел и теории Галуа важную роль играет изоморфизм 𝕜-алгебр

𝕂 ⊗𝕜 𝔽 ⥲ 𝕃1 × … × 𝕃𝑚 , [ℎ]𝑓 ⊗ 𝑧 ↦ ([𝑧ℎ]𝑔1 , … , [𝑧ℎ]𝑔𝑚) , (13-18)

который является композицией изоморфизма

𝕂 ⊗𝕜 𝔽 ≃ 𝔽[𝑥]∕(𝑓) , [ℎ]𝑓 ⊗ 𝑧 ↦ [𝑧ℎ]𝑓 , (13-19)

и изоморфизма 𝔽[𝑥]∕(𝑓) ⥲ 𝕃1 × … × 𝕃𝑚 , [ℎ]𝑓 ↦ ([ℎ]𝑔1 , … , [ℎ]𝑔𝑚), из китайской теоремы

об остатках3, которая имеет место, поскольку в силу сепарабельности многочлена 𝑓 неприво-
димые многочлены 𝑔𝑖 попрано различны и, тем самым, взаимно просты в 𝔽[𝑥].

Упражнение 13.5. Убедитесь, что отображение (13-19) корректно определено и является го-
моморфизмом 𝕜-алгебр.

Для доказательства того, что гомоморфизм (13-19) является изоморфизмом, достаточно убе-
диться, что 𝕜-билинейное отображение векторных пространств над 𝕜

𝜏∶ 𝕂 × 𝔽 → 𝔽[𝑥]∕(𝑓) , ([ℎ]𝑓, 𝑧) ↦ [𝑧ℎ]𝑓 ,

универсально. Но для любого 𝕜-билинейного отображения 𝜑∶ 𝕂 × 𝔽 → 𝑊 линейное над 𝕜
отображение 𝜑∶ 𝔽[𝑥]∕(𝑓) → 𝑊 со свойством 𝜑 ∘ 𝜏 = 𝜑 обязано действовать по правилу

[𝑧0 + 𝑧1𝑥 + … + 𝑧𝑚𝑥𝑚]𝑓 ↦ 𝜑([1]𝑓, 𝑧0) + 𝜑([𝑥]𝑓, 𝑧1) + … + 𝜑([𝑥𝑚]𝑓, 𝑧𝑚) ,

где 𝑧0, 𝑧1, … , 𝑧𝑚 ∈ 𝔽.

Упражнение 13.6. Убедитесь, что это правило и впрямь корректно задаёт 𝕜-линейное отобра-
жение 𝔽[𝑥]∕(𝑓) → 𝑊.

1См. n∘ 2.3.1 на стр. 44.
2См. n∘ 2.3.4 на стр. 47.
3См. теор. 2.2 на стр. 46.
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Всюду в этом параграфе через 𝑉 обозначается векторное пространство над произвольным по-
лем 𝕜.

14.1. Тензорные степени, свёртки и полилинейные формы. Тензорное произведение 𝑛 эк-
земпляров векторного пространства 𝑉 с самим собой 𝑉⊗𝑛 = 𝑉 ⊗ … ⊗ 𝑉 называется 𝑛-той
тензорной степенью пространства 𝑉. Мы по определению полагаем 𝑉⊗0 = 𝕜 и 𝑉⊗1 = 𝑉. Из
универсального свойства тензорного произведения1 вытекает, что двойственное к 𝑉⊗𝑛 про-
странство 𝑉⊗𝑛∗

линейных функций 𝑉⊗𝑛 → 𝕜 канонически изоморфно пространству 𝑛-линей-
ных форм на 𝑉, т. е. отображений 𝑉 × … × 𝑉 → 𝕜, линейных по каждому из 𝑛 аргументов. С
другой стороны, между пространствами 𝑉⊗𝑛 и 𝑉∗⊗𝑛 = 𝑉∗ ⊗ … ⊗ 𝑉∗ имеется каноническое
билинейное спаривание, сопоставляющее разложимым тензорам 𝑣 = 𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛 ∈ 𝑉⊗𝑛 и
𝜉 = 𝜉1 ⊗ … ⊗ 𝜉𝑛 ∈ 𝑉∗⊗𝑛 их полную свёртку

⟨ 𝑣 , 𝜉 ⟩ ≝ ∏
𝑛
𝑖=1⟨ 𝑣𝑖 , 𝜉𝑖 ⟩ , (14-1)

где ⟨ 𝑣𝑖 , 𝜉𝑖 ⟩ = 𝜉𝑖(𝑣) = ev𝑣(𝜉) ∈ 𝕜— результат вычисления ковектора 𝜉𝑖 на векторе 𝑣𝑖. Так как
правая часть (14-1) полилинейнапо всем𝑣𝑖 и 𝜉𝑖, правило𝑣 ↦ ⟨ 𝑣 , 𝜉 ⟩прификсированном 𝜉 кор-
ректно задаёт линейный функционал 𝑉⊗𝑛 → 𝕜, который полилинейно зависит от 𝜉𝑖. Сопостав-
ляя разложимому тензору 𝜉 ∈ 𝑉∗⊗𝑛 такой функционал, мы получаем корректно определённое
линейное отображение

𝑉∗⊗𝑛 → 𝑉⊗𝑛∗ , 𝜉 ↦ (𝑣 ↦ ⟨ 𝜉 , 𝑣 ⟩) . (14-2)

Предложение 14.1

Для конечномерного пространства 𝑉 линейное отображение (14-2) является изоморфизмом.

Доказательство. Выберем двойственные базисы 𝑒1, … , 𝑒𝑛 в 𝑉 и 𝑥1, … , 𝑥𝑛 в 𝑉∗ и рассмотрим
в 𝑉⊗𝑛 и 𝑉∗⊗𝑛 соответствующие базисы из тензорных мономов 𝑒𝑖1 ⊗ … ⊗ 𝑒𝑖𝑟 и 𝑥𝑗1 ⊗ … ⊗ 𝑥𝑗𝑠 .
Из соотношений ⟨ 𝑥𝑖 , 𝑒𝑗 ⟩ = 𝛿𝑖𝑗 и формулы (14-1) очевидно, что это двойственные базисы. □

Следствие 14.1

Для конечномерного пространства 𝑉 пространство 𝑉∗⊗𝑛 канонически изоморфно простран-
ству 𝑛-линейных форм 𝑉 × … × 𝑉 → 𝕜. При этом изоморфизме каждый разложимый тензор
𝜉1 ⊗ … ⊗ 𝜉𝑛 ∈ 𝑉∗⊗𝑛 переходит 𝑛-линейную форму (𝑣1, … , 𝑣𝑛) ↦ ∏𝑛

𝑖=1⟨ 𝜉𝑖 , 𝑣𝑖 ⟩.

Доказательство. Это композиция изоморфизма (14-2) с упомянутым выше изоморфизмом про-
странства 𝑉⊗𝑛∗

с пространством 𝑛-линейных форм 𝑉 × … × 𝑉 → 𝕜, вытекающим из универ-
сального свойства тензорного произведения2. □

14.1.1. Частичные свёртки. Фиксируем два инъективных, но не обязательно монотонных
отображения 𝐼∶ {1, … ,𝑚} ↪ {1, … , 𝑝} и 𝐽∶ {1, … ,𝑚} ↪ {1, … , 𝑞}, которые будем записы-
вать последовательностями из𝑚 не повторяющихся индексов 𝐼 = (𝑖1, … , 𝑖𝑚) и 𝐽 = (𝑗1, … , 𝑗𝑚),

1См. предл. 13.1 на стр. 212.
2Обратите внимание, что этот изоморфизм имеет место для любых, в том числе и бесконечномерных
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где 𝑖𝜈 = 𝐼(𝜈), 𝑗𝜈 = 𝐽(𝜈). Линейный оператор 𝑐𝐼𝐽 ∶ 𝑉∗⊗𝑝 ⊗ 𝑉⊗𝑞 → 𝑉∗⊗(𝑝−𝑚) ⊗ 𝑉⊗(𝑞−𝑚), свора-

чивающий 𝑖𝜈-й сомножитель произведения 𝑉∗⊗𝑝 с 𝑗𝜈-м сомножителем произведения 𝑉⊗𝑞 для
каждого 𝜈 = 1, … ,𝑚 и оставляющий все остальные сомножители в том же порядке:

(𝜉1 ⊗ … ⊗ 𝜉𝑝) ⊗ (𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑞) ↦ (∏
𝑚
𝜈=1⟨ 𝜉𝑖𝜈 , 𝑣𝑗𝜈 ⟩) ⋅ (⨂𝑖∉𝐼 𝜉𝑖) ⊗ (⨂𝑗∉𝐽 𝑣𝑗) , (14-3)

называется частичной свёрткой по индексам 𝐼, 𝐽. Подчеркнём, что разные отображения 𝐼, 𝐽
обычно задают разные частичные свёртки.

Пример 14.1 (свертка вектора с полилинейной формой)

Интерпретируем 𝑛-линейнуюформу𝜑∶ 𝑉×…×𝑉 → 𝕜 при помощи задаваемого полной свёрт-

кой изоморфизма (14-2) как тензор 𝜑 ∈ 𝑉∗⊗𝑛 и свернём его по первому тензорному сомно-
жителю с вектором 𝑣 ∈ 𝑉. Получится тензор из 𝑉∗⊗(𝑛−1), задающий (𝑛 − 1)-линейную форму
𝑉 × … × 𝑉 → 𝕜, которая называется внутренним произведением вектора 𝑣 с полилинейной
формой 𝜑 и обозначается 𝑖𝑣𝜑 или 𝑣⌞𝜑. Покажем, что для всех 𝑤1, … ,𝑤𝑛−1 ∈ 𝑉

𝑖𝑣𝜑(𝑤1, … ,𝑤𝑛−1) = 𝜑(𝑣, 𝑤1, … ,𝑤𝑛−1) .

Так как равенство линейно по 𝜑, его достаточно проверить на линейно порождающих 𝑉∗⊗𝑛

разложимых тензорах 𝜑 = 𝜑1 ⊗ … ⊗ 𝜑𝑛 ∈ 𝑉∗⊗𝑛, а для них оно верно:

𝑖𝑣𝜑(𝑤1, … ,𝑤𝑛−1) = ⟨𝜑1 , 𝑣 ⟩ ⋅ ∏𝜈⩾2⟨𝜑𝜈 , 𝑤𝜈 ⟩ = 𝜑(𝑣, 𝑤1, … ,𝑤𝑛−1) .

14.1.2. Линейный носитель тензора. Пусть 𝑡 ∈ 𝑉⊗𝑛. Пересечение всех таких векторных
подпространств𝑈 ⊂ 𝑉, что 𝑡 ∈ 𝑈⊗𝑛, называется линейным носителем тензора 𝑡 и обозначается
supp 𝑡 ⊂ 𝑉. Иначе носитель можно охарактеризовать как такое наименьшее и по включению,
и по размерности подпространство 𝑈 ⊂ 𝑉, что 𝑡 ∈ 𝑈⊗𝑛. Эквивалентность всех этих описаний
вытекает из равенства 𝑈⊗𝑛 ∩ 𝑊⊗𝑛 = (𝑈 ∩ 𝑊)⊗𝑛.

Упражнение 14.1. Докажите это равенство.

Размерность носителя называется рангом тензора и обозначается rk 𝑡 ≝ dim supp 𝑡. Тензор 𝑡
называется вырожденным, если rk 𝑡 < dim𝑉. Это означает, что некоммутативный многочлен 𝑡
«зависит» от меньшего, чем dim𝑉, числа «переменных», и лишние переменные можно убрать
подходящей линейной заменой координат. Например, если dim supp 𝑡 = 1, то 𝑡 = 𝑐 ⋅ 𝑣⊗𝑛 для
некоторых 𝑐 ∈ 𝕜 и 𝑣 ∈ 𝑉.

Явно указать векторы, линейно порождающие supp 𝑡 над 𝕜 можно при помощи частичных
свёрток. Для каждой последовательности 𝐽 = (𝑗1, … , 𝑗𝑛−1) из 𝑛−1 не повторяющихся индексов1

1 ⩽ 𝑗𝜈 ⩽ 𝑛 обозначим через

𝑡𝐽 ∶ 𝑉∗⊗(𝑛−1) → 𝑉 , 𝜉 ↦ 𝑐1,…,(𝑛−1)
𝑗1,…,𝑗𝑛−1

(𝜉 ⊗ 𝑡) , (14-4)

полную свёртку с тензором 𝑡, которая спаривает 𝜈-й сомножитель произведения 𝑉∗⊗(𝑛−1) с 𝑗𝜈-м
сомножителем тензора 𝑡 для всех 1 ⩽ 𝜈 ⩽ (𝑛−1). Если записать 𝑡 в виде суммыразложимых тен-
зоров вида 𝑣1 ⊗ … ⊗𝑣𝑛, то результатом такой свёртки будет линейная комбинация векторов 𝑣𝑖
с 𝑖 ∉ 𝐽. Очевидно, что она лежит в supp 𝑡.

1Ещё раз подчеркнём, что индексы не обязаны возрастать или убывать.
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Теорема 14.1

Пространство supp 𝑡 линейно порождается образами всех свёрток (14-4).

Доказательство. Обозначим supp 𝑡 через𝑊 ⊂ 𝑉. Достаточно доказать, каждая линейная форма
𝜉 ∈ 𝑉∗, аннулирующая образы всех свёрток (14-4), аннулирует подпространство 𝑊. Предпо-
ложим противное: пусть ковектор 𝜉 ∈ 𝑉∗ имеет ненулевое ограничение на𝑊, но аннулирует

𝑡𝐽 (𝑉
∗⊗(𝑛−1)

) для всех 𝐽. Выберем в 𝑉∗ базис 𝜉1, … , 𝜉𝑑, в котором 𝜉1 = 𝜉 и ограничения ко-

векторов 𝜉1, … , 𝜉𝑘 на𝑊 образуют базис в𝑊∗. Обозначим через𝑤1, … ,𝑤𝑘 двойственный базис
пространства𝑊 и разложим 𝑡 по этому базису. Значение 𝜉(𝑡𝐽(𝜉𝑖1 ⊗ … ⊗ 𝜉𝑖𝑛−1

)) равно полной
свёртке тензора 𝑡 с базисным тензорным мономом 𝜉𝑖1 ⊗ … ⊗ 𝜉𝑖𝑛−1

⊗ 𝜉1 по всем 𝑛 тензорным

сомножителям в томпорядке, которыйпредписан последовательностью1 𝐽. Получающееся в ре-
зультате этой свёртки число равно коэффициенту, с которым соответствующий двойственный
тензорный моном2 от базисных векторов 𝑤𝑖 входит в разложение 𝑡. Подбирая надлежащие 𝐽,
можно получить коэффициент при любом содержащем 𝑤1 мономе, входящем в разложение 𝑡.
Тем самым, все они нулевые, т. е. 𝑤1 ∉ supp 𝑡 вопреки нашему выбору. □

14.2. Тензорная, симметрическая и внешняя алгебры. Тензорное умножение векторов зада-
ёт на бесконечной прямой сумме 𝑇𝑉 ≝ ⨁𝑛⩾0 𝑉⊗𝑛 структуру ассоциативной некоммутативной
градуированной3 𝕜-алгебры. Она называется тензорной или свободной ассоциативной алгеб-
рой векторного пространства 𝑉. Если зафиксировать в 𝑉 базис 𝐸 ⊂ 𝑉, то по предл. 13.3 на
стр. 213 моном 1 ∈ 𝑉⊗0 и всевозможные тензорные мономы

𝑒1 ⊗ … ⊗ 𝑒𝑚 , где 𝑒𝑖 ∈ 𝐸 , 𝑚 ∈ ℕ , (14-5)

составят базис векторного пространства 𝑇𝑉. Умножение мономов (14-5) заключается в припи-
сывании их друг к другу через знак ⊗, моном 1 служит единицей. Таким образом, фиксация
базиса 𝐸 в 𝑉 отождествляет алгебру 𝑇𝑉 с алгеброй многочленов от не коммутативных перемен-
ных 𝑒 ∈ 𝐸. Каждое прямое слагаемое 𝑉⊗𝑛 ⊂ 𝑇𝑉 при этом отождествляется с пространством од-
нородных многочленов степени 𝑛. Вложение векторного пространства 𝑉 в алгебру 𝑉 в качестве
подпространства 𝑉⊗1 ⊂ 𝑇𝑉 обозначается 𝜄∶ 𝑉 ↪ 𝑇𝑉 и обладает следующим универсальным
свойством.

Предложение 14.2 (универсальное свойство тензорной алгебры)

Для любого линейного отображения 𝑓∶ 𝑉 → 𝐴 пространства 𝑉 в ассоциативную 𝕜-алгебру 𝐴
существует единственный такой гомоморфизм 𝕜-алгебр 𝛼∶ 𝑇𝑉 → 𝐴, что 𝑓 = 𝛼 ∘ 𝜄. Другими
словами, гомоморфизмы 𝕜-алгебр 𝑇𝑉 → 𝐴 находятся в канонической биекции с линейными
отображениям 𝑉 → 𝐴.

Доказательство. Искомый гомоморфизм 𝛼 должен переводить каждый разложимый тензор

𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛 ∈ 𝑇𝑉
1Т. е. 𝑗𝜈-й сомножитель тензора 𝑡 сворачивается с 𝜉𝑖𝜈 при 1 ⩽ 𝜈 ⩽ 𝑛−1, а оставшийся в 𝑡 сомножитель

с номером {1, … ,𝑛} −𝐽 сворачивается с 𝜉1.
2𝑗𝜈-й множитель этого монома равен 𝑤𝑖𝜈 при 1 ⩽ 𝜈 ⩽ 𝑛 − 1, а оставшийся сомножитель с номером

{1, … ,𝑛} −𝐽 равен𝑤1.
3Алгебра𝐴надкоммутативнымкольцом𝐾 называется градуированной, еслионаявляетсяпрямойсум-

мой 𝐾-модулей 𝐴 = ⨁𝑛⩾0 𝐴𝑛 и для всех 𝑘,𝑚 произведение 𝐴𝑘𝐴𝑚 ⊂ 𝐴𝑘+𝑚.
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в произведение 𝑓(𝑣1) … 𝑓(𝑣𝑛) ∈ 𝐴. Так как это произведение линейно по каждому 𝑣𝑖, отображе-
ния 𝛼𝑛 ∶ 𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛 ↦ 𝑓(𝑣1) … 𝑓(𝑣𝑛) корректно задают линейное отображение 𝛼∶ 𝑇𝑉 → 𝐴
переводящее конечную сумму ∑𝑘 𝑡𝑘 однородных тензоров 𝑡𝑘 ∈ 𝑉⊗𝑘 в сумму ∑𝑘 𝛼𝑘(𝑡𝑘) ∈ 𝐴, где
𝛼0 ∶ 𝑉0 → 𝐴 переводит единицу в единицу. □

Упражнение 14.2. Убедитесь, что 𝕜-алгебра 𝑇𝑉 вместе с вложением 𝜄∶ 𝑉 ↪ 𝑇𝑉 определяются
своим универсальным свойством однозначно с точностью до единственного изоморфизма
𝕜-алгебр, перестановочного с вложением 𝜄.
14.2.1. Идеалывнекоммутативномкольце. В некоммутативном кольце𝑅 бывают идеалы

трёх типов. Подкольцо 𝐼 ⊂ 𝑅 называется левым идеалом, если 𝑥𝑎 ∈ 𝐼 для всех 𝑎 ∈ 𝐼, 𝑥 ∈ 𝑅.
Симметричным образом, 𝐼 ⊂ 𝑅 называется правым идеалом, если 𝑎𝑥 ∈ 𝐼 при любых 𝑎 ∈ 𝐼 и
𝑥 ∈ 𝑅. Идеал 𝐼 ⊂ 𝑅 называется двусторонним, если он одновременно и левый, и правый. Иначе
двусторонние идеалы можно охарактеризовать как ядра гомоморфизмов (некоммутативных)
колец. Действительно, если элемент 𝑎 ∈ 𝑅 аннулируется гомоморфизмом 𝜑∶ 𝑅 → 𝑆, то для
любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 выполняется равенство𝜑(𝑥𝑎𝑦) = 𝜑(𝑥)𝜑(𝑎)𝜑(𝑦) = 0. Наоборот, если аддитивная
подгруппа 𝐼 ⊂ 𝑅 является двусторонним идеалом, то правило [𝑎][𝑏] ≝ [𝑎𝑏] корректно задаёт на
аддитивной абелевой фактор группе1 𝑅∕𝐼 умножение, ибо для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼

(𝑎 + 𝑥)(𝑏 + 𝑦) = 𝑎𝑏 + (𝑎𝑦 + 𝑥𝑏 + 𝑥𝑦) ≡ 𝑎𝑏 (mod 𝐼)

(обратите внимание, что для одностороннего идеала последнее сравнение может не имеет ме-
ста). Относительно такого умножения фактор𝑅∕𝐼 становится кольцом, а аддитивный гомомор-
физм фактризации 𝑅 ↠ 𝑅∕𝐼— гомоморфизмом колец с ядром 𝐼.

Из теоремы о строении гомоморфизма групп2 вытекает, что каждый гомоморфизм колец
𝜑∶ 𝑅 → 𝑆 является композицией эпиморфизма факторизации 𝑅 ↠ 𝑅∕ker𝜑 ≃ im𝜑 и вложения
𝑅∕ker𝜑 ≃ im𝜑 ↪ 𝑆.

Алгебры обычных и грассмановых многочленов являются факторами тензорной алгебры
по двусторонним идеалам, порождённым соотношениями коммутирования и антикоммути-
рования.

14.2.2. Симметрическая алгебра.Обозначим через ℐcom ⊂ 𝑇𝑉 двусторонний идеал, порож-
дённый всевозможнымиразностями𝑢⊗𝑤−𝑤⊗𝑢 ∈ 𝑉⊗𝑉, где𝑢,𝑤 ∈ 𝑉. Он состоит из конечных
линейных комбинаций тензоров, которые можно получить умножая эти разности слева и спра-
ва на любые элементы из 𝑇𝑉 и является прямой сумой однородных компонент:

ℐcom = ⨁𝑛⩾2(ℐcom ∩ 𝑉⊗𝑛) ,

где каждое пересечение ℐcom ∩ 𝑉⊗𝑛 линейно порождается разностями вида

( … ⊗ 𝑣 ⊗ 𝑤 ⊗ … ) − ( … ⊗ 𝑤 ⊗ 𝑣 ⊗ … ) , (14-6)

и обозначенные многоточиями соответственные фрагменты произведений одинаковы. Фактор
алгебра 𝑆𝑉 ≝ 𝑇𝑉 ∕ℐcom называется симметрической или свободной коммутативной алгеброй
пространства𝑉. Умножение, индуцированное в ней тензорнымпроизведением векторов, назы-
вается коммутативным умножением и обозначается точкой, которую, как правило, опускают.

1См. опр. 10.2 на стр. 185.
2См. сл. 10.4 на стр. 185.
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Как векторное пространство симметрическая алгебра является прямой суммой своих однород-
ных компонент: 𝑆𝑉 = ⨁𝑛⩾0 𝑆𝑛𝑉, где 𝑆𝑛𝑉 ≝ 𝑉⊗𝑛∕(ℐcom ∩ 𝑉⊗𝑛). Пространство 𝑆𝑛𝑉 называется
𝑛-й симметрической степенью пространства 𝑉 и по построению порождается коммутативными
произведениями 𝑣1 … 𝑣𝑛, где 𝑣𝑖 ∈ 𝑉. Обратите внимание, что 𝑆0𝑉 = 𝕜 и 𝑆1𝑉 = 𝑉. Включение
пространства 𝑉 в алгебру 𝑆𝑉 в качестве прямого слагаемого 𝑆1𝑉 обозначается 𝜄∶ 𝑉 ↪ 𝑆𝑉 и
обладает универсальным свойством, аналогичным предл. 14.2.

Упражнение 14.3 (универсальное свойство алгебры 𝑆𝑉). Убедитесь, что для любого линей-
ного отображения 𝑓∶ 𝑉 → 𝐶 пространства 𝑉 в произвольную коммутативную 𝕜-алгебру 𝐶
имеется единственный такой гомоморфизм 𝕜-алгебр ̃𝑓∶ 𝑆𝑉 → 𝐶, что 𝑓 = ̃𝑓 ∘ 𝜄, причём вло-
жение 𝜄∶ 𝑉 ↪ 𝑆𝑉 определяются этим свойством однозначно с точностью до единственного
перестановочного с 𝜄 изоморфизма 𝕜-алгебр.

Для любого базиса 𝐸 ⊂ 𝑉 алгебра 𝕜[𝐸] многочленов от переменных 𝑒 ∈ 𝐸 и вложение 𝑉 ↪ 𝕜[𝐸]
в качестве подпространства многочленов степени 1 тоже обладает универсальным свойством
из упр. 14.3.

Упражнение 14.4. Убедитесь, что для любой коммутативной алгебры 𝐶 имеется каноническая
биекция между отображениями множеств 𝐸 → 𝐶 и гомоморфизмами 𝕜-алгебр 𝕜[𝐸] → 𝐶.

Мы заключаем, что для каждого базиса 𝐸 ⊂ 𝑉 существует единственный изоморфизм алгебр
𝕜[𝐸] ⥲ 𝑆𝑉, переводящий каждый базисный моном 𝑒𝑚1

1 … 𝑒𝑚𝑘
𝑘 ∈ 𝕜[𝐸] в коммутативное про-

изведение 𝑒𝑚1
1 … 𝑒𝑚𝑘

𝑘 ∈ 𝑇𝑉 соответствующих базисных векторов пространства 𝑉 в тензорной
алгебре 𝑇𝑉. В частности, такие произведения составляют базис симметрической алгебры как
векторного пространства над полем 𝕜.

Упражнение 14.5. Найдите dim 𝑆𝑛𝑉, если dim𝑉 = 𝑑.

Пример 14.2 (полиномиальные функции на пространстве 𝑉)

В силу универсального свойства симметрической алгебры, задаваемое каждым вектором 𝑣 ∈ 𝑉
отображение вычисления на нём линейных форм ev𝑣 ∶ 𝑉∗ → 𝕜, 𝜑 ↦ 𝜑(𝑣), однозначно продол-
жается до гомоморфизма коммутативных 𝕜-алгебр ev𝑣 ∶ 𝑆𝑉∗ → 𝕜, переводящего разложимый
полином 𝜑1 …𝜑𝑛 ∈ 𝑆𝑛𝑉∗, где 𝜑𝑖 ∈ 𝑉∗, в ∏𝑖 𝜑𝑖(𝑣). Если выбрать в 𝑉 и 𝑉∗ двойственные базисы
𝑒1, … , 𝑒𝑑 и 𝑥1, … , 𝑥𝑑, что позволит записывать элементы 𝑓 ∈ 𝑆𝑉∗ как многочлены 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛),
а векторы 𝑣 ∈ 𝑉 как строки их координат, то результат вычисления ev𝑣(𝑓) многочлена 𝑓 на век-
торе 𝑣 равен числу, получающемуся подстановкой в 𝑓 вместо переменных значений координат
вектора 𝑣. По этой причине симметрическую алгебру 𝑆𝑉∗ называют алгеброй многочленов на
пространстве 𝑉.

Пример 14.3 (симметричные полилинейные отображения)

Полилинейное отображение 𝜑∶ 𝑉 × … × 𝑉 → 𝑊 называется симметричным, если

𝜑(𝑣𝑔1 , … , 𝑣𝑔𝑛) = 𝜑(𝑣1, … , 𝑣𝑛)

для всех перестановок (𝑔1, … ,𝑔𝑛) ∈ 𝑆𝑛. В силу универсального свойства тензорного произве-
дения, каждое полилинейное отображение 𝑓 единственным образом раскладывается в компо-
зицию тензорного умножения 𝜏∶ 𝑉 × … × 𝑉 → 𝑉⊗𝑛 и линейного отображения

𝜑∶ 𝑉⊗𝑛 → 𝑊 , 𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛 ↦ 𝜑(𝑣1, … , 𝑣𝑛) .
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Если отображение 𝜑 симметрично, то все линейно порождающие пространство ℐcom ∩𝑉⊗𝑛 раз-
ности (14-6) лежат в ker𝜑, поскольку

𝜑( … ⊗ 𝑣 ⊗ 𝑤 ⊗ … − … ⊗ 𝑤 ⊗ 𝑣 ⊗ …) = 𝜑(… , 𝑣,𝑤, …) − 𝜑(… ,𝑤, 𝑣, …) = 0 .

Тем самым, 𝜑 корректно факторизуется до линейного отображения

𝜑∶ 𝑆𝑛𝑉 = 𝑉⊗𝑛∕(ℐcom ∩ 𝑉⊗𝑛) → 𝑊 .

Мы заключаем, что коммутативное умножение векторов 𝜎∶ 𝑉×…×𝑉 → 𝑆𝑛𝑉 является универ-
сальным симметричным полилинейным отображением в том смысле, что каждое симметрич-
ное полилинейное отображение 𝜑∶ 𝑉 × … × 𝑉 → 𝑊 единственным способом раскладывается
в композицию 𝜑 = 𝜑𝜎, где 𝜑∶ 𝑆𝑛𝑉 → 𝑊 линейно.

Упражнение 14.6.Покажите, чтокоммутативное умножениевекторовопределяется этимсвой-
ством однозначно с точностью до единственного линейного изоморфизма, перестановоч-
ного с коммутативным умножением векторов.

Следствие 14.2

Пространство симметричных 𝑛-линейных форм 𝑉 × … ×𝑉 → 𝕜 канонически двойственно про-
странству 𝑆𝑛𝑉 для любого1 векторного пространства 𝑉. □

14.2.3. Внешняя алгебра. Обозначим через ℐsk ⊂ 𝑇𝑉 двусторонний идеал, порождённый
квадратами 𝑣 ⊗ 𝑣 ∈ 𝑉 ⊗ 𝑉 всевозможных векторов 𝑣 ∈ 𝑉. Он является прямой суммой

ℐsk = ⨁𝑛⩾2 ℐsk ∩ 𝑉⊗𝑛 ,

своих однородных компонент ℐsk ∩ 𝑉⊗𝑛, которые линейно порождаются разложимыми тензо-
рами вида 𝑢1 ⊗ … ⊗ 𝑢𝑘 ⊗ 𝑣 ⊗ 𝑣 ⊗ 𝑤1 ⊗ … ⊗ 𝑤𝑚 и в частности содержат все суммы

(… ⊗ 𝑢 ⊗ 𝑤 ⊗ …) + (… ⊗ 𝑤 ⊗ 𝑢 ⊗ …) , (14-7)

а также все разложимые тензоры вида … 𝑣 ⊗ 𝑢1 ⊗ … ⊗ 𝑢𝓁 ⊗ 𝑣 ⊗ …, у которых совпадающие
сомножители 𝑣 не обязательно стоят рядом.

Упражнение 14.7. Убедитесь в этом и в том, что суммы (14-7) линейно порождают ℐsk ∩ 𝑉⊗𝑛,
если char𝕜 ≠ 2.

Фактор алгебра 𝛬𝑉 ≝ 𝑇𝑉∕ℐsk называется внешней или грассмановой алгеброй пространства 𝑉.
Умножение в 𝛬𝑉, индуцированное тензорным произведением в 𝑇𝑉, называется внешним или
грассмановым умножением и обозначается знаком ∧. Как векторное пространство, внешняя
алгебра является прямой суммой 𝛬𝑉 = ⨁𝑛⩾0 𝛬𝑛𝑉 своих однородных компонент

𝛬0𝑉 = 𝕜 , 𝛬1𝑉 = 𝑉 и 𝛬𝑛𝑉 ≝ 𝑉⊗𝑛∕(ℐsk ∩ 𝑉⊗𝑛) ,

которые называются внешними степенями пространства 𝑉. По построению, 𝛬𝑛𝑉 линейно по-
рождается произведениями 𝑣1 ∧ … ∧ 𝑣𝑛, где 𝑣𝑖 ∈ 𝑉, и эти произведения кососимметричны:

𝑣 ∧ 𝑣 = 0 и 𝑣𝑔1 ∧ … ∧ 𝑣𝑔𝑛 = sgn(𝑔) ⋅ 𝑣1 ∧ … ∧ 𝑣𝑛
1В том числе бесконечномерного.
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для любых векторов 𝑣, 𝑣1, … , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉 и перестановок 𝑔 = (𝑔1, … ,𝑔𝑛) ∈ 𝑆𝑛. Для произвольных1

однородных 𝜔 ∈ 𝛬𝑘𝑉, 𝜂 ∈ 𝛬𝑚𝑉 выполняется равенство

𝜔 ∧ 𝜂 = (−1)𝑘𝑚𝜂 ∧ 𝜔 .

Градуированные алгебры с таким свойством называются s-коммутативными2, а алгебра 𝛬𝑉
иначе называется свободной s-коммутативной градуированной 𝕜-алгеброй, порождённой век-
торным пространством 𝑉.

Пример 14.4 (кососимметричные полилинейные отображения, ср. с прим. 14.3)

Полилинейное отображение 𝜑∶ 𝑉 × … × 𝑉 → 𝑊 называется кососимметричным, если оно
зануляется всякий раз, когда какие-нибудь два его аргумента совпадают, т. е. при любом 𝑣 ∈ 𝑉

𝜑(… , 𝑣, … , 𝑣, …) = 0 ,

где на обозначенных многоточиями местах может стоять всё, что угодно.

Упражнение 14.8.Убедитесь, что в этом случае𝜑(𝑣𝑔1 , … , 𝑣𝑔𝑛) = sgn(𝑔)𝜑(𝑣1, … , 𝑣𝑛) для любых
𝑣𝑖 ∈ 𝑉 и 𝑔 ∈ 𝑆𝑛 и что для кососимметричности полилинейного отображения достаточно,
чтобы оно занулялось при совпадении любых двух соседних аргументов.

Точно также, как в прим. 14.3 на стр. 226, из универсального свойства тензорного произведе-
ния и кососимметричности отображения 𝜑 вытекает, что 𝑓 единственным образом расклады-
вается в композицию тензорного умножения 𝜏∶ 𝑉 × … × 𝑉 → 𝑉⊗𝑛 и линейного отображения

𝜑∶ 𝑉⊗𝑛 → 𝑊 , 𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛 ↦ 𝜑(𝑣1, … , 𝑣𝑛) .

которое зануляется на тензорах вида 𝑢1 ⊗ … ⊗ 𝑢𝑘 ⊗ 𝑣 ⊗ 𝑣 ⊗ 𝑤1 ⊗ … ⊗ 𝑤𝑚 и тем самым кор-
ректно факторизуется до линейного отображения𝜑∶ 𝛬𝑛𝑉 → 𝑊. Иными словами, грассманово
умножение векторов 𝜎∶ 𝑉 × … × 𝑉 → 𝑆𝑛𝑉 является универсальным кососимметричным поли-
линейным отображением в том смысле, что каждое кососимметричное полилинейное отобра-
жение 𝜑∶ 𝑉 × … × 𝑉 → 𝑊 единственным способом раскладывается в композицию 𝜑 = 𝜑𝜎, где
𝜑∶ 𝑆𝑛𝑉 → 𝑊 линейно.

Упражнение 14.9. Покажите, что грассманово умножение векторов определяется этим свой-
ством однозначно с точностью до единственного линейного изоморфизма, перестановоч-
ного с грассмановым умножением.

Следствие 14.3

Пространство кососимметричных 𝑛-линейных форм 𝑉 × … × 𝑉 → 𝕜 канонически двойственно
пространству 𝛬𝑛𝑉 для любого3 векторного пространства 𝑉. □
Предложение 14.3

Для любого базиса 𝐸 ⊂ 𝑉 отображение 𝛽∶ 𝕜⟨𝐸⟩ → 𝛬𝑉 из алгебры грассмановых многочленов4

от переменных 𝑒 ∈ 𝐸 во внешнюю алгебру пространства 𝑉, переводящее каждый базисный
грассманов моном 𝑒1 ∧ … ∧ 𝑒𝑛 ∈ 𝕜⟨𝐸⟩ в грассманово произведение 𝑒1 ∧ … ∧ 𝑒𝑛 ∈ 𝛬𝑉 соответ-
ствующих базисных векторов пространства 𝑉 во внешней алгебре 𝛬𝑉, является изоморфизмом
𝕜-алгебр.

1Не обязательно разложимых в грассманово произведение векторов.
2Префикс «s» можно по желанию воспринимать как аббревиатуру для super или для skew.
3В том числе бесконечномерного.
4См. n∘ 8.3 на стр. 132.
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Доказательство. Обратное отображение 𝛬𝑉 → 𝕜⟨𝐸⟩ переводит каждое грассманово произве-
дение векторов 𝑣1∧…∧𝑣𝑛 ∈ 𝛬𝑛 в грассманов многочлен 𝑣1∧…∧𝑣𝑛 ∈ 𝕜⟨𝐸⟩, который является
произведением в алгебре 𝕜⟨𝐸⟩ этих векторов, рассматриваемых как однородные грассмановы
многочлены степени 1 от переменных 𝑒 ∈ 𝐸. Поскольку последнее произведение полилинейно
и кососимметрично по векторам 𝑣𝑖 ∈ 𝑉, это правило корректно задаёт линейное отображение
из𝛬𝑛𝑉 в пространство однородных грассмановыхмногочленов степени𝑛 от переменных 𝑒 ∈ 𝐸,
и это отображениепереводит вычисленныев𝛬𝑉 грассмановыпроизведениябазисныхвекторов
в базисные грассмановы мономы алгебры 𝕜⟨𝐸⟩. □

Следствие 14.4

Пусть линейно упорядоченное множество векторов 𝐸 ⊂ 𝑉 является базисом пространства 𝑉.
Тогда грассмановы мономы 𝑒1 ∧ … ∧ 𝑒𝑛, где 𝑒1 < 𝑒2 < … < 𝑒𝑛 и все 𝑒𝑖 ∈ 𝐸, образуют базис
внешней алгебры 𝛬𝑉. □

Пример 14.5 (грассмановы квадратичные формы)

Покажем, что на конечномерном пространстве 𝑉 над любым полем 𝕜 каждый ненулевой одно-
родный грассманов многочлен второй степени 𝜔 ∈ 𝛬2𝑉 в подходящем базисе 𝑒1, … , 𝑒𝑑 про-
странства 𝑉 записывается в нормальном виде Дарбу

𝑒1 ∧ 𝑒2 + 𝑒3 ∧ 𝑒4 + … + 𝑒2𝑟−1 ∧ 𝑒2𝑟 . (14-8)

Рассмотрим произвольный базис 𝑢1, … , 𝑢𝑑 и перенумеруем его векторы так, чтобы

𝜔 = 𝑢1 ∧ (𝛼2𝑢2 + … + 𝛼𝑛𝑢𝑛) + 𝑢2 ∧ (𝛽3𝑢3 + … + 𝛽𝑛𝑢𝑛) + (члены без 𝑢1 и 𝑢2) ,

где коэффициент 𝛼2 ≠ 0. Перейдём к новому базису 𝑣1, … , 𝑣𝑑, в котором 𝑣2 = 𝛼2𝑢2+…+𝛼𝑛𝑢𝑛,
а остальные 𝑣𝑖 = 𝑢𝑖 при 𝑖 ≠ 2.

Упражнение 14.10. Убедитесь, что это действительно базис.

Получим выражение вида

𝜔 = 𝑣1 ∧ 𝑣2 + 𝑣2 ∧ (𝛾3𝑣3 + … + 𝛾𝑛𝑣𝑛) + (члены без 𝑣1 и 𝑣2) =
= (𝑣1 − 𝛾3𝑣3 − … − 𝛾𝑛𝑣𝑛) ∧ 𝑣2 + (члены без 𝑣1 и 𝑣2)

для некоторых 𝛾3, … , 𝛾𝑛 ∈ 𝕜. Переходя к базису из векторов 𝑤1 = 𝑣1 − 𝛾3𝑣3 − … − 𝛾𝑛𝑣𝑛 и
𝑤𝑖 = 𝑣𝑖 при 𝑖 ≠ 1, получаем 𝜔 = 𝑤1 ∧ 𝑤2 + (члены без 𝑤1 и 𝑤2), после чего процесс может быть
продолжен по индукции.

Предложение 14.4

Если char𝕜 ≠ 2, то однородный грассманов многочлен𝜔 ∈ 𝛬2𝑉 тогда и только тогда разложим
в произведение 𝑢 ∧ 𝑤 двух векторов 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉, когда 𝜔 ∧ 𝜔 = 0.

Доказательство. Если 𝜔 = 𝑢 ∧ 𝑤, то 𝜔 ∧ 𝜔 = 𝑢 ∧ 𝑤 ∧ 𝑢 ∧ 𝑤 = 0. Чтобы получить обратное,
выберем в 𝑉 такой базис 𝑒1, … , 𝑒𝑑, что 𝜔 = 𝑒1 ∧ 𝑒2 + 𝑒3 ∧ 𝑒4 + …, как в прим. 14.5 выше. Если
в этой сумме есть хотя бы два слагаемых, то базисный моном 𝑒1 ∧ 𝑒2 ∧ 𝑒3 ∧ 𝑒4 войдёт в 𝜔 ∧ 𝜔
с коэффициентом 2. Мы заключаем, что при 2 ≠ 0 равенство 𝜔 ∧ 𝜔 = 0 возможно только если
𝜔 = 𝑒1 ∧ 𝑒2. □
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Упражнение 14.11. Запишем координаты векторов 𝑢,𝑤 ∈ 𝕜4 в стандартным базисом 𝑒1, … , 𝑒4
по строкам матрицы

𝐴 = (
𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14
𝑎21 𝑎22 𝑎23 𝑎24) .

Убедитесь, что коэффициент при 𝑒𝑖 ∧ 𝑒𝑗 в произведении 𝜔 = 𝑢 ∧ 𝑤 равен минору

𝐴𝑖𝑗 = det(
𝑎1𝑖 𝑎1𝑗
𝑎2𝑖 𝑎2𝑗)

и выведите отсюда, чтошесть чисел𝐴𝑖𝑗 ∈ 𝕜 являются минорами 2×4матрицы если и толь-
ко если выполняется квадратичное соотношение Плюккера1 𝐴12𝐴34−𝐴13𝐴24+𝐴14𝐴23 = 0.

14.3. Симметричные и знакопеременные тензоры. Всюду в этом разделе мы по умолчанию
считаем, что основное поле𝕜имеет характеристику нуль. Симметрическая группа 𝑆𝑛 действует
на разложимых тензорах из𝑉⊗𝑛 перестановками сомножителей: для каждого𝑔 ∈ 𝑆𝑛 положим2

𝑔(𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛) = 𝑣𝑔−1(1) ⊗ ⋯ ⊗ 𝑣𝑔−1(𝑛) . (14-9)

Так как правая часть полилинейно зависит от 𝑣1, … , 𝑣𝑛, эта формула корректно определяет ли-
нейный оператор 𝑔∶ 𝑉⊗𝑛 → 𝑉⊗𝑛. Тензор 𝑡 ∈ 𝑉⊗𝑛 называется симметричным, если 𝑔(𝑡) = 𝑡
для всех 𝑔 ∈ 𝑆𝑛, и знакопеременным — если 𝑔(𝑡) = sgn(𝑔) 𝑡 для всех 𝑔 ∈ 𝑆𝑛. Симметричные и
знакопеременные тензоры образуют в 𝑉⊗𝑛 векторные подпространства

Sym𝑛 𝑉 = { 𝑡 ∈ 𝑉⊗𝑛 | ∀𝑔 ∈ 𝑆𝑛 𝑔(𝑡) = 𝑡} ,

Alt𝑛 𝑉 = { 𝑡 ∈ 𝑉⊗𝑛 | ∀𝑔 ∈ 𝑆𝑛 𝑔(𝑡) = sgn(𝑔) ⋅ 𝑡} .

14.3.1. Стандартные базисы. Зафиксируем в пространстве 𝑉 базис 𝐸 ⊂ 𝑉 и будем записы-
вать тензоры 𝑡 ∈ 𝑉⊗𝑛 в виде некоммутативныхмногочленов от базисныхмономов 𝑒1⊗…⊗𝑒𝑛,
где 𝑒𝑖 ∈ 𝐸. Два таких монома лежат в одной 𝑆𝑛-орбите если и только если для каждого 𝑒 ∈ 𝐸
количество𝑚(𝑒) равных 𝑒 сомножителей в этих мономах одинаково. Мы заключаем, что 𝑆𝑛-ор-
биты базисных мономов в 𝑉⊗𝑛 нумеруются функциями𝑚∶ 𝐸 → ℤ⩾0 с конечным носителем и
суммой значений |𝑚| ≝ ∑𝑒∈𝐸𝑚(𝑒) равной 𝑛. При этом тензор 𝑡 симметричен если и только ес-
ли вместе с каждым базисныммоном в него с темже самым коэффициентом входят все мономы
𝑆𝑛-орбиты этого базисного монома. Мы заключаем, что симметричные тензоры

𝑒[𝑚] ≝
(
сумма всех базисных тензорных мономов, куда

каждый вектор 𝑒 ∈ 𝐸 входит ровно𝑚(𝑒) раз, )
(14-10)

занумерованные функциями𝑚∶ 𝐸 → ℤ⩾0 с |𝑚| = 𝑛, образуют базис векторного подпростран-
ства Sym𝑛 𝑉 ⊂ 𝑉⊗𝑛. Например, базис в Sym3(𝕜2) составляют тензоры

𝑒[3,0] = 𝑒1 ⊗ 𝑒1 ⊗ 𝑒1 , 𝑒[0,3] = 𝑒2 ⊗ 𝑒2 ⊗ 𝑒2 ,
𝑒[2,1] = 𝑒1 ⊗ 𝑒1 ⊗ 𝑒2 + 𝑒1 ⊗ 𝑒2 ⊗ 𝑒1 + 𝑒2 ⊗ 𝑒1 ⊗ 𝑒1 ,
𝑒[1,2] = 𝑒1 ⊗ 𝑒2 ⊗ 𝑒2 + 𝑒2 ⊗ 𝑒1 ⊗ 𝑒2 + 𝑒2 ⊗ 𝑒2 ⊗ 𝑒1 ,

1Ср. с формулой (8-20) из прим. 8.5 на стр. 136.
2Обратите внимание, что набор занумерованных векторов 𝑣1, … , 𝑣𝑛 есть не что иное, как отображе-

ние 𝑣∶ {1, … ,𝑛} → 𝑉. Левое действие группы 𝑆𝑛 автоморфизмов множества {1, … ,𝑛} на таких отоб-
ражениях задаётся правилом 𝑔𝑣(𝑖) = 𝑣(𝑔−1(𝑖)). При этом 𝑖-й слева элемент набора 𝑣 оказывается в на-
боре 𝑔(𝑣) на 𝑔(𝑖)-м слева месте.
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где 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2} ⊂ 𝕜2 — стандартный базис, а [𝑖, 𝑗]∶ 𝐸 → ℤ⩾0, 𝑒1 ↦ 𝑖, 𝑒2 ↦ 𝑗.
Упражнение 14.12. Убедитесь, что в сумме (14-10) ровно 𝑛!∕∏𝑒∈𝐸𝑚(𝑒)! слагаемых.

В разложении кососимметричного тензора 𝑡 ∈ Alt𝑛 𝑉 участвуют только те базисные мономы
𝑒1 ⊗ … ⊗ 𝑒𝑛, у которых 𝑒𝑖 ≠ 𝑒𝑗 при 𝑖 ≠ 𝑗. Орбита такого монома состоит из 𝑛! мономов

𝑒𝑔(1) ⊗ … ⊗ 𝑒𝑔(𝑛) , где 𝑔 ∈ 𝑆𝑛 ,

и коэффициентприкаждомтакоммономеполучаетсяиз коэффициентапри 𝑒1⊗…⊗𝑒𝑛 умноже-
нием на sgn𝑔. Мы заключаем, что если зафиксировать на множестве базисных векторов 𝐸 ⊂ 𝑉
какой-нибудь линейный порядок, то кососимметричные тензоры

⟨𝑒1 ⊗ … ⊗ 𝑒𝑛⟩ ≝ ∑𝑔∈𝑆𝑛
sgn(𝑔) 𝑒𝑔(1) ⊗ … ⊗ 𝑒𝑔(𝑛) , где 𝑒1 < … < 𝑒𝑛 , (14-11)

составят базис векторного подпространства Alt𝑛 𝑉 ⊂ 𝑉⊗𝑛.

Теорема 14.2 (поляризация многочленов)

Если char𝕜 = 0, то ограничения отображения факторизации

𝑉⊗𝑛 ↠ 𝑆𝑛𝑉 = 𝑉⊗𝑛∕(ℐcom ∩ 𝑉⊗𝑛) , 𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛 ↦ 𝑣1 … 𝑣𝑛 , (14-12)

на подпространство симметричных тензоров Sym𝑛 ⊂ 𝑉⊗𝑛 и отображения факторизации

𝑉⊗𝑛 ↠ 𝛬𝑛𝑉 = 𝑉⊗𝑛∕(ℐsk ∩ 𝑉⊗𝑛) , 𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛 ↦ 𝑣1 ∧ … ∧ 𝑣𝑛 , (14-13)

на подпространство знакопеременных тензоров Alt𝑛 ⊂ 𝑉⊗𝑛 являются линейными изоморфиз-
мами векторных пространств. Они действуют на стандартные базисы (14-10) и (14-11) так:

𝑒[𝑚] ↦ 𝑛!
∏𝑒∈𝐸𝑚(𝑒)! ∏𝑒∈𝐸 𝑒

𝑚(𝑒) , (14-14)

⟨𝑒1 ⊗ … ⊗ 𝑒𝑛⟩ ↦ 𝑛! 𝑒1 ∧ … ∧ 𝑒𝑛 . (14-15)

Доказательство. Проекция (14-12) переводит каждое из 𝑛!∕∏𝑒∈𝐸𝑚(𝑒)! слагаемых, входящих в
сумму (14-10), в стандартный коммутативный базисный моном ∏𝑒∈𝐸 𝑒𝑚(𝑒) алгебры многочле-
нов 𝕜[𝐸], а проекция (14-13) переводит каждое из 𝑛! слагаемых суммы (14-11) в стандартный
базисный грассманов моном 𝑒1 ∧ … ∧ 𝑒𝑛 алгебры грассмановых многочленов 𝕜⟨𝐸⟩. □

Предостережение 14.1. Не смотря на теор. 14.2, симметричные и знакопеременные тензоры,
т. е. подпространства Sym𝑛 𝑉 ⊂ 𝑉⊗𝑛 и Alt𝑛 𝑉 ⊂ 𝑉⊗𝑛, не следует путать с однородными много-
членами, т. е. с фактор пространствами 𝑆𝑛𝑉 = 𝑉⊗𝑛 ∕(ℐcom ∩ 𝑉⊗𝑛) и 𝛬𝑛𝑉 = 𝑉⊗𝑛 ∕(ℐsk ∩ 𝑉⊗𝑛).
Если char𝕜 = 𝑝 > 0, то ограничения проекций 𝑉⊗𝑛 ↠ 𝑆𝑛𝑉 и 𝑉⊗𝑛 ↠ 𝛬𝑛𝑉 на подпростран-
ства симметрических и знакопеременных тензоров могут иметь ненулевые ядра. Даже в харак-
теристике нуль эти проекции переводят стандартные базисные векторы тензорных и полино-
миальных пространств не буквально друг в друга, но в некоторые кратности друг друга, и эти
поправочные комбинаторные множители приходится учитывать как при попытке поднять на
пространства симметричных и знакопеременных тензоров коммутативное и 𝑠-коммутативное
умножения, имеющиеся в алгебрах 𝑆𝑉 и 𝛬𝑉, так и при попытке спустить в симметрическую и
грассманову алгебру отображения свёртки, которые имеются между тензорами из двойствен-
ных пространств 𝑉 и 𝑉∗.
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14.3.2. Двойственность. Напомню, что полная свёртка1 задаёт невырожденное спарива-
ние между тензорными степенями 𝑉⊗𝑛 и 𝑉∗⊗𝑛 двойственных друг другу конечномерных век-
торных пространств 𝑉 и 𝑉∗, и тензорные мономы 𝑒𝑖1 ⊗ … ⊗ 𝑒𝑖𝑛 и 𝑥𝑗1 ⊗ … ⊗ 𝑥𝑗𝑛 , составленные
из векторов двойственных друг другу базисов 𝑒1, … , 𝑒𝑑 ∈ 𝑉 и 𝑥1, … , 𝑥𝑑 ∈ 𝑉∗, образуют двой-
ственные другу базисы в 𝑉⊗𝑛 и в 𝑉∗⊗𝑛. Если char𝕜 = 0, то ограничение этого спаривания на
подпространства симметрических тензоров Sym𝑛 𝑉 и Sym𝑛 𝑉∗ тоже невырождено, и стандарт-
ные базисные симметрические тензоры (14-10) сворачиваются друг с другом по правилу

⟨ 𝑥[𝑚] , 𝑒[𝑚] ⟩ = 𝑛!∕∏𝑒∈𝐸𝑚(𝑒)! и ⟨ 𝑥[𝑘] , 𝑒[𝓁] ⟩ = 0 при 𝑘 ≠ 𝓁 , (14-16)

поскольку каждое слагаемое суммы (14-10) сворачивается в единицу ровно с одним слагаемым
такой же суммы, составленной из двойственных базисных векторов, и сворачивается в нуль
со всеми прочими базисными мономами. Изоморфизм (14-14) превращает это спаривание в
невырожденное каноническое спаривание между симметрическими степенями 𝑆𝑛𝑉 и 𝑆𝑛𝑉∗,
при котором базисные мономы, составленные из векторов любых двойственных друг базисов
в 𝑉 и в 𝑉∗ спариваются по правилу

⟨ 𝑥𝑘11 … 𝑥𝑘𝑛𝑛 , 𝑒𝑚1
1 … 𝑒𝑚𝑛𝑛 ⟩ =

{
𝑚1! …𝑚𝑛!∕𝑛! если (𝑘1, … , 𝑘𝑛) = (𝑚1, … ,𝑚𝑛)
0 в остальных случаях.

(14-17)

Аналогичным образом, ограничение полной свёртки на подпространства Alt𝑛 𝑉 и Alt𝑛 𝑉∗ над
полем характеристикинуль задаётмежду ниминевырожденное спаривание, при котором стан-
дартные базисные знакопеременные тензоры (14-11) сворачиваются по правилу

⟨ ⟨𝑥𝑖1 ⊗ … ⊗ 𝑥𝑖𝑛⟩ , ⟨𝑒𝑗1 ⊗ … ⊗ 𝑒𝑗𝑛⟩ ⟩ =
{
𝑛! если (𝑖1, … , 𝑖𝑛) = (𝑗1, … , 𝑗𝑛)
0 в остальных случаях,

(14-18)

и посредством изоморфизма (14-15) это спаривание превращается в невырожденное спарива-
ние между внешними степенями 𝛬𝑛𝑉 и 𝛬𝑛𝑉∗, при котором базисные мономы, составленные из
векторов любых двойственных друг базисов в 𝑉 и в 𝑉∗ спариваются по правилу

⟨ 𝑥𝑖1 ∧ … ∧ 𝑥𝑖𝑛 , 𝑒𝑚1
∧ … ∧ 𝑒𝑚𝑛

⟩ =
{
1∕𝑛! если (𝑖1, … , 𝑖𝑛) = (𝑗1, … , 𝑗𝑛)
0 в остальных случаях,

(14-19)

где оба набора индексов строго возрастают: 𝑖1 < … < 𝑖𝑛 и 𝑗1 < … < 𝑗𝑛.
14.3.3. Проекторы. Линейные отображения

sym𝑛 ≝ 1
𝑛! ∑𝑔∈𝑆𝑛

𝑔∶ 𝑉⊗𝑛 → 𝑉⊗𝑛 , 𝑡 ↦ 1
𝑛! ∑𝑔∈𝑆𝑛

𝑔(𝑡) , (14-20)

alt𝑛 ≝ 1
𝑛! ∑𝑔∈𝑆𝑛

sgn(𝑔)𝑔∶ 𝑉⊗𝑛 → 𝑉⊗𝑛 , 𝑡 ↦ 1
𝑛! ∑𝑔∈𝑆𝑛

sgn(𝑔)𝑔(𝑡) , (14-21)

называются симметризацией и альтернированием тензоров.

Упражнение 14.13. Убедитесь, что оба они перестановочны с действием группы 𝑆𝑛, т. е.

sym𝑛 ∘𝑔 = 𝑔 ∘ sym𝑛 и alt𝑛 ∘𝑔 = 𝑔 ∘ alt𝑛 для всех 𝑔 ∈ 𝑆𝑛.
1См. n∘ 14.1 на стр. 222.
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Из упражнения вытекает, что симметризация перестановочна с альтернированием. Очевидно
также, что симметризация тождественно действует на симметричные тензоры и аннулирует
знакопеременные, а альтернирование тождественно действует на знакопеременные тензоры
и аннулирует симметричные. Мы заключаем, что сумма Sym𝑛 ⊕Alt𝑛 ⊂ 𝑉⊗𝑛 прямая, и опера-
тор sym𝑛 проектирует1 𝑉⊗𝑛 наподпространствоSym𝑛 𝑉 ⊂ 𝑉⊗𝑛 вдольподпространства ker sym𝑛,
содержащего Alt𝑛 𝑉, а оператор alt𝑛 проектирует2 𝑉⊗𝑛 на подпространство Alt𝑛 𝑉 ⊂ 𝑉⊗𝑛 вдоль
подпространства ker alt𝑛, содержащего Sym𝑛 𝑉. В частности,

sym2
𝑛 = sym𝑛 , alt2𝑛 = alt𝑛 и sym𝑛 alt𝑛 = alt𝑛 sym𝑛 = 0 . (14-22)

Пример 14.6 (разложение тензорного квадрата)

Поскольку для 𝑑-мерного векторного пространства 𝑉

dimSym2 𝑉 + dimAlt2 𝑉 = 𝑑(𝑑 + 1)
2 + 𝑑(𝑑 − 1)

2 = 𝑑2 = dim𝑉⊗2 ,

мы заключаем, что 𝑉⊗2 = Sym2 𝑉 ⊕ dimAlt2 𝑉. Это согласуется с известным из курса линейной
алгебры3 фактом, что каждая билинейная форма 𝛽∶ 𝑉 × 𝑉 → 𝕜, которая по сл. 14.1 на стр. 222
представляет собою тензор 𝛽 ∈ 𝑉∗⊗2, однозначно раскладывается в сумму 𝛽 = 𝛽+ +𝛽− симмет-
ричной и кососимметричной форм

𝛽+(𝑢,𝑤) = 𝛽(𝑢,𝑤) + 𝛽(𝑤, 𝑢)
2 ∈ Sym2 𝑉∗ и 𝛽−(𝑢,𝑤) = 𝛽(𝑢,𝑤) − 𝛽(𝑤, 𝑢)

2 ∈ Alt2 𝑉∗ .

В частности, ker sym2 = Alt2 𝑉 и ker alt2 = Sym2 𝑉.

Пример 14.7 (разложение тензорного куба)

В условиях предыдущего примера при dim𝑉 = 𝑑 ⩾ 2

dimSym3 𝑉 + dimAlt3 𝑉 = 𝑑(𝑑 + 1)(𝑑 + 2)
6 + 𝑑(𝑑 − 1)(𝑑 − 2)

6 = 𝑑3 + 2𝑑
3 < 𝑑3 = dim𝑉⊗3 .

Поэтому Sym3 𝑉 ⊕ Alt3 𝑉 ≠ 𝑉⊗3. Из соотношений (14-22) вытекает, что оператор

𝜋𝛥 ≝ Id − sym3 − alt3 = Id − 1
3 (Id + 𝜏 + 𝜏2) , где 𝜏 = |1, 2, 3⟩ ∈ 𝑆3 — 3-цикл,

тоже является проектором4, ибо 𝜋2𝛥 = (Id − sym3 − alt3)2 = Id − sym3 − alt3 = 𝜋𝛥. Его образ

im𝜋𝛥 = {𝑡 ∈ 𝑉⊗3 | 𝜋𝛥(𝑡) = 𝑡} = {𝑡 ∈ 𝑉⊗3 | 𝑡 + 𝜏(𝑡) + 𝜏2(𝑡) = 0}

состоит из тензоров, которые аннулируются усреднением по 3-циклу. Если интерпретировать
тензоры 𝑡 ∈ 𝑉⊗3 как трилинейныеформы 𝑡∶ 𝑉∗×𝑉∗×𝑉∗ → 𝕜, то im𝜋𝛥 состоит из трилинейных
форм, удовлетворяющих тождеству Якоби 𝑡(𝜉, 𝜂, 𝜁) + 𝑡(𝜂, 𝜁, 𝜉) + 𝑡(𝜁, 𝜉, 𝜂) = 0. Если обозначить

1См. прим. 9.7 на стр. 160.
2См. прим. 9.7 на стр. 160.
3См. раздел 13.4 на с. 179 лекции http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_13.pdf.
4См. прим. 9.7 на стр. 160.

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_13.pdf
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через [𝑎, 𝑏] ≝ 𝑎⊗𝑏−𝑏⊗𝑎 коммутатор в ассоциативной алгебре𝑇𝑉, то для любых трёх векторов
𝑢, 𝑣,𝑤 ∈ 𝑉 тензор [𝑢, [𝑣,𝑤]] ∈ 𝑉⊗3 лежит в im𝜋𝛥, ибо

[𝑢, [𝑣,𝑤]] = 𝑢 ⊗ 𝑣 ⊗ 𝑤 − 𝑢 ⊗ 𝑤 ⊗ 𝑣 − 𝑣 ⊗ 𝑤 ⊗ 𝑢 + 𝑤 ⊗ 𝑣 ⊗ 𝑢
𝜏[𝑢, [𝑣,𝑤]] = 𝑤 ⊗ 𝑢 ⊗ 𝑣 − 𝑣 ⊗ 𝑢 ⊗ 𝑤 − 𝑢 ⊗ 𝑣 ⊗ 𝑤 + 𝑢 ⊗ 𝑤 ⊗ 𝑣
𝜏2[𝑢, [𝑣,𝑤]] = 𝑣 ⊗ 𝑤 ⊗ 𝑢 − 𝑤 ⊗ 𝑣 ⊗ 𝑢 − 𝑤 ⊗ 𝑢 ⊗ 𝑣 + 𝑣 ⊗ 𝑢 ⊗ 𝑤 .

Упражнение 14.14∗. Обозначим через Lie3 𝑉 ⊂ 𝑉⊗3 линейную оболочку всевозможных двой-
ных коммутаторов [𝑢, [𝑣,𝑤]], где 𝑢, 𝑣,𝑤 ∈ 𝑉. Покажите, что im𝜋𝛥 = Lie3 𝑉 ⊕ 𝜏 Lie3 𝑉.

Так как каждый из проекторов sym3, 𝜋𝛥, alt3 аннулирует образы двух других, каждое из подпро-
странств im sym3, im𝜋𝛥, im alt3 пересекает сумму двух других по нулю. В силу равенства Id =
= sym3 +𝜋𝛥 + alt3 каждый тензор 𝑡 ∈ 𝑉⊗3 раскладывается в сумму 𝑡 = sym3 𝑡 + 𝜋𝛥𝑡 + alt3 𝑡. Мы
заключаем, что 𝑉⊗3 = im sym3 ⊕ im𝜋𝛥 ⊕ im alt3 = Sym3 𝑉 ⊕ Lie3 𝑉 ⊕ 𝜏 Lie3 𝑉 ⊕ Alt3 𝑉.

Упражнение 14.15. Докажите тождество Якоби для коммутаторов1:

[𝑢, [𝑣,𝑤]] + [𝑤, [𝑢, 𝑣]] + [𝑣, [𝑤, 𝑢]] = 0 .

14.4. Поляризация многочленов и частные производные. Всюду в этом разделе мы считаем,
что char𝕜 = 0, а векторное пространство 𝑉 конечномерно. По теор. 14.2 для каждого много-
члена 𝑓 ∈ 𝑆𝑛𝑉∗ существует единственный симметричный тензор ̃𝑓 ∈ Sym𝑛 𝑉∗, который про-
ектируется в 𝑓 при факторизации 𝑉⊗𝑛 ↠ 𝑆𝑛𝑉. Согласно сл. 14.1 на стр. 222 тензор ̃𝑓 задаёт
симметричную 𝑛-линейную форму ̃𝑓∶ 𝑉 × … × 𝑉 → 𝕜, значение которой на наборе векторов
(𝑣1, … , 𝑣𝑛) равно полной свёртке тензора ̃𝑓 с тензором 𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛. В прим. 14.2 на стр. 226
мы видели, что каждый многочлен 𝑓 ∈ 𝑆𝑛𝑉∗ задаёт полиномиальнуюфункцию 𝑓∶ 𝑉 → 𝕜, при-
чём для разложимых многочленов 𝑓 = 𝜑1 …𝜑𝑛 значение 𝑓(𝑣) = ∏𝑖 𝜑𝑖(𝑣). Сравнивая эти две
конструкции, мы заключаем, что для любого однородного многочлена 𝑓 степени 𝑛 на конечно-
мерном векторном пространстве 𝑉 над полем характеристики нуль существует единственная
такая 𝑛-линейная симметричная форма ̃𝑓∶ 𝑉 × … × 𝑉 → 𝕜, что для всех 𝑣 ∈ 𝑉

𝑓(𝑣) = ̃𝑓(𝑣, … , 𝑣) . (14-23)

Эта форма называется полной поляризацией многочлена 𝑓. Полная поляризация ̃𝑞∶ 𝑉 × 𝑉 → 𝕜
однородной квадратичной формы 𝑞 ∈ 𝑆2𝑉∗ известна из курса линейной алгебры2:

̃𝑞(𝑢,𝑤) = (𝑞(𝑢 + 𝑤) − 𝑞(𝑢) − 𝑞(𝑤))∕2 .

Полная поляризация однородного кубического многочлена имеет вид

6 ̃𝑓(𝑢, 𝑣,𝑤) = 𝑓(𝑢 + 𝑣 + 𝑤) − 𝑓(𝑢 + 𝑣) − 𝑓(𝑢 + 𝑤) − 𝑓(𝑣 + 𝑤) + 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) + 𝑓(𝑤) .

Предложение 14.5 (комбинаторная формула для полной поляризации)

𝑛! ̃𝑓(𝑣1, … , 𝑣𝑛) = ∑𝐼⊊{1,…,𝑛}(−1)𝓁(𝐼)𝑓(∑𝑖∉𝐼 𝑣𝑖) , (14-24)

где суммирование идёт по всем собственным подмножествам 𝐼 ⊊ {1, … , 𝑛}, включая пустое, а
𝓁(𝐼) означает число элементов в 𝐼.

1Обратите внимание, что тензоры [𝑤, [𝑢, 𝑣]] и [𝑣, [𝑤,𝑢]] отличаются от 𝜏[𝑢, [𝑣,𝑤]] и 𝜏2[𝑢, [𝑣,𝑤]]!
2См. раздел 14.3 на стр. 186 в http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_14.pdf.

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_14.pdf
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Доказательство. Пусть заданы векторы 𝑢1, … , 𝑢𝑘 ∈ 𝑉, а набор векторов 𝑤1, … ,𝑤𝑛 состоит
из 𝑚𝑖 копий каждого из векторов 𝑢𝑖, где 𝑖 = 1, … , 𝑘, все 𝑚𝑖 ⩾ 0 и 𝑚1 + … + 𝑚𝑘 = 𝑛. По-
скольку значение ̃𝑓(𝑤1, … ,𝑤𝑛) не меняется при перестановках аргументов и зависит только от
векторов 𝑢𝑖 и кратностей𝑚𝑖, условимся записывать его как ̃𝑓(𝑢𝑚1

1 , … , 𝑢𝑚𝑘
𝑘 ) = ̃𝑓(𝑤1, … ,𝑤𝑛). В

этих обозначениях, для всех 𝑓 ∈ 𝑆𝑛𝑉∗ и любых 𝑣1, … , 𝑣𝑘 ∈ 𝑉 справедлива мультиномиальная
формула1

𝑓(𝑣1 + … + 𝑣𝑘) = ∑𝑚1,…,𝑚𝑘

𝑛!
𝑚1! …𝑚𝑘!

̃𝑓(𝑣𝑚1
1 , … , 𝑣𝑚𝑘

𝑘 ) , (14-25)

где суммирование идёт по всем наборам целых чисел 𝑚1, … ,𝑚𝑘, в которых 0 ⩽ 𝑚𝑖 ⩽ 𝑛 при
каждом 𝑖 и𝑚1 + … + 𝑚𝑘 = 𝑛.

Упражнение 14.16. Убедитесь в этом.

При 𝑘 = 𝑛 в правой части (14-25) имеется ровно одно слагаемое, зависящее от всех 𝑛 аргумен-
тов 𝑣1, … , 𝑣𝑛, а именно, 𝑛! ̃𝑓(𝑣1, … , 𝑣𝑛). Для каждого собственного подмножества 𝐼 ⊊ {1, … , 𝑛}
не зависящие от векторов 𝑣𝑖 с 𝑖 ∈ 𝐼 слагаемые из правой части формулы (14-25) входят в неё с
темже самым коэффициентом, что и в разложение (14-25) для 𝑓(∑𝑖∉𝐼 𝑣𝑖), поскольку последнее
получается из разложения для 𝑓(𝑣1+…+𝑣𝑛) подстановкой 𝑣𝑖 = 0 для всех 𝑖 ∈ 𝐼. Таким образом,
все слагаемые, не содержащие хотя бы один из векторов 𝑣𝑖, могут быть удалены из (14-25) при
помощи стандартной процедуры включения-исключения, что и даёт заявленную формулу

𝑛! ⋅ ̃𝑓(𝑣1, … , 𝑣𝑛) = 𝑓(∑
𝜈
𝑣𝜈) − ∑

{𝑖}
𝑓(∑

𝜈≠𝑖
𝑣𝜈) + ∑

{𝑖,𝑗}
𝑓( ∑

𝜈≠𝑖,𝑗
𝑣𝜈) − ∑

{𝑖,𝑗,𝑘}
𝑓( ∑

𝜈≠𝑖,𝑗,𝑘
𝑣𝜈) + … . □

Предложение 14.6 (принцип Аронгольда)

Надполемхарактеристикинульпространство симметрических тензоровSym𝑛 𝑉 ⊂ 𝑉⊗ линейно
порождается тензорами 𝑣⊗𝑛 = 𝑣 ⊗ … ⊗ 𝑣, где 𝑣 ∈ 𝑉, а пространство однородных многочле-
нов 𝑆𝑛𝑉∗ —многочленами 𝜑𝑛, где 𝜑 ∈ 𝑉∗.

Доказательство. Двойственное к Sym𝑛 𝑉 пространство канонически изоморфно пространству
симметричных 𝑛-линейных форм 𝑉 × … × 𝑉 → 𝕜. Если такая форма ̃𝑓 зануляется на всех набо-
рах (𝑣, … , 𝑣), то многочлен 𝑓 ∈ 𝑆𝑛𝑉∗, поляризацией которого она является, задаёт тождествен-
но нулевую функцию 𝑓∶ 𝑉 → 𝕜, откуда 𝑓 = 0, а значит и ̃𝑓 = 0. Тем самым, линейная оболочка
тензоров 𝑣⊗𝑛 не лежит ни в какой гиперплоскости пространства Sym𝑛 𝑉, что доказывает пер-
вое утверждение. Второе следует из первого, поскольку при изоморфизме Sym𝑛 𝑉∗ ⥲ 𝑆𝑛𝑉∗

тензоры 𝜑⊗𝑛 переходят в многочлены 𝜑𝑛. □
14.4.1. Производная многочлена в направлении вектора. Зафиксируем вектор 𝑣 ∈ 𝑉.

Свёртка с этим вектором по первому тензорному сомножителю задаёт линейное отображение2

𝑖𝑣 ∶ 𝑉∗⊗𝑛→𝑉∗⊗(𝑛−1) .

Применяя егокполнойполяризации ̃𝑓многочлена𝑓 ∈ 𝑆𝑛𝑉∗ ипроектируярезультатиз𝑉∗⊗(𝑛−1)

в 𝑆𝑛−1𝑉∗, получаем линейно зависящее от 𝑣 линейное отображение pl𝑣 ∶ 𝑆𝑛𝑉∗ → 𝑆𝑛−1𝑉∗, ко-
торое называется поляризацией вдоль 𝑣 и включается в коммутативную диаграмму

𝑉∗⊗𝑛 ⊃ Sym𝑛 𝑉∗ 𝑖𝑣 //

≀
��

𝑉∗⊗(𝑛−1)

����
𝑆𝑛𝑉∗ pl𝑣 // 𝑆𝑛−1𝑉∗ .

(14-26)

1Ср. с прим. 0.2 на стр. 8.
2См. прим. 14.1 на стр. 223.
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Пусть векторы 𝑒1, … , 𝑒𝑑 ∈ 𝑉 и ковекторы 𝑥1, … , 𝑥𝑑 ∈ 𝑉∗ образуют двойственные базисы. Со-
гласно форм. (14-14) на стр. 231 каждый базисный моном 𝑥𝑚1

1 … 𝑥𝑚𝑑
𝑑 ∈ 𝑆𝑛𝑉∗ поляризуется в

симметричный тензор
𝑛!

𝑚1! …𝑚𝑑!𝑥[𝑚1,…,𝑚𝑑] ∈ Sym𝑛 𝑉∗ ,

где 𝑥[𝑚1,…,𝑚𝑑] обозначает сумму всех тензорных мономов, содержащих каждый базисный ко-
вектор 𝑥𝑖 ровно 𝑚𝑖 раз. Свёртка тензора 𝑥[𝑚1,…,𝑚𝑑] с базисным вектором 𝑒𝑖 ∈ 𝑉 по первому
тензорному сомножителю зануляется при𝑚𝑖 = 0, а во всех остальных случаях равна

𝑥[𝑚1,…,𝑚𝑖−1,𝑚𝑖−1,𝑚𝑖+1,𝑚𝑑] ∈ Sym𝑛−1 𝑉∗ .

Мы заключаем, что pl𝑒𝑖𝑥
𝑚1
1 … 𝑥𝑚𝑑

𝑑 = 𝑚𝑖
𝑛 𝑥𝑚1

1 … 𝑥𝑚𝑖−1
𝑖−1 𝑥𝑚𝑖−1

𝑖 𝑥𝑚𝑖+1
𝑖+1 … 𝑥𝑚𝑑

𝑑 = 1
𝑛

𝜕
𝜕𝑥𝑖

𝑥𝑚1
1 … 𝑥𝑚𝑑

𝑑 . На-

помню, что в анализе частная производная многочлена 𝑓 ∈ 𝑆𝑉∗ в направлении вектора

𝑣 = 𝛼1𝑒1 + … + 𝛼𝑑𝑒𝑑 ∈ 𝑉
определяется равенством

𝜕𝑣𝑓 ≝ 𝛼1
𝜕𝑓
𝜕𝑥1

+ … + 𝛼𝑑
𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑑

.

Поскольку многочлен pl𝑣𝑓 билинейно зависит от 𝑣 и 𝑓, для любых 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 и 𝑓 ∈ 𝑆𝑛𝑉∗ спра-
ведливо равенство

pl𝑢𝑓(𝑤) = ̃𝑓(𝑢,𝑤𝑛−1) = 1
𝑛 𝜕𝑢𝑓(𝑤) . (14-27)

Отметим, что поскольку левая часть этойформулы определена инвариантно, правая часть тоже
не зависит от выбора двойственных координат в 𝑉 и 𝑉∗.

Применяя 𝑛 раз формулу (14-27), получаем ещё одно явное выражение полной поляриза-
ции ̃𝑓 многочлена 𝑓 ∈ 𝑆𝑛𝑉∗ через этот многочлен:

̃𝑓(𝑣1, … , 𝑣𝑛) = 1
𝑛! 𝜕𝑣1 … 𝜕𝑣𝑛𝑓 . (14-28)

Упражнение 14.17. Убедитесь, что частные производные коммутируют, т. е. 𝜕𝑢𝜕𝑤 = 𝜕𝑤𝜕𝑢 для
всех 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉, и докажите правило Лейбница: 𝜕𝑣(𝑓𝑔) = 𝑔𝜕𝑣(𝑓) + 𝑓𝜕𝑣(𝑔).

Из формулы (14-27) также вытекает, что для любых 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 и 𝑓 ∈ 𝑆𝑛𝑉∗ при всех 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛

̃𝑓 (𝑢𝑘,𝑤𝑛−𝑘) = (𝑛 − 𝑘)!
𝑛! 𝜕𝑘𝑢𝑓(𝑤) = 𝑘!

𝑛! 𝜕
𝑛−𝑘
𝑤 𝑓(𝑢) , (14-29)

где 𝜕𝓁𝑣 = 𝜕𝑣 … 𝜕𝑣 означает 𝓁-кратную производную в направлении 𝑣.

Пример 14.8 (разложение Тейлора)

Для любых двух векторов 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 и многочлена 𝑓 ∈ 𝑆𝑛𝑉∗ справедлива формула бинома1

𝑓(𝑢 + 𝑤) = ̃𝑓((𝑢 + 𝑤), … , (𝑢 + 𝑤)) =
𝑛

∑
𝑘=0(

𝑛
𝑘) ⋅ ̃𝑓(𝑢𝑘,𝑤𝑛−𝑘) .

Соотношения (14-29) позволяют переписать это равенство как разложение Тейлора

𝑓(𝑢 + 𝑤) =
𝑛

∑
𝑘=0

1
𝑘! 𝜕

𝑘
𝑤𝑓(𝑢) =

𝑛

∑
𝑘=0

1
(𝑛 − 𝑘)! 𝜕

𝑛−𝑘
𝑢 𝑓(𝑤) . (14-30)

справедливое для всех 𝑓 ∈ 𝑆𝑛𝑉∗ и симметричное по 𝑢, 𝑤 в силу соотношений (14-29).
1См. формулу (14-25) на стр. 235.
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14.4.2. Линейный носитель многочлена. Линейный носитель1 supp ̃𝑓 ⊂ 𝑉∗ полной поля-
ризации ̃𝑓 многочлена 𝑓 ∈ 𝑆𝑛𝑉∗ называется линейным носителем многочлена 𝑓. Он равен пере-
сечениювсех такихподпространств2 𝑈 ⊂ 𝑉∗, что𝜔 ∈ 𝛬𝑛𝑈, и является, тем самым, наименьшим
из этих подпространств, как по включению, так и по размерности.

Упражнение 14.18. Убедитесь, что многочлен 𝑓 корректно задаёт полиномиальную функцию
на 𝑉∕Ann(supp 𝑓) по правилу 𝑓([𝑣]) = 𝑓(𝑣).

Согласно теор. 14.1 на стр. 224, подпространство supp 𝑓 ⊂ 𝑉∗ является образом полной свёртки
𝑐𝑓 ∶ 𝑉⊗(𝑛−1) → 𝑉∗ с тензором ̃𝑓 по первым3 𝑛 − 1 его тензорным сомножителям, т. е. (𝑛+𝑑−2

𝑑−1 )
линейными формами

̃𝑓(𝑒𝑚1
1 , … , 𝑒𝑚𝑑

𝑑 ) ∈ 𝑉∗ , где 𝑚1 + … + 𝑚𝑑 = 𝑛 − 1 . (14-31)

Если записать многочлен 𝑓 в виде

𝑓 = ∑
𝜈1…𝜈𝑑

𝑛!
𝜈1! … 𝜈𝑑! 𝑎𝜈1…𝜈𝑑 𝑥

𝜈1
1 … 𝑥𝜈𝑑𝑑 , (14-32)

то его полная поляризация, согласно форм. (14-14) на стр. 231, будет иметь вид

̃𝑓 = ∑𝜈1…𝜈𝑑
𝑎𝜈1…𝜈𝑑𝑥[𝜈1…𝜈𝑑] ,

где 𝑥[𝜈1…𝜈𝑑] ∈ Sym𝑛 𝑉∗ — сумма всех тензорных мономов, содержащих 𝜈𝑖 сомножителей 𝑥𝑖 для
всех 𝑖 = 1, … ,𝑑, а линейные формы (14-31) — вид

̃𝑓(𝑒𝑚1
1 , … , 𝑒𝑚𝑑

𝑑 ) = ∑
𝑑
𝑖=1 𝑎𝑚1…𝑚𝑖−1(𝑚𝑖+1)𝑚𝑖+1…𝑚𝑑

𝑥𝑖 . (14-33)

Предложение 14.7 (многочлены с одномерным носителем)

Однородный многочлен (14-32) над алгебраически замкнутым полем 𝕜 характеристики нуль

тогда и только тогда является 𝑛-той степенью линейной формы, когда 𝑑 × (𝑛+𝑑−2
𝑑−1 )-матрица из

коэффициентов линейных форм (14-33) имеет ранг 1. В этом случае есть ровно 𝑛 линейных
форм 𝜑, удовлетворяющих уравнению 𝜑𝑛 = 𝑓, все они пропорциональны формам (14-33) и
получаются друг из друга умножением на корни 𝑛-той степени из единицы в поле 𝕜.

Доказательство. Равенство 𝑓 = 𝜑𝑛 означает, что supp 𝑓 одномерен и порождён формой 𝜑. В
этом случае все формы (14-33) пропорциональны форме 𝜑, и уравнение 𝑡𝑛 = 𝑓 имеет в це-
лостном кольце 𝕜[𝑥1, … , 𝑥𝑑] ровно 𝑛 корней вида 𝜁 ⋅ 𝜑, где 𝜁 пробегает множество корней из
единицы в поле𝕜. Наоборот, если все формы (14-33) пропорциональны, и𝜓 ≠ 0—одна из них,
то supp 𝑓 = 𝕜 ⋅ 𝜓 и 𝑓 = 𝜆𝜓𝑛 для некоторого 𝜆 ∈ 𝕜, а 𝜑 = 𝑛√𝜆 ⋅ 𝜓. □

1См. n∘ 14.1.2 на стр. 223.
2Обратите внимание, что линейный носитель многочлена на пространстве 𝑉 является векторным

подпространством в 𝑉∗, а не в 𝑉.
3Из-за симметричности тензора𝑓 свёрткане зависитот выборапоследовательностииз𝑛−1индексов,

по которым она производится.
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Пример 14.9 (бинарные формы ранга 1)

Однородный многочлен степени 𝑛 от двух переменных 𝑓(𝑥0, 𝑥1) = ∑𝑘 𝑎𝑘 ⋅ (𝑛𝑘) ⋅ 𝑥𝑘0𝑥𝑛−𝑘
1 пред-

ставляется в виде (𝛼0𝑥0 + 𝛼1𝑥1)𝑛 = ∑𝑘 𝛼𝑘0𝛼𝑛−𝑘
1 ⋅ (𝑛𝑘) ⋅ 𝑥𝑘0𝑥𝑛−𝑘

1 если и только если отношение
𝑎𝑘+1 ∶ 𝑎𝑘 = 𝛼0 ∶ 𝛼1 не зависит от 𝑘, что означает пропорциональность стролбцов матрицы

(
𝑎1 𝑎2 … 𝑎𝑛
𝑎0 𝑎1 … 𝑎𝑛−1) = 1 , (14-34)

и выражается квадратичными соотношениями 𝑎𝑖𝑎𝑗−1 = 𝑎𝑖−1𝑎𝑗, где 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛, на коэффи-
циенты многочлена 𝑓. Это согласуется с предл. 14.7: столбцы матрицы (14-34) суть коэффици-
енты 𝑛 линейных форм ̃𝑓(𝑒𝑖−10 , 𝑒𝑛−𝑖

1 ) = 𝑎𝑖𝑥0 + 𝑎𝑖−1𝑥1 из формулы (14-33).

14.5. Грассмановы производные и соотношения Плюккера. Согласно теор. 14.2, над полем
нулевой характеристики проекция Alt𝑛 𝑉 → 𝛬𝑛𝑉 знакопеременных тензоров на фактор тен-
зорной алгебры по соотношениям антикоммутирования является изоморфизмом. Обратный к
нему изоморфизм 𝛬𝑛𝑉 ⥲ Alt𝑛 𝑉 называется полной поляризацией грассмановых многочленов.
Он сопоставляет однородному грассманову многочлену𝜔 ∈ 𝛬𝑛𝑉 единственный знакоперемен-
ный тензор 𝜔̃ ∈ Alt𝑛 𝑉 ⊂ 𝑉⊗𝑛, лежащий в классе 𝜔 ∈ 𝑉⊗𝑛∕(ℐsk ∩ 𝑉⊗𝑛).

14.5.1. Грассмановы частные производные. Как и для обычных многочленов1, каждый
ковектор 𝜉 ∈ 𝑉∗ задаёт линейное отображение pl𝜉 ∶ 𝛬𝑛𝑉 → 𝛬𝑛−1𝑉 поляризации вдоль 𝜉, кото-
рое переводит грассмановмногочлен𝜔 ∈ 𝛬𝑛𝑉 в проекциюна𝛬𝑛−1𝑉 результата свёртки полной
поляризации 𝜔̃ многочлена 𝜔 с ковектором 𝜉 по первому тензорному сомножителю и включа-
ется в коммутативную диаграмму

𝑉⊗𝑛 ⊃ Alt𝑛 𝑉
𝑖𝜉 //

≀
��

𝑉⊗(𝑛−1)

����
𝛬𝑛𝑉

pl𝜉 // 𝛬𝑛−1𝑉 .

Определим грассманову производную от 𝜔 в направлении ковектора 𝜉 ∈ 𝑉∗ формулой

𝜕𝜉𝜔 ≝ 𝑛 pl𝜉𝜔 .

Так как тензор 𝜔̃ кососимметричен, для любых 𝜉, 𝜂, 𝜓1, … ,𝜓𝑛−2 ∈ 𝑉∗

𝑖𝜉𝑖𝜂𝜔̃ (𝜓1, …𝜓𝑛−2) = 𝜔 (𝜉, 𝜂,𝜓1, …𝜓𝑛−2) = −𝜔 (𝜂, 𝜉,𝜓1, …𝜓𝑛−2) = −𝑖𝜂𝑖𝜉𝜔̃ (𝜓1, …𝜓𝑛−2) ,

т. е. грассмановы поляризации и грассмановы частные производные антикоммутируют:

pl𝜉pl𝜂 = −pl𝜂pl𝜉 и 𝜕𝜉𝜕𝜂 = −𝜕𝜂𝜕𝜉 ,

в частности 𝜕2𝜉 = 0 для любого 𝜉 ∈ 𝑉∗, что согласуется с тем, что грассмановы многочлены
линейны по каждой переменной. Как и в коммутативном случае2, выполняется равенство

𝜔̃(𝜉1, … , 𝜉𝑛) = 1
𝑛! 𝜕𝜉1 … 𝜕𝜉𝑛𝜔 . (14-35)

1Ср. с n∘ 14.4.1 на стр. 235
2Ср. с 14-28 на стр. 236
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Если ковекторы 𝑥𝑖 ∈ 𝑉∗ и векторы 𝑒𝑖 ∈ 𝑉 образуют двойственные друг другу базисы про-
странств 𝑉 и 𝑉∗, то в силу билинейной зависимости pl𝜉𝜔 от 𝜉 и 𝜔, грассманова производная
в направлении ковектора 𝜉 = ∑𝑖 𝛼𝑖𝑥𝑖 может быть записана как 𝜕𝜉 = ∑𝑖 𝛼𝑖 𝜕𝑥𝑖 . При этом нену-
левой вклад в 𝜕𝑥𝑖𝜔 будет лишь от входящих в 𝜔 мономов 𝑒𝐽 = 𝑒𝑗1 ∧ … ∧ 𝑒𝑗𝑛 с 𝐽 ∋ 𝑖.

Упражнение 14.19. Убедитесь, что 𝜕𝑥𝑖1𝑒𝑖1 ∧ … ∧ 𝑒𝑖𝑛 = 𝑒𝑖2 ∧ … ∧ 𝑒𝑖𝑛 для любой1 последователь-
ности попарно разных индексов 𝑖1, … , 𝑖𝑛.

Таким образом, дифференцирование грассманова монома в направлении базисного ковекто-
ра, двойственного к первой слева переменной в мономе, ведёт себя как обычная частная про-
изводная 𝜕∕𝜕𝑒𝑖1 по этой переменной. В силу анткоммутативности грассмановых переменных,

дифференцирование по 𝑘-той слева переменной монома ведёт себя как (−1)𝑘−1𝜕∕𝜕𝑒𝑖𝑘 :

𝜕𝑥𝑖𝑘𝑒𝑖1 ∧ … ∧ 𝑒𝑖𝑛 = 𝜕𝑥𝑖𝑘 (−1)𝑘−1𝑒𝑖𝑘 ∧ 𝑒𝑖1 ∧ … ∧ 𝑒𝑖𝑘−1
∧ 𝑒𝑖𝑘+1

… 𝑒𝑖𝑛 =

= (−1)𝑘−1𝑒𝑖1 ∧ … ∧ 𝑒𝑖𝑘−1
∧ 𝑒𝑖𝑘+1

… 𝑒𝑖𝑛 .

Иначе говоря, грассмановы производные удовлетворяют грассманову правилу Лейбница: для
любых однородных грассмановых многочленов 𝜔, 𝜏 ∈ 𝛬𝑉 и любого ковектора 𝜉 ∈ 𝑉∗

𝜕𝜉(𝜔 ∧ 𝜂) = 𝜕𝜉(𝜔) ∧ 𝜂 + (−1)deg𝜔𝜔 ∧ 𝜕𝜉(𝜂) . (14-36)

14.5.2. Линейныйноситель грассмановамногочлена.Как и в коммутативном случае, ли-
нейный носитель supp𝜔 ⊂ 𝑉 однородного грассманова многочлена 𝜔 ∈ 𝛬𝑛𝑉 определяется как
линейный носитель2 supp(𝜔̃) его полной поляризации 𝜔̃ ∈ Alt𝑛 𝑉 ⊂ 𝑉⊗𝑛. Он равен пересече-
нию всех таких подпространств 𝑈 ⊂ 𝑉, что 𝜔 ∈ 𝛬𝑛𝑈, и является, тем самым, наименьшим из
этих подпространств, как по включению, так и по размерности. Полной поляризацией грассма-
нова многочлена

𝜔 = ∑𝐼 𝑎𝐼𝑒𝐼 = ∑𝑖1<…<𝑖𝑛
𝑎𝑖1…𝑖𝑛𝑒𝑖1 ∧ … ∧ 𝑒𝑖𝑛 , (14-37)

где 𝐼 = (𝑖1, … , 𝑖𝑛)пробегает возрастающиепоследовательностииз𝑛индексов, является тензор3

𝜔̃ = 1
𝑛! ∑𝐼 𝑎𝐼⟨𝑒𝑖1 ⊗ … ⊗ 𝑒𝑖𝑛⟩ = ∑𝑖1,…,𝑖𝑛

̃𝑎𝑖1…𝑖𝑛𝑒𝑖1 ⊗ … ⊗ 𝑒𝑖𝑛 , (14-38)

где справа суммированиеидёт ужепо всемпоследовательностямиз𝑛 не повторяющихся индек-
сов, а коэффициенты ̃𝑎𝑖1…𝑖𝑛 кососимметричны по 𝑖1, … , 𝑖𝑛 и ̃𝑎𝑖1…𝑖𝑛 = 𝑎𝑖1…𝑖𝑛 ∕𝑛! когда индексы
строго возрастают. По теор. 14.1 на стр. 224, подпространство supp(𝜔̃) ⊂ 𝑉 является образом
полной свёртки 𝑐𝜔̃ ∶ 𝑉∗⊗(𝑛−1) → 𝑉 с тензором 𝜔̃ ∈ 𝑉⊗𝑛 по первым 𝑛 − 1 тензорным сомножи-
телям4 и линейно порождается векторами

𝑤𝐽 = 𝑐𝜔̃(𝑥𝑗1 ⊗ … ⊗ 𝑥𝑗𝑛−1
) = ∑

𝑖∉𝐽
̃𝑎𝑗1…𝑗𝑛−1𝑖 𝑒𝑖 , (14-39)

где 𝐽 = (𝑗1, … , 𝑗𝑛−1) пробегает возрастающие последовательности из 𝑛 − 1 индексов.

1Не обязательно возрастающей.
2См. n∘ 14.1.2 на стр. 223.
3См. формулу (14-15) на стр. 231.
4В силу знакопеременности тензора 𝜔̃ выбор последовательности из 𝑛 − 1 сворачиваемых сомножи-

телей может привести лишь к смене знака у результата.
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Предложение 14.8 (грассмановы многочлены с минимальным ненулевым носителем)

Следующие три условия на грассманов многочлен (14-37) эквивалентны:

1) dim supp𝜔 ⩽ 𝑛 2) 𝜔 = 𝑢1 ∧ … ∧ 𝑢𝑛, где 𝑢1, … , 𝑢𝑛 ∈ 𝑉 3) ∀ 𝑢 ∈ supp𝜔 𝑢 ∧ 𝜔 = 0

4) для любых двух наборов 𝐼, 𝐽 возрастающих индексов 𝑖1 < … < 𝑖𝑚+1 и 𝑗1 < … < 𝑗𝑚−1,
таких, что 𝐼 ⊅ 𝐽, выполнены соотношения Плюккера

∑
𝑚+1
𝜈=1 (−1)𝜈−1 ̃𝑎𝑗1…𝑗𝑚−1𝑖𝜈𝑎𝑖1… ̂𝑖𝜈…𝑖𝑚+1

= 0 , (14-40)

где «крышка» в 𝑎𝑖1… ̂𝑖𝜈…𝑖𝑚+1
означает, что индекс 𝑖𝜈 следует пропустить.

Доказательство. Условия (1), (2) и (3) очевидно эквивалентны и означают, что𝜔 лежит в стар-
шей внешней степени 𝛬dim supp𝜔 своей линейной оболочки supp𝜔.

Упражнение 14.20. Пусть 𝜔 ∈ 𝛬𝑉 и dim𝑉 = 𝑑. Убедитесь, что 𝑣 ∧ 𝜔 = 0 для всех 𝑣 ∈ 𝑉 если и
только если 𝜔 ∈ 𝛬𝑑𝑉.

Соотношение (14-40) констатирует обнуление коэффициента при 𝑒𝑖1∧…∧𝑒𝑖𝑚+1
в произведении

𝑤𝐽 ∧ 𝜔 для линейно порождающих supp𝜔 векторов 𝑤𝐽 из формулы (14-39). □

Пример 14.10 (продолжение прим. 8.5 на стр. 136 и предл. 14.4 на стр. 229)

Для четырёхмерного пространства 𝑉 с базисом 𝑒1, … , 𝑒4 и 𝜔 = ∑𝑖<𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑒𝑖 ∧ 𝑒𝑗 соотношение

Плюккера для наборов индексов 𝐼 = (2, 3, 4) и 𝐽 = (1) имеет вид1 −𝑎12𝑎34+𝑎13𝑎24−𝑎14𝑎23 = 0,
и любой другой выбор непересекающихся наборов (𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) и (𝑗) приводит к тому же самому с
точностью до общего знака соотношению. Если 𝑗 ∈ {𝑖1, 𝑖2, 𝑖3}, скажем 𝐼 = (1, 2, 3), 𝐽 = (1), то
получается тривиальное соотношение 𝑎12𝑎13 − 𝑎13𝑎12 = 0.

Пример 14.11

Если 𝑉 = 𝕜5 с базисом 𝑒1, … , 𝑒5, то по предл. 14.4 на стр. 229 разложимость грассмановой
квадратичной формы 𝜔 = ∑𝑖<𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑒𝑖 ∧ 𝑒𝑗 ∈ 𝛬2𝑉 равносильна равенству 𝜔 ∧ 𝜔 = 0. Поскольку
𝜔 ∧ 𝜔 лежит в пятимерном пространстве 𝛬4𝕜5, это равенство эквивалентно пяти квадратич-
ным соотношениям на коэффициенты 𝑎𝑖𝑗 формы 𝜔. Эти пять соотношений совпадают с пятью
соотношениями Плюккера, возникающими из пяти пар непересекающихся наборов индексов
𝐼 = (𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) и 𝐽 = (𝑗), объединения которых 𝐼 ⊔ 𝐽 пробегают пять различных четырёхэлемент-
ных подмножеств в {1, … , 5}. Прификсированном 𝐼⊔𝐽 четыре различных разбиения этогомно-
жества на непересекающиеся поднаборы из одного и трёх элементов дают, как и в предыдущем
прим. 14.10, одинаковые с точностью до общего знака соотношения вида

̃𝑎𝑖1𝑗𝑎𝑖2𝑖3 − ̃𝑎𝑖2𝑗𝑎𝑖1𝑖3 + ̃𝑎𝑖3𝑗𝑎𝑖1𝑖2 = 0 .

При 𝑗 = 𝑖1 ∈ {𝑖1, 𝑖2, 𝑖3} получается тривиальное соотношение 𝑎𝑖1𝑖2𝑎𝑖1𝑖3 − 𝑎𝑖1𝑖3𝑎𝑖1𝑖2 = 0.

14.6. Грассманианы. Множество всех 𝑚-мерных векторных подпространств 𝑑-мерного век-
торного пространства 𝑉 называется грассманианом Gr(𝑚,𝑑) или Gr(𝑚,𝑉), если важно подчерк-
нуть природу пространства 𝑉. С проективной точки зрения грассманиан Gr(𝑚,𝑑) есть множе-
ство (𝑚 − 1)-мерных проективных подпространств в ℙ𝑑−1. Грассманианы являются естествен-
ными обобщениями проективных пространств: двойственные пространства

ℙ𝑛 = Gr(1, 𝑛 + 1) и ℙ×
𝑛 = Gr(𝑛, 𝑛 + 1)

1Ср. с прим. 8.5 на стр. 136 и упр. 14.11 на стр. 230.
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служат простейшими примерами грассманианов. Двойственность𝑈 ↔ Ann𝑈 между𝑚-мерны-
ми и (𝑑−𝑚)-мерными подпространствами двойственных векторных пространств 𝑉 и 𝑉∗ задаёт
каноническое отождествление Gr(𝑚,𝑉) = Gr(𝑑 − 𝑚,𝑉∗).

14.6.1. Плюккерово вложение. Грассманиан Gr(𝑚,𝑉) вкладывается в ℙ(𝛬𝑚𝑉) отображе-
нием Плюккера

𝑝𝑚 ∶ Gr(𝑚,𝑉) ↪ ℙ(𝛬𝑚𝑉) , (14-41)

которое переводит𝑚-мерное векторное подпространство 𝑈 ⊂ 𝑉 в одномерное векторное под-
пространство𝛬𝑚𝑈 ⊂ 𝛬𝑚𝑉. Если векторы𝑢1, … , 𝑢𝑚 образуют базис в𝑈, то 𝑝𝑚(𝑈) = 𝑢1∧…∧𝑢𝑚.
Выбор другого базиса 𝑤1, … ,𝑤𝑚 из векторов 𝑤𝑖 = ∑𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑢𝑗 заменяет 𝑢1 ∧ … ∧ 𝑢𝑚 на пропор-
циональный разложимый грассманов многочлен 𝑤1 ∧ … ∧ 𝑤𝑚 = det(𝑎𝑖𝑗) 𝑢1 ∧ … ∧ 𝑢𝑚.

Предложение 14.9

Отображение Плюккера (14-41) инъективно, а его образ является алгебраическим многообра-
зием, задаваемым квадратичными соотношениями Плюккера из предл. 14.8.

Доказательство. Образ отображения (14-41) состоит из всех разложимых грассмановыхмного-
членов степени𝑚иописывается впредл. 14.8на стр. 240.Покажем, чтоотображениеПлюккера
инъективно. Пусть 𝑈 ≠ 𝑊 и dim𝑈 ∩ 𝑊 = 𝑟 < 𝑚. Тогда в 𝑉 есть базис из таких векторов

𝑒1, … , 𝑒𝑟, 𝑢1, … , 𝑢𝑠,𝑤1, … ,𝑤𝑠, 𝑣1, … , 𝑣𝑡 ,

где 𝑠 = 𝑚 − 𝑟, что векторы 𝑒1, … , 𝑒𝑟 образуют базис в 𝑈 ∩ 𝑊, а наборы векторов

𝑒1, … , 𝑒𝑟, 𝑢1, … , 𝑢𝑠 и 𝑒1, … , 𝑒𝑟,𝑤1, … ,𝑤𝑠

являются базисами в𝑈 и в𝑊. Отображение Плюккера сопоставляет им разные базисные моно-
мы 𝑒1 ∧ … ∧ 𝑒𝑟 ∧ 𝑢1 ∧ … ∧ 𝑢𝑠 и 𝑒1 ∧ … ∧ 𝑒𝑟 ∧ 𝑤1 ∧ … ∧ 𝑤𝑠 пространства 𝛬𝑚𝑉. □

14.6.2. Многообразие Сегре как сечение грассманиана. Рассмотрим прямую сумму

𝑊 = 𝑉1 ⊕ … ⊕ 𝑉𝑛

конечномерных векторных пространств 𝑉𝑖. Для каждого 𝑘 ∈ ℕ и произвольной последователь-
ности целых чисел 𝑚1, … ,𝑚𝑛, где 0 ⩽ 𝑚𝑖 ⩽ dim𝑉𝑖 и 𝑚1 + … + 𝑚𝑛 = 𝑘, обозначим через
𝑊𝑚1…𝑚𝑛

⊂ 𝛬𝑘𝑊 линейную оболочку всех разложимых грассмановыхмногочленов𝑤1∧…∧𝑤𝑘,
у которых ровно𝑚𝑖 сомножителей 𝑤𝜈 лежит в 𝑉𝑖 при всех 𝑖 = 1, … , 𝑛.

Упражнение 14.21. Покажите, что правило 𝜔1 ⊗ … ⊗ 𝜔𝑛 ↦ 𝜔1 ∧ … ∧ 𝜔𝑛 корректно задаёт
линейный изоморфизм 𝛬𝑚1𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝛬𝑚𝑛𝑉𝑛 ⥲ 𝑊𝑚1…𝑚𝑛

, и что

𝛬𝑘𝑊 = ⨁𝑚1,…,𝑚𝑛
𝑊𝑚1…𝑚𝑛

≃ ⨁𝑚1,…,𝑚𝑛
𝛬𝑚1𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝛬𝑚𝑛𝑉𝑛 . (14-42)

Тензорное произведение 𝑉1 ⊗ … ⊗𝑉𝑛 канонически изоморфно слагаемому𝑊1…1 ⊂ 𝛬𝑛𝑊 из раз-
ложения (14-42). Изоморфизмпереводит каждыйразложимый тензор 𝑣1⊗…⊗𝑣𝑛 в грассманов
моном 𝑣1∧…∧𝑣𝑛. Мы заключаем, что многообразие Сегре из n∘ 13.1.2 на стр. 214 представляет
собою пересечение Gr(𝑛,𝑊) ∩ ℙ(𝑊1…1) и является алгебраическим многообразием в ℙ(𝛬𝑛𝑊),
задаваемым квадратичными соотношениямиПлюккера из предл. 14.8 и линейными уравнени-
ями, описывающими векторное подпространство𝑊1…1 ⊂ 𝛬𝑛𝑊.
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14.6.3. Однородные координаты на грассманиане обобщают однородные координаты на
проективном пространстве. Если зафиксировать в𝑉 базис 𝑒1, … , 𝑒𝑑, то𝑚-мерное подпростран-
ство 𝑈 ⊂ 𝑉 можно задавать матрицей 𝑋𝒖 размера 𝑑 ×𝑚, по строкам которой записаны коорди-
наты векторов 𝑢1, … , 𝑢𝑚 какого-нибудь базиса𝒖 в𝑈. Разумеется, такое представление не един-
ственно: другому базису𝒘 в𝑈, составленному из векторов𝑤1, … ,𝑤𝑚, отвечает другая матрица
𝑋𝒘 = 𝐶𝑤𝑢𝑋𝒖, получающаяся из 𝑋𝒖 умножением слева на невырожденную квадратную 𝑚 × 𝑚-
матрицу перехода, которая определяется соотношением

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑤1
⋮
𝑤𝑚

⎞
⎟
⎟
⎠

= 𝐶𝑤𝑢 ⋅
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑢1
⋮
𝑢𝑚

⎞
⎟
⎟
⎠
.

Мы заключаем, что грассманиан Gr(𝑚,𝑑) = GL𝑚(𝕜) ∖ Mat∘𝑚×𝑑(𝕜) является множеством орбит
левого действия группы GL𝑚(𝕜) на множествеMat∘𝑚×𝑑(𝕜) матриц размера𝑚×𝑑 и ранга𝑚. При
𝑚 = 1 это описание превращается в описание проективного пространстваℙ𝑑−1 как множества
ненулевых координатных строк длины 𝑑 с точностью до умножения на ненулевые константы.
Таким образом, матрица 𝑋𝒖 c точностью до умножения слева на обратимые матрицы является
прямым аналогом однородных координат.

14.6.4. Плюккеровы координаты. Плюккерово вложение 𝑝𝑚 ∶ Gr(𝑚,𝑉) ↪ ℙ(𝛬𝑚𝑉) сопо-
ставляет𝑚-мерному подпространству𝑈 ⊂ 𝑉 с базисом 𝑢1, … , 𝑢𝑚 одномерное подпространство
𝛬𝑚𝑈 ⊂ 𝛬𝑚𝑉 с базисом 𝑢1 ∧ … ∧𝑢𝑚. Если зафиксировать в 𝑉 базис 𝑒1, … , 𝑒𝑑, а в 𝛬𝑛𝑉—базис из
грассмановых мономов 𝑒𝐼 = 𝑒𝑖1 ∧ … ∧ 𝑒𝑖𝑛 , то 𝐼-й однородной координатой разложимого грас-
сманова многочлена 𝑢1 ∧ … ∧ 𝑢𝑚 относительно базиса из мономов 𝑒𝐼 будет 𝐼-й минор det𝑋𝐼
порядка𝑚, где 𝑋𝐼 ⊂ 𝑋—подматрица, образованная столбцами с номерами 𝑖1, … , 𝑖𝑛.

Упражнение 14.22. Убедитесь в этом.

При умножении матрицы 𝑋 слева на обратимую матрицу 𝐶 ∈ GL𝑚 все (𝑚 × 𝑚)-миноры det𝑋𝐼
матрицы 𝑋 умножатся на ненулевую константу det𝐶. Рассматриваемый с точностью до про-
порциональности набор миноров det𝑋𝐼 называется плюккеровыми координатами задаваемой
матрицей 𝑋 точки грассманиана Gr(𝑚,𝑑). Таким образом, плюккеровы координаты суть огра-
ничения однородных координат в ℙ(𝛬𝑚𝑉) на образ грассманиана при плюккеровом вложении
𝑝𝑚 ∶ Gr(𝑚,𝑉) ↪ ℙ(𝛬𝑚𝑉).

14.6.5. Стандартное аффинное покрытие и аффинные координаты. Аналогом 𝑖-й стан-
дартной аффинной карты 𝑈𝑖 проективного пространства1 ℙ𝑛 = Gr(1, 𝑛) на произвольном грас-
сманиане Gr(𝑚,𝑑) является множество 𝑈𝐼 всех𝑚 × 𝑑 матриц 𝑋 с ненулевым минором det𝑋𝐼. В
GL𝑚(𝕜)-орбите каждой такой матрицы 𝑋 есть единственный представитель, имеющий в столб-
цах 𝐼 единичную матрицу размера 𝑚 × 𝑚. Обозначим его 𝑇(𝐼) ≝ 𝑋−1

𝐼 𝑋. Стоящие вне столбцов
с номерами из 𝐼 матричные элементы 𝑡(𝐼)

𝜇𝜈 матрицы 𝑇(𝐼) называются локальными аффинными
координатами точки 𝑋 ∈ Gr(𝑚,𝑑) в стандартной карте𝑈𝐼, и всего их имеется𝑚(𝑑−𝑚). Плюк-
керово вложение 𝑝𝑚 ∶ Gr(𝑚,𝑉) ↪ ℙ(𝛬𝑚𝑉) биективно отображает карту 𝑈𝐼 ⊂ Gr(𝑚,𝑉) на пере-
сечение образа 𝑝𝑚(Gr(𝑚,𝑉)) со стандартной аффинной картой 𝑈𝐼 ⊂ ℙ(𝛬𝑚𝑉) на проективном
пространстве.

1Она состоит из всех точек (𝑥0 ∶ 𝑥1 ∶ … ∶ 𝑥𝑛) ∈ ℙ𝑛 с 𝑥𝑖 ≠ 0. Каждая такая точка 𝑝 однозначно
представляется вектором, у которого 𝑥𝑖 = 1, и остальные 𝑛 координат этого вектора берутся в качестве
локальных аффинных координат точки 𝑝 в карте 𝑈𝑖, см. пример 16.4 на стр. 207 лекции http://gorod.
bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_16.pdf.

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_16.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_16.pdf
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На геометрическом языке карта 𝑈𝐼 ⊂ Gr(𝑚,𝑉) состоит из всех подпространств 𝑈 ⊂ 𝑉, ко-
торые изоморфно отображаются на 𝐼-е координатное подпространство 𝐸𝐼 ⊂ 𝑉, натянутое на
базисные векторы 𝑒𝑖1 , … , 𝑒𝑖𝑚 , при проекции 𝜋𝐼 ∶ 𝑉 ↠ 𝐸𝐼 вдоль дополнительного координатно-
го подпространства 𝐸𝐽 ⊂ 𝑉, натянутого на базисные векторы 𝑒𝑗 с 𝑗 ∉ 𝐼. Подпространство 𝑈 ⊂ 𝑉
лежит в стандартной карте 𝑈𝐼 если и только если 𝑈 ∩ 𝐸𝐽 = 0, и в каждом таком подпростран-
стве 𝑈 имеется единственный базис 𝑢1, … , 𝑢𝑚, который проектируется в стандартный базис
𝑒𝑖1 , … , 𝑒𝑖𝑚 пространства 𝐸𝐼. Матрица 𝑇(𝐼) составлена из координат этих векторов 𝑢𝑖.

14.6.6. Аффинная окрестность точки. Более общим образом, для любого (𝑑−𝑚)-мерного
векторного подпространства 𝑊 ⊂ 𝑉 множество 𝑈𝑊 = {𝑈 ∈ Gr(𝑚,𝑉) | 𝑈 ∩ 𝑊 = 0} является
аффинным пространством над векторным пространством Hom(𝑉∕𝑊,𝑊). В самом деле, любые
два дополнительные к𝑊 подпространства 𝑈1, 𝑈2 изоморфно проектируются на 𝑉∕𝑊 при фак-
торизации 𝜋𝑊 ∶ 𝑉 ↠ 𝑉 ∕𝑊. Поэтому у каждого класса [𝑣] = [𝑣1] = [𝑣2] ∈ 𝑉 ∕𝑊 имеются
единственные представители 𝑣1 ∈ 𝑈1 и 𝑣2 ∈ 𝑈2. Обозначая через ⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑈1𝑈2 ∶ 𝑉∕𝑊 → 𝑊 линейное
отображение, переводящее класс [𝑣] ∈ 𝑉∕𝑊 в разность 𝑣2 − 𝑣1 ∈ 𝑊 этих представителей, мы
сопоставляем каждой паре точек 𝑈1,𝑈2 ∈ 𝑈𝑊 вектор ⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑈1𝑈2 ∈ Hom(𝑉∕𝑊,𝑊). Очевидно, что
⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑈1𝑈2 + ⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑈2𝑈3 = ⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑈1𝑈3 для всех 𝑈1,𝑈2,𝑈3 ∈ 𝑈𝑊. Если зафиксировать любое «начальное» подпро-
странство 𝑈 ∈ 𝑈𝑊 и отождествить его с 𝑉∕𝑊 при помощи изоморфизма 𝜋𝑊|𝑈 ∶ 𝑈 ⥲ 𝑉∕𝑊,
а Hom(𝑉∕𝑊,𝑊) отождествить с Hom(𝑈,𝑊), то отображение векторизации с центром в 𝑈, пе-
реводящее каждую точку 𝑈1 ∈ 𝑈𝑊 в её радиус вектор ⃖⃖⃖⃖⃗𝑈𝑈1 ∈ Hom(𝑈,𝑊), будет сопоставлять
каждому дополнительному к𝑊 подпространству 𝑈1 ⊂ 𝑈 ⊕ 𝑊 линейное отображение 𝑈 → 𝑊,
графиком которого является подпространство𝑈1. Очевидно, что такое сопоставление биектив-
но. Поскольку 𝑊 ≃ 𝑉∕𝑈, можно сказать, что каждая точка 𝑈 ∈ Gr(𝑚,𝑉) обладает аффинной
окрестностью, получающейся «откладыванием» от 𝑈 всевозможных векторов из пространства
Hom(𝑈,𝑉∕𝑈). Если зафиксировать какое-нибудь дополнительное к𝑈 подпространство𝑊 ипред-
ставлять классы из 𝑉 ∕𝑈 векторами из 𝑊, то результатом «откладывания» от 𝑈 отображения
𝜏∶ 𝑈 → 𝑊 будет график 𝛤𝜏 = {(𝑢, 𝜏(𝑢)) ∈ 𝑈 ⊕ 𝑊 | 𝑢 ∈ 𝑈} отображения 𝜏, представляющий
собою дополнительное к𝑊 подпространство в 𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑊.

14.6.7. Квадрика Плюккера в ℙ𝟓 и прямые в ℙ𝟑. Первым отличным от проективного про-
странства грассманианом является Gr(2, 4), точками которого служат двумерные векторные
подпространства 𝑈 в 𝑉 = 𝕜4 или, что то же самое, проективные прямые 𝓁 = ℙ(𝑈) в ℙ3 = ℙ(𝑉).
Грассманиан Gr(2, 4) вкладывается в ℙ5 = ℙ(𝛬2𝑉) отображением Плюккера

𝑝∶ Gr(2, 4) ↪ ℙ(𝛬2𝑉) , 𝑈 ↦ 𝛬2𝑈 , (14-43)

которое переводит прямую (𝑎𝑏) ⊂ ℙ3, являющуюся проективизацией двумерного векторного
подпространства 𝑈 ⊂ 𝑉 с базисом 𝑎, 𝑏, в одномерное подпространство 𝛬2𝑈 ⊂ 𝛬2𝑉, порождён-
ное грассмановым произведением 𝑎 ∧ 𝑏. Согласно предл. 14.4 на стр. 229, разложимость грас-
смановой квадратичной формы 𝜔 ∈ 𝛬2𝑉 на два линейных множителя равносильна тому, что
𝜔 ∧ 𝜔 = 0. Это соотношение задаёт в пространстве ℙ5 = ℙ(𝛬2𝑉) квадрику Плюккера

𝑃 = 𝑉(𝑞) = {𝜔 ∈ 𝛬2𝑉 | 𝜔 ∧ 𝜔 = 0} , (14-44)

Симметричная билинейная форма ̃𝑞∶ 𝛬2𝑉 × 𝛬2𝑉 → 𝕜, которая является поляризацией уравне-
ния этой квадрики, однозначно с точностью до пропорциональности определяется тем, что для
всех 𝜔1,𝜔2 ∈ 𝛬2𝑉 в одномерном векторном пространстве 𝛬4𝑉 выполняется равенство

𝜔1 ∧ 𝜔2 = ̃𝑞(𝜔1,𝜔2) ⋅ 𝑒1 ∧ 𝑒2 ∧ 𝑒3 ∧ 𝑒4 , (14-45)
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где 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4 —произвольный базис в 𝑉.
Упражнение 14.23. Убедитесь, что задаваемая равенством (14-45) форма ̃𝑞 билинейна, сим-

метрична, невырождена и при выборе другого базиса в 𝑉 умножается на ненулевую кон-
станту. Напишите её матрицу Грама в стандартном базисе из мономов 𝑒𝑖𝑗 = 𝑒𝑖 ∧ 𝑒𝑗.

В координатах 𝑥𝑖𝑗 относительно стандартного базиса 𝑒𝑖𝑗 = 𝑒𝑖 ∧ 𝑒𝑗, равенство 𝜔 ∧ 𝜔 = 0 для
формы 𝜔 = ∑𝑖𝑗 𝑥𝑖𝑗𝑒𝑖𝑗 имеет вид1 𝑥12𝑥34 − 𝑥13𝑥24 + 𝑥14𝑥23 = 0, а отображение (14-43) перево-
дит прямую (𝑎𝑏), порождённую векторами 𝑎, 𝑏, строки координат которых в базисе 𝑒1, … , 𝑒4
составляют 2 × 4 матрицу (

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4
𝑏1 𝑏2 𝑏3 𝑏4), в грассманову квадратичную форму 𝑎 ∧ 𝑏 с ко-

ординатами 𝑥𝑖𝑗 = det(
𝑎𝑖 𝑎𝑗
𝑏𝑖 𝑏𝑗)

.

Лемма 14.1

Две прямые 𝓁1, 𝓁2 ⊂ ℙ3 пересекаются если и только если их плюккеровы образы ортогональны
относительно квадратичной формы (14-45).

Доказательство. Если 𝓁1 ∩ 𝓁2 = ∅, то в 𝑉 существует такой базис 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, что 𝓁1 = (𝑒1𝑒2),
а 𝓁2 = (𝑒3𝑒4). Тогда 𝑝(𝓁1) ∧ 𝑝(𝓁2) = 𝑒1 ∧ 𝑒2 ∧ 𝑒3 ∧ 𝑒4 ≠ 0. Если 𝓁1 и 𝓁2 пересекаются в точке 𝑎, то
𝓁1 = (𝑎𝑏), а 𝓁2 = (𝑎𝑐) для некоторых 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑉, и 𝑝(𝓁1) ∧ 𝑝(𝓁2) = 𝑎 ∧ 𝑏 ∧ 𝑎 ∧ 𝑐 = 0. □

Следствие 14.5

𝑃 ∩ 𝑇𝑝𝑃 = {𝑝(𝓁′) | 𝓁′ ∩ 𝓁 ≠ ∅} для любой точки 𝑝 = 𝑝(𝓁) ∈ 𝑃.

Пример 14.12 (связки и пучки прямых в ℙ3)

Множество прямых в ℙ3 называется связкой, если его плюккеров образ является двумерной
плоскостью. Каждая такая плоскость 𝜋 ⊂ 𝑃 линейно порождается тройкой неколлинеарных
точек 𝑎𝑖 = 𝑝(𝓁𝑖), 𝑖 = 1, 2, 3. При этом 𝜋 = 𝑇𝑎1𝑃 ∩ 𝑇𝑎2𝑃 ∩ 𝑇𝑎3𝑃 ⊂ 𝑃. По лем. 14.1 и сл. 14.5 соот-
ветствующая связка прямых состоит из всех прямых, пересекающих каждую из трёх попарно
пересекающихся прямых 𝓁1, 𝓁2, 𝓁3 в ℙ3. Три прямые в ℙ3 попарно пересекаются ровно в двух
случаях: когда они лежат в одной плоскости или когда они проходят через одну точку. Таким
образом, есть два геометрически разных типа связок прямых на ℙ3:

𝛼-плоскость 𝜋𝛼(𝑐) ⊂ 𝑃, состоящая из всех прямых, проходящих через данную точку 𝑐 ∈ ℙ3

𝛽-плоскость 𝜋𝛽(𝛱) ⊂ 𝑃, состоящая из всех прямых, лежащих в данной плоскости 𝛱 ∈ ℙ3.

Эти два семейства плоскостей на квадрике 𝑃 таковы, что любые две плоскости одного типа пе-
ресекаются по точке:𝜋𝛽(𝛱1)∩𝜋𝛽(𝛱2) = 𝑝 (𝛱1 ∩ 𝛱2),𝜋𝛼(𝑐1)∩𝜋𝛼(𝑐2) = 𝑝((𝑐1𝑐2)), а две плоскости
𝜋𝛽(𝛱), 𝜋𝛼(𝑐) разных типов не пересекаются при 𝑐 ∉ 𝛱, а при 𝑐 ∈ 𝛱 пересекаются по прямой

𝜆(𝑐,𝛱) = {𝑝(𝓁) ∈ 𝑃 | 𝑐 ∈ 𝓁 ⊂ 𝛱} , (14-46)

которая является плюккеровым образом пучка прямых, лежащих в плоскости 𝛱 и проходящих
через точку 𝑐 ∈ 𝛱. Покажем, что все лежащие на квадрике 𝑃 прямые имеют вид (14-46). Для
этого рассмотримконус𝐶 = 𝑃∩𝑇𝑎𝑃 с вершиной в точке𝑎 ∈ 𝑃, образованный всемипроходящи-
ми через 𝑎 прямыми, лежащими на 𝑃, и зафиксируем любое не проходящее через 𝑎 трёхмерное

1См. прим. 14.10 на стр. 240.
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проективное подпространство𝐻 ⊂ 𝑇𝑎𝑃, см. рис. 14⋄1. Пересечение 𝐺 = 𝐶∩𝐻 является гладкой
1-планарной квадрикой в𝐻, и любая проходящая через 𝑎 прямая на 𝑃 имеет вид (𝑎𝑏) = 𝜋𝛼 ∩𝜋𝛽
для некоторой точки 𝑏 ∈ 𝐺 иплоскостей𝜋𝛼,𝜋𝛽 натянутых на точку 𝑝 ипару проходящих через 𝑏
прямолинейных образующих квадрики 𝐺.

𝑏

𝑎 ∉ 𝐻

𝐺 ⊂ 𝐻

𝐻 ≃ ℙ3

𝜋𝛼

𝜋𝛽

Рис. 14⋄1. Конус 𝐶 = 𝑃 ∩ 𝑇𝑝𝑃.



§15. Комплексные и вещественные векторные пространства

15.1. Овеществление комплексного пространства. Каждое векторное пространство 𝑊 над
полем комплексных чисел ℂ одновременно является векторным пространством и над подпо-
лем вещественных чисел ℝ ⊂ ℂ. Когда комплексное векторное пространство𝑊 рассматрива-
ется как векторное пространство над ℝ, оно обозначается 𝑊ℝ и называется овеществлением
комплексного пространства𝑊. Если множество векторов 𝐸 ⊂ 𝑊 является базисом простран-
ства𝑊 над ℂ, то множество 𝐸 ⊔ 𝑖𝐸, состоящее из векторов 𝑒 и 𝑖𝑒, где 𝑒 ∈ 𝐸, является базисом
пространства𝑊ℝ надℝ, поскольку существование и единственность представления произволь-
ного вектора 𝑤 ∈ 𝑊 в виде комплексной линейной комбинации

𝑤 = ∑𝑒 𝑧𝑒𝑒 = ∑𝑒(𝑥𝑒 + 𝑖𝑦𝑒) 𝑒 , где 𝑧𝑒 = 𝑥𝑒 + 𝑖𝑦𝑒 ∈ ℂ ,

означает в точности существование и единственность линейного выражения

𝑤 = ∑𝑒 𝑥𝑒𝑒 + ∑𝑒 𝑦𝑒 𝑖𝑒

вектора 𝑤 через векторы 𝑒 и 𝑖𝑒 c вещественными коэффициентами 𝑥𝑒 = Re 𝑧𝑒, 𝑦𝑒 = Im 𝑧𝑒. В
частности, dimℝ𝑊ℝ = 2 dimℂ𝑊, где для избежания недоразумений мы здесь и далее пишем
dimℝ и dimℂ для обозначения размерности векторных пространств над полями ℝ и ℂ соответ-
ственно. Обратите внимание, что вещественные векторные пространства, возникающие как
овеществления комплексных, всегда чётномерны.

Комплексно линейные операторы 𝐹∶ 𝑊 → 𝑊 составляют алгебру Endℂ(𝑊) над полем ℂ, а
вещественно линейные 𝐺 ∶ 𝑊ℝ → 𝑊ℝ — алгебру Endℝ(𝑊ℝ) над полем ℝ, содержащую алгебру
комплексно линейных эндоморфизмов в качестве подалгебры Endℂ(𝑊) ⊂ Endℝ(𝑊ℝ). Сопостав-
ление операторам из Endℂ(𝑊) и Endℝ(𝑊ℝ) их матриц, соответственно, в базисе 𝑒1, … , 𝑒𝑛 про-
странства𝑊 надℂибазисе 𝑒1, … , 𝑒𝑛, 𝑖𝑒1, … , 𝑖𝑒𝑛 пространства𝑊ℝ надℝ отождествляет алгебру
Endℂ(𝑊) с алгебройMat𝑛(ℂ) комплексных матриц размера 𝑛×𝑛, а алгебру Endℝ(𝑊ℝ) —с алгеб-
рой Mat2𝑛(ℝ) вещественных матриц размера 2𝑛 × 2𝑛, которые мы будем записывать блочно:

𝐺 = (
𝐴 𝐶
𝐵 𝐷) (15-1)

согласно разбиению базиса 𝑒1, … , 𝑒𝑛, 𝑖𝑒1, … , 𝑖𝑒𝑛 на части 𝒆 = (𝑒1, … , 𝑒𝑛) и 𝑖𝒆 = (𝑖𝑒1, … , 𝑖𝑒𝑛).

Предложение 15.1 (условия Коши – Римана)

Вещественно линейный оператор (15-1) тогда и только тогда комплексно линеен, когда 𝐶 = −𝐵
и 𝐷 = 𝐴. В базисе 𝑒1, … , 𝑒𝑛 пространства𝑊 над ℂ такой оператор записывается комплексной
𝑛 × 𝑛-матрицей 𝐴 + 𝑖𝐵.

Доказательство. Комплексная линейность вещественно линейного оператора 𝐹∶ 𝑊 → 𝑊 рав-
носильна равенству 𝐹(𝑖𝑤) = 𝑖𝐹(𝑤) для всех𝑤 ∈ 𝑊, что достаточно проверить на базисных век-
торах 𝒆 = (𝑒1, … , 𝑒𝑛). Если 𝐹 имеет матрицу (15-1), то 𝐹(𝑖𝒆) = 𝒆𝐶 + 𝑖𝒆𝐷, а 𝑖𝐹(𝒆) = 𝑖(𝒆𝐴+ 𝑖𝒆𝐵) =
= −𝒆𝐵 + 𝑖𝒆𝐴, откуда 𝐶 = −𝐵, 𝐷 = 𝐴 и 𝐹(𝒆) = 𝒆 (𝐴 + 𝑖𝐵). □

Пример 15.1 (комплексно дифференцируемые функции)

Рассмотримодномерноекомплексноепространство𝑊 = ℂ со стандартнымбазиснымвектором
𝑒 = 1. Его овеществление𝑊ℝ = ℝ2 имеет базис (𝑒, 𝑖𝑒) = (1, 𝑖). Каждый комплексно линейный

246
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оператор 𝐹∶ ℂ → ℂ является умножением на некое комплексное число 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 и в базисе
(1, 𝑖) записывается 2 × 2-матрицей

(
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎 ) .

Произвольная функция 𝑓∶ ℂ → ℂ, 𝑧 ↦ 𝑤 = 𝑓(𝑧), одной переменной 𝑧 ∈ ℂ, представляет
собою отображение ℝ2 → ℝ2 и может быть задана парой вещественных функций 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) и
𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦) от двух вещественных переменных 𝑥, 𝑦, связанных с комплексными переменными
𝑧, 𝑤 по формулам 𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣, 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦. Функция 𝑓 называется комплексно дифференцируемой
в точке 𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0, если её приращение как функции от 𝑧 имеет вид

𝑓(𝑧0+▵𝑧) = 𝑓(𝑧0) + 𝜁 ⋅▵𝑧 + 𝑜(▵𝑧) , где 𝜁 ∈ ℂ .

Функция 𝑓 называется вещественно дифференцируемой, если

(
𝑢(𝑥0+▵𝑥, 𝑦0+▵𝑦)
𝑣(𝑥0+▵𝑥, 𝑦0+▵𝑦)) = (

𝑢(𝑥0, 𝑦0)
𝑣(𝑥0, 𝑦0)) + (

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑) (

▵𝑥
▵𝑦) + 𝑜(▵𝑥, ▵𝑦) , где 𝑎, 𝑏, 𝑐,𝑑 ∈ ℝ .

Из курса анализа известно, что линейные операторы, описывающие линейную часть прираще-
ния, в обоих случаях выражаются через производные:

𝜁 = 𝑓′(𝑧0) = lim
▵𝑧→0

𝑓(𝑧0+▵𝑧) − 𝑓(𝑧0)
▵𝑧 , (

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑) =

⎛
⎜
⎜
⎝

𝜕𝑢
𝜕𝑥 (𝑥0, 𝑦0) 𝜕𝑣

𝜕𝑥 (𝑥0, 𝑦0)
𝜕𝑢
𝜕𝑦 (𝑥0, 𝑦0) 𝜕𝑣

𝜕𝑦 (𝑥0, 𝑦0)

⎞
⎟
⎟
⎠

, где

𝜕𝑔
𝜕𝑥 (𝑥0, 𝑦0) = lim

▵𝑥→0
𝑔(𝑥0+▵𝑥, 𝑦0) − 𝑔(𝑥0, 𝑦0)

▵𝑥 , 𝜕𝑔𝜕𝑦 (𝑥0, 𝑦0) = lim
▵𝑦→0

𝑔(𝑥0, 𝑦0+▵ 𝑦) − 𝑔(𝑥0, 𝑦0)
▵𝑦 .

Из предл. 15.1 вытекает, что пара вещественныхнепрерывно дифференцируемыхфункцийдвух
вещественных переменных тогда и только тогда задаёт комплексно дифференцируемую функ-
цию ℂ → ℂ, когда эти функции удовлетворяют дифференциальным уравнениям Коши – Римана

𝜕𝑢
𝜕𝑥 = 𝜕𝑣

𝜕𝑦 и
𝜕𝑢
𝜕𝑦 = −𝜕𝑣𝜕𝑥 .

15.2. Комплексификация вещественного пространства. Каждое векторное пространство 𝑉
над полемℝ канонически расширяется до векторного пространства 𝑉ℂ ≝ ℂ⊗ℝ𝑉 над ℂ, которое
называется комплексификацией пространства 𝑉. Умножение разложимого тензора 𝑐 ⊗ 𝑣 ∈ 𝑉ℂ
на комплексное число 𝑧 ∈ ℂ задаётся правилом 𝑧 (𝑐⊗ 𝑣) = (𝑧𝑐) ⊗ 𝑣, которое корректно продол-
жается до ℝ-линейного отображения 𝑧∶ 𝑉ℂ → 𝑉ℂ, 𝑤 ↦ 𝑧𝑤, линейно зависящего от 𝑧 ∈ ℂ.

Упражнение 15.1. Убедитесь в этом.

Поскольку числа 1, 𝑖 ∈ ℂ составляют базис поля ℂ как векторного пространства над ℝ, каждый
вектор 𝑤 ∈ 𝑉ℂ однозначно записывается в виде 𝑤 = 1 ⊗ 𝑢 + 𝑖 ⊗ 𝑣, где 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉. Векторы
вида 1⊗ 𝑣, где 𝑣 ∈ 𝑉, называются вещественными и образуют векторное пространство над по-
лем ℝ, изоморфное исходному пространству 𝑉. Они составляют вещественное векторное под-
пространство в𝑉ℂ, которое обозначается через𝑉 ⊂ 𝑉ℂ. Векторы вида 𝑖⊗𝑣, где 𝑣 ∈ 𝑉, называют-
ся чисто мнимыми. Они тоже образуют векторное пространство над ℝ, также изоморфное ис-
ходному пространству 𝑉. Рассматриваемое как вещественное векторное подпространство в 𝑉ℂ,
оно обозначается через 𝑖𝑉 ⊂ 𝑉ℂ. Таким образом, как векторное пространство над ℝ, простран-
ство 𝑉ℂ = 𝑉⊕ 𝑖𝑉 является прямой суммой двух копий векторного пространства 𝑉. По этой при-
чине векторы𝑤 = 1⊗𝑢+ 𝑖⊗ 𝑣 ∈ 𝑉ℂ, где 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉, обычно записывают как𝑤 = 𝑢+ 𝑖𝑣 ∈ 𝑉⊕ 𝑖𝑉,
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где 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉. Векторы 𝑢 ∈ 𝑉 и 𝑖𝑣 ∈ 𝑖𝑉 называются вещественной и мнимой частями векто-
ра𝑤 ∈ 𝑉ℂ = 𝑉 ⊕ 𝑖𝑉. В этих обозначениях умножение вектора𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣 на комплексное число
𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ ℂ задаётся той же формулой

(𝑥 + 𝑖𝑦)(𝑢 + 𝑖𝑣) = (𝑥𝑢 − 𝑦𝑣) + 𝑖(𝑥𝑣 + 𝑦𝑢) ,

что и умножение чисел в поле ℂ. Действительно:

(𝑥 + 𝑖𝑦)(1 ⊗ 𝑢 + 𝑖 ⊗ 𝑣) = 𝑥 ⊗ 𝑢 − 𝑦 ⊗ 𝑣 + 𝑖𝑥 ⊗ 𝑣 + 𝑖𝑦 ⊗ 𝑢 = 1 ⊗ (𝑥𝑢 − 𝑦𝑣) + 𝑖 ⊗ (𝑥𝑣 + 𝑦𝑢) .

Каждый базис 𝑒1, … , 𝑒𝑛 пространства 𝑉 над полем ℝ, рассматриваемый как набор векторов
из вещественного подпространства 𝑉 ⊂ 𝑉ℂ, является базисом пространства 𝑉ℂ над полем ℂ,
поскольку единственность представления векторов 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉 в виде 𝑣1 = 𝑥1𝑒1 + … + 𝑥𝑛𝑒𝑛,
𝑣2 = 𝑦1𝑒1 + … + 𝑦𝑛𝑒𝑛 с 𝑥𝜈, 𝑦𝜈 ∈ ℝ равносильна единственности представления вектора 𝑤 =
𝑣1 + 𝑖𝑣2 ∈ 𝑉 ⊕ 𝑖𝑉 в виде

𝑤 = 𝑧1𝑒1 + … + 𝑧𝑛𝑒𝑛 , где 𝑧𝜈 = 𝑥𝜈 + 𝑖𝑦𝜈 ∈ ℂ .

Таким образом, dimℂ 𝑉ℂ = dimℝ 𝑉.
15.2.1. Комплексное сопряжение. На пространстве 𝑉ℂ имеется ℝ-линейная инволюция

𝜎∶ 𝑉ℂ → 𝑉ℂ , 𝑤 = 𝑣1 + 𝑖𝑣2 ↦ 𝑤 ≝ 𝑣1 − 𝑖𝑣2 ,

которая называется комплексным сопряжением. По построению, 𝜎2 = Id𝑉ℂ , и вещественные
подпространства𝑉 и 𝑖𝑉 являются собственнымиподпространствамиоператора𝜎 с собственны-
ми числами+1 и−1 соответственно. По отношению к умножениюна комплексные числа инво-
люция 𝜎 полулинейна, т. е. удовлетворяет для всех 𝑧 ∈ ℂ и 𝑤 ∈ 𝑉ℂ соотношению 𝜎(𝑧𝑤) = 𝑧𝜎(𝑤).

15.2.2. Комплексификацияоператоров.Каждыйℝ-линейныйоператор𝐹∶ 𝑉′ → 𝑉″ меж-
ду вещественными векторными пространствами продолжается до ℂ-линейного оператора

𝐹ℂ ≝ Idℂ ⊗ℝ 𝐹∶ 𝑉′
ℂ = ℂ ⊗ℝ 𝑉′ → ℂ ⊗ℝ 𝑉″ = 𝑉″

ℂ

который называется комплексификацией оператора 𝐹 и действует по правилу

𝐹ℂ(𝑢 + 𝑖𝑣) = 𝐹(𝑢) + 𝑖𝐹(𝑣) , где 𝑢 + 𝑖𝑣 ∈ 𝑉′ ⊕ 𝑖𝑉′ = 𝑉′
ℂ ,

ибо 𝐼𝑑⊗𝐹 (1⊗𝑢+ 𝑖⊗𝑣) = 1⊗𝐹𝑢+ 𝑖⊗𝐹𝑣 = 𝐹𝑢+ 𝑖𝐹𝑣. Оператор 𝐹ℂ коммутирует с комплексным
сопряжением: для каждого 𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣 ∈ 𝑉ℂ выполняются равенства

𝐹ℂ𝑤 = 𝐹ℂ(𝑢 + 𝑖𝐹𝑣) = 𝐹𝑢 + 𝑖𝐹𝑣 = 𝐹𝑢 − 𝑖𝐹𝑣 = 𝐹ℂ(𝑢 − 𝑖𝑣) = 𝐹(𝑤) . (15-2)

Вчастности, вектор𝑤 ∈ 𝑉ℂ является собственнымдляоператора𝐹ℂ с собственнымчислом𝜆 ∈ ℂ
если и только если сопряжённый вектор 𝑤 собственный для 𝐹ℂ с сопряжённым собственным
числом 𝜆 ∈ ℂ: равенства 𝐹𝑤 = 𝜆𝑤 и 𝐹𝑤 = 𝜆𝑤 равносильны, ибо согласно (15-2) получаются
друг из друга комплексным сопряжением.

Предложение 15.2

Комплексная линейная оболочка𝑊 = spanℂ(𝑤,𝑤) ⊂ 𝑉ℂ пары сопряжённых собственных векто-
ров𝑤 = 𝑣1+ 𝑖𝑣2 и𝑤 = 𝑣1− 𝑖𝑣2 оператора 𝐹ℂ ∶ 𝑉ℂ → 𝑉ℂ с сопряжёнными собственными числами
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𝜆 = 𝑎 + 𝑖𝑏 и 𝜆 = 𝑎 − 𝑖𝑏 является комплексификацией вещественного инвариантного подпро-
странства 𝑈 = spanℝ(𝑣1, 𝑣2) ⊂ 𝑉 оператора 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉, и ограничение 𝐹|𝑈 ∶ 𝑈 → 𝑈 имеет в
образующих (𝑣1, 𝑣2) матрицу

(
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎) . (15-3)

Доказательство. Равенство 𝔽ℂ(𝑣1 + 𝑖𝑣2) = (𝑎 + 𝑖𝑏)(𝑣1 + 𝑖𝑣2) означает, что

𝐹(𝑣1) + 𝑖𝐹(𝑣2) = (𝑎𝑣1 − 𝑏𝑣2) + 𝑖(𝑏𝑣1 + 𝑎𝑣2) ,

откуда 𝐹(𝑣1) = 𝑎𝑣1 − 𝑏𝑣2, 𝐹(𝑣2) = 𝑏𝑣1 + 𝑎𝑣2. Тем самым, оператор 𝐹 переводит вещественное
подпространство 𝑈 = spanℝ(𝑣1, 𝑣2) в себя и его ограничение на 𝑈 имеет в образующих (𝑣1, 𝑣2)
матрицу (15-3). Комплексификация 𝑈ℂ = spanℂ(𝑣1, 𝑣2) содержит векторы 𝑤 = 𝑣1 + 𝑖𝑣2 и 𝑤 =
= 𝑣1 − 𝑖𝑣2. Она линейно порождается этими векторами над ℂ, так как 𝑣1 = (𝑤 + 𝑤)∕2, а 𝑣2 =
= (𝑤 − 𝑤)∕2𝑖. □

Следствие 15.1 (Ср. с прим. 9.5)

Каждый ℝ-линейный оператор на конечномерном вещественном векторном пространстве об-
ладает одномерным или двумерным инвариантным подпространством. □

Замечание 15.1. Для вещественного собственного числа 𝜆 ∈ Spec𝐹 предл. 15.2 утверждает, что
все комплексные собственные векторы оператора 𝐹ℂ лежат в комплексификации ℂ ⊗ 𝑉𝜆 ⊂ 𝑉ℂ
вещественного собственного подпространства 𝑉𝜆 ⊂ 𝑉 оператора 𝐹. Так как при 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 ра-
венство 𝐹ℂ(𝑢 + 𝑖𝑤) = 𝐹𝑢 + 𝑖𝐹𝑤 = 𝜆(𝑢 + 𝑖𝑤) равносильно равенствам 𝐹𝑢 = 𝜆𝑢, 𝐹𝑤 = 𝜆𝑤, мы
заключаем, что отвечающее вещественному собственному числу 𝜆 собственное подпростран-
ство оператора 𝐹ℂ совпадает с ℂ ⊗ 𝑉𝜆.

Замечание 15.2. В любом вещественном базисе 𝑒1, … , 𝑒𝑛 ∈ 𝑉 пространства𝑉ℂ над полем ℂ опе-
раторы𝐹 и𝐹ℂ имеют одну и туже вещественнуюматрицу. Поэтому их характеристическиемно-
гочлены одинаковы и имеют вещественные коэффициенты: 𝜒𝐹(𝑡) = 𝜒𝐹ℂ(𝑡) ∈ ℝ[𝑡]. В частности,
невещественные собственные числа оператора 𝐹ℂ разбиваются на пары комплексно сопряжён-
ных, имеющих одинаковые кратности, что согласуется с предл. 15.2.

Идущеенижепредл. 15.3 утверждает, чторазбиениенакомплексно сопряжённыепарыиме-
ет место для всех невещественных элементарных делителей оператора 𝐹ℂ. Напомню, что по
теор. 9.1 на стр. 144 каждый вещественно линейный оператор 𝐹 подобен умножению на 𝑡 в
прямой сумме фактор колец вида ℝ[𝑡]∕((𝑡 − 𝜆)𝑚) и ℝ[𝑡]∕((𝑡2 − 2𝑏𝑡 + 𝑎)𝑚), где 𝜆, 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ и
𝑏2 < 𝑎.
Предложение 15.3

Каждый элементарный делитель вида (𝑡 − 𝜆)𝑚 оператора 𝐹 является элементарным делителем
оператора 𝐹ℂ, а каждому элементарному делителю вида (𝑡2 − 2𝑏𝑡 + 𝑎)𝑚 с 𝑏2 < 𝑎 оператора 𝐹
отвечают два сопряжённых элементарных делителя (𝑡−𝜇)𝑚 и (𝑡−𝜇)𝑚, где 𝜇 = 𝑏+𝑖√𝑎 − 𝑏2 ∈ ℂ,
оператора 𝐹ℂ, и никаких других элементарных делителей у 𝐹ℂ нет.

Доказательство. Из прим. 13.8 на стр. 221 вытекает, что в условиях предложения

ℂ ⊗ℝ
ℝ[𝑡]

((𝑡 − 𝜆)𝑚)
≃ ℂ[𝑡]

((𝑡 − 𝜆)𝑚)
и ℂ ⊗ℝ

ℝ[𝑡]
((𝑡2 − 2𝑏𝑡 + 𝑎)𝑚)

≃ ℂ[𝑡]
((𝑡 − 𝜇)𝑚)

⊕ ℂ[𝑡]
((𝑡 − 𝜇)𝑚)

.
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Поэтому оператор 𝐹ℂ подобен умножению на 𝑡 в прямой сумме фактор колец, полученной за-
меной каждого слагаемого ℝ[𝑡]∕((𝑡 − 𝜆)𝑚) слагаемым ℂ[𝑡]∕((𝑡 − 𝜆)𝑚), а каждого слагаемого
ℝ[𝑡]∕((𝑡2 − 2𝑏𝑡 + 𝑎)𝑚) — суммой ℂ[𝑡]∕((𝑡 − 𝜇)𝑚) ⊕ ℂ[𝑡]∕((𝑡 − 𝜇)𝑚). □

Следствие 15.2

Для каждого вещественного собственного числа 𝜆 ∈ Spec(𝐹) комплексификации

ℂ ⊗ 𝑉𝜆, ℂ ⊗ 𝐾𝜆 ⊂ ℂ ⊗ 𝑉

собственного и корневого подпространств 𝑉𝜆,𝐾𝜆 ⊂ 𝑉 оператора 𝐹 являются, соответственно,
собственным и корневым подпространствами оператора 𝐹ℂ. □

Следствие 15.3

Для каждого невещественного собственного числа 𝜆 ∈ Spec(𝐹ℂ) комплексное сопряжение

𝑉ℂ ⥲ 𝑉ℂ , 𝑤 ↦ 𝑤 ,

задаёт ℂ-полулинейные изоморфизмы 𝐾𝜆 ⥲ 𝐾𝜆 = 𝐾𝜆 и 𝑉𝜆 ⥲ 𝑉𝜆 = 𝑉𝜆 между корневыми и соб-

ственными подпространствами оператора 𝐹ℂ с сопряжёнными собственными числами 𝜆 и 𝜆, а
прямые суммы𝐾𝜆 ⊕𝐾𝜆 и 𝑉𝜆 ⊕𝑉𝜆 являются комплексификациями вещественных 𝐹-инвариант-
ных подпространств оператора 𝐹. □

15.2.3. Комплексификация билинейной формы. Точно также как и линейный оператор,
каждую вещественно билинейную форму 𝛽∶ 𝑉 × 𝑉 → ℝ на векторном пространстве 𝑉 над по-
лемℝможно продолжить до комплексно билинейной формы 𝛽ℂ ∶ 𝑉ℂ ×𝑉ℂ → ℂ, значения которой
на векторах 𝑤1 = 𝑢1 + 𝑖𝑣1, 𝑤2 = 𝑢2 + 𝑖𝑣2 ∈ 𝑉ℂ вычисляются по правилу

𝛽ℂ(𝑢1 + 𝑖𝑣1, 𝑢2 + 𝑖𝑣2) ≝ (𝛽(𝑢1, 𝑢2) − 𝛽(𝑣1, 𝑣2)) + 𝑖 (𝛽(𝑢1, 𝑣2) + 𝛽(𝑣1, 𝑢2)) .

Упражнение 15.2. Покажите, что ℂ-билинейное продолжение 𝛽ℂ ∶ 𝑉ℂ × 𝑉ℂ → ℂ любой ℝ-би-
линейной формы 𝑉 × 𝑉 → ℝ перестановочно с комплексным сопряжением векторов, т. е.
𝛽ℂ(𝑤1,𝑤2) = 𝛽ℂ(𝑤1,𝑤2) для всех 𝑤1,𝑤2 ∈ 𝑉ℂ.

Матрица Грама формы 𝛽ℂ в любом вещественном базисе пространства 𝑉ℂ совпадает с матри-
цей Грама формы 𝛽 в том же базисе. Если форма 𝛽 симметрична или кососимметрична, то та-
кова же и её комплексификация 𝛽ℂ. Обратите внимание, что классифицирующий веществен-
ные симметричные билинейные формы инвариант — сигнатура1 — после комплексификации
утрачивается, поскольку все комплексно билинейные формы заданного ранга изометрически
изоморфны2 друг другу над полем ℂ. В частности, ℂ-билинейная комплексификация евклидова
скалярного произведения представляет собоюневырожденнуюформу, имеющуюкомплексные
изотропные подпространства3 размерности [dim𝑉/2].

1См. раздел 14.5 на стр. 190 лекции http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_14.
pdf.

2См. следствие 13.1 на стр. 181 лекции http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_
13.pdf.

3См. раздел 13.2.2 на стр. 174 той же лекции.

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_14.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_14.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_13.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_13.pdf
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15.2.4. Полуторалинейное продолжение билинейной формы. В метрической геометрии
вместо ℂ-билинейного продолжения вещественной билинейной формы 𝛽∶ 𝑉 × 𝑉 → ℝ на ком-
плексификацию 𝑉ℂ пространства 𝑉 обычно используется полуторалинейное или эрмитово про-
должение 𝛽H ∶ 𝑉ℂ × 𝑉ℂ → ℂ, которое ℂ-линейно по первому аргументу и полулинейно1 по вто-
рому. Это означает, что 𝛽H(𝑧𝑤1,𝑤2) = 𝑧𝛽H(𝑤1,𝑤2), но 𝛽H(𝑤1, 𝑧𝑤2) = 𝑧𝛽H(𝑤1,𝑤2) для всех 𝑧 ∈ ℂ
и 𝑤1,𝑤2 ∈ 𝑉ℂ. Значение такой формы на векторах 𝑤1 = 𝑢1 + 𝑖𝑣1, 𝑤2 = 𝑢2 + 𝑖𝑣2 ∈ 𝑉ℂ равно

𝛽H(𝑢1 + 𝑖𝑣1, 𝑢2 + 𝑖𝑣2) ≝ (𝛽(𝑢1, 𝑢2) + 𝛽(𝑣1, 𝑣2)) + 𝑖 (𝛽(𝑢1, 𝑣2) − 𝛽(𝑣1, 𝑢2)) . (15-4)

Упражнение 15.3. Покажите, что полуторалинейное продолжение 𝛽H ∶ 𝑉ℂ × 𝑉ℂ → ℂ любой ℝ-
билинейнойформы𝑉×𝑉 → ℝ перестановочно с комплексным сопряжением векторов, т. е.
𝛽H(𝑤1,𝑤2) = 𝛽H(𝑤1,𝑤2) для всех 𝑤1,𝑤2 ∈ 𝑉ℂ.
Еслиℝ-билинейная форма 𝑔∶ 𝑉×𝑉 → ℝ симметрична, то вещественная часть её эрмитова

продолжения Re𝑔H(𝑢1 + 𝑖𝑣1, 𝑢2 + 𝑖𝑣2) = 𝑔(𝑢1, 𝑢2) + 𝑔(𝑣1, 𝑣2) является симметричной ℝ-били-
нейной формой 𝑉ℂ ×𝑉ℂ → ℝ, а мнимая часть Im𝑔H(𝑢1 + 𝑖𝑣1, 𝑢2 + 𝑖𝑣2) = 𝑔(𝑣1, 𝑢2) −𝑔(𝑢1, 𝑣2) ко-
сосимметрична. Поэтому эрмитово продолжение симметричной формы при перестановке ар-
гументов сопрягается: 𝑔H(𝑤2,𝑤1) = 𝑔H(𝑤1,𝑤2) для всех 𝑤1,𝑤2 ∈ 𝑉ℂ. Это свойство называют
эрмитовой симметричностью. В частности, эрмитов скалярный квадрат любого вектора веще-
ствен: 𝑔H(𝑤,𝑤) = 𝑔H(𝑤,𝑤) ∈ ℝ для всех 𝑤 ∈ 𝑉ℂ.

Если ℝ-билинейная форма 𝜔∶ 𝑉 × 𝑉 → ℝ кососимметрична, то наоборот ℝ-билинейная
форма Re𝜔H кососимметрична, а Im𝜔H симметрична. Поэтому скалярные квадраты всех век-
торов относительно эрмитово продолженной формы𝜔H чисто мнимы: для всех𝑤 = 𝑢+ 𝑖𝑣 ∈ 𝑉ℂ

𝜔H(𝑤,𝑤) = 2𝑖 𝜔(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑖ℝ .

Пример 15.2 (эрмитово продолжение евклидовой структуры)

Рассмотрим вещественное векторное пространство 𝑉 с евклидовым скалярным произведени-
ем2 ( ∗ , ∗ )∶ 𝑉 × 𝑉 → ℝ и его эрмитово продолжение ( ∗ , ∗ )H ∶ 𝑉ℂ × 𝑉ℂ → ℂ на комплексифи-
кацию 𝑉ℂ = ℂ ⊗ 𝑉 пространства 𝑉. Форма ( ∗ , ∗ )H эрмитово симметрична, вещественно били-
нейна, комплексно полуторалинейна и положительна в том смысле, что (𝑤,𝑤)H > 0 для всех
ненулевых 𝑤 ∈ 𝑉ℂ. Абстрактное комплексное векторное пространство𝑊, оснащённое формой
( ∗ , ∗ )∶ 𝑊×𝑊 → ℂ с такими свойствами, называется эрмитовым, а сама форма— эрмитовым
скалярным произведением или эрмитовой структурой на𝑊.

Например, комплексификацией вещественного координатного пространства 𝑉 = ℝ𝑛 со
стандартной евклидовой структурой (𝑥, 𝑦) = ∑ 𝑥𝜈𝑦𝜈 является комплексное координатное про-
странство𝑉ℂ = ℂ𝑛 с эрмитовой структурой (𝑧,𝑤)H = ∑ 𝑧𝜈𝑤𝜈, которая называется стандартной
эрмитовой структурой на ℂ𝑛.

Аналогично, комплексификацией пространства 𝐶0([𝑎, 𝑏],ℝ) вещественных непрерывных
функций на отрезке [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ с евклидовым скалярным произведением

(𝑓,𝑔) = ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 (15-5)

1См. раздел 2.1.3 на стр. 23 лекции http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_02.
pdf.

2См. определение 3.1 на стр. 33 лекции http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_
03.pdf.

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_02.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_02.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_03.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_03.pdf
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является пространство 𝐶0([𝑎, 𝑏],ℂ) непрерывных функций [𝑎, 𝑏] → ℂ c эрмитовой структурой

(𝑓,𝑔) = ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 , (15-6)

где под интегралом от комплекснозначной функции 𝑓 по определению понимается комплекс-
ное число

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

𝑏

𝑎
Re 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑖 ∫

𝑏

𝑎
Im 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ,

действительная имнимая части которого равныинтегралам от вещественной имнимой частей
Re 𝑓, Im 𝑓∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ функции 𝑓.

15.3. Эрмитовы пространства. Векторное пространство 𝑊 над полем ℂ называется эрмито-
вым, если на нём задана полуторалинейная эрмитово симметричная положительная форма1

( ∗ , ∗ )∶ 𝑊 × 𝑊 → ℂ , (15-7)

где полуторалинейность означает, что 𝑧 (𝑢,𝑤) = (𝑧𝑢,𝑤) = (𝑢, 𝑧𝑤) для всех 𝑢,𝑤 ∈ 𝑊 и 𝑧 ∈ ℂ,
эрмитова симметричность—что (𝑢,𝑤) = (𝑤, 𝑢) для всех𝑢,𝑤 ∈ 𝑊, а положительность—что ве-
щественное число (𝑣, 𝑣) = (𝑣, 𝑣) положительно для всех ненулевых 𝑣 ∈ 𝑊. Вышемы видели, что
комплексификациялюбого вещественного евклидовапространстваимеет каноническуюэрми-
тову структуру, задаваемую полуторалинейным продолжением евклидова скалярного произве-
дения. Выясним, что означает эрмитовость с точки зрения вещественного пространства𝑊ℝ.

На эрмитовомпространстве𝑊 с полуторалинейнымскалярнымпроизведением (15-7) име-
ются две вещественных билинейных формы 𝑔,𝜔∶ 𝑊ℝ × 𝑊ℝ → ℝ, равные соответственно ве-
щественной и мнимой части эрмитова скалярного произведения:

𝑔(𝑢,𝑤) ≝ Re(𝑢,𝑤) и 𝜔(𝑢,𝑤) ≝ Im(𝑢,𝑤) . (15-8)

Эрмитова симметричность комплекснозначной формы (𝑢,𝑤) = 𝑔(𝑢,𝑤) + 𝑖𝜔(𝑢,𝑤) равносиль-
на симметричности формы 𝑔 и кососимметричности формы𝜔. Положительность формы (𝑢,𝑤)
влечёт положительность формы 𝑔, которая таким образом задаёт евклидову структуру на ове-
ществлённом пространстве𝑊ℝ. Равенство

(𝑢, 𝑖𝑤) = −𝑖(𝑢,𝑤)

равносильно паре равенств 𝑔(𝑢, 𝑖𝑤) = 𝜔(𝑢,𝑤) и 𝜔(𝑢, 𝑖𝑤) = −𝑔(𝑢,𝑤), превращающихся друг в
друга при замене 𝑤 на 𝑖𝑤. На языке матриц первое из этих равенств означает, что записанные
в произвольном базисе пространства𝑊ℝ над полемℝматрицы Грама 𝐺,𝛺 форм 𝑔,𝜔 иматрица
оператора 𝐼∶ 𝑊ℝ → 𝑊ℝ, 𝑤 ↦ 𝑖𝑤, связаны соотношением 𝐺𝐼 = 𝛺, из которого вытекает, в част-
ности, что det𝛺 ≠ 0, т. е. форма 𝜔 невырождена и задаёт на овеществлённом пространстве𝑊ℝ
симплектическую структуру.

Наоборот, пусть на вещественном векторном пространстве 𝑉 заданы

• евклидова структура2 𝑔∶ 𝑉 × 𝑉 → ℝ
1Любая такая форма называется эрмитовой структурой на комплексном пространстве𝑊.
2Т. е. симметричная положительно определённая ℝ-билинейная форма.
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• симплектическая структура1 𝜔∶ 𝑉 × 𝑉 → ℝ

• ℝ-линейный эндоморфизм 𝐼∶ 𝑉 → 𝑉 с квадратом 𝐼2 = −Id𝑉.

Оператор 𝐼 с таким свойством называется комплексной структурой на вещественном вектор-
ном пространстве 𝑉, поскольку позволяет определить умножение векторов 𝑣 ∈ 𝑉 на комплекс-
ные числа 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ ℂ формулой

(𝑥 + 𝑖𝑦) 𝑣 ≝ 𝑥 𝑣 + 𝑦 𝐼(𝑣) . (15-9)

Упражнение 15.4. Убедитесь, что эта формула задаёт на 𝑉 структуру векторного пространства
над полем ℂ, и выведите отсюда, что вещественная размерность dimℝ 𝑉 чётна.

Рассмотрим 𝑉 как комплексное векторное пространство и обозначим через

( ∗ , ∗ )∶ 𝑉 × 𝑉 → ℂ

вещественно билинейную форму, сопоставляющую векторам 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 комплексное число

(𝑢,𝑤) ≝ 𝑔(𝑢,𝑤) + 𝑖𝜔(𝑢,𝑤) (15-10)

Упражнение 15.5. Убедитесь, что эта форма вещественно билинейна, эрмитово симметрична
и положительна.

Данные (𝐼,𝑔,𝜔) называются кэлеровой тройкой, если они удовлетворяют лем. 15.1 ниже.

Лемма 15.1

Следующие свойства тройки (𝐼,𝑔,𝜔) эквивалентны друг другу:

1) форма (15-10) задаёт на комплексном векторном пространстве 𝑉 эрмитову структуру

2) форма (15-10) ℂ-линейна по первому аргументу

3) форма (15-10) ℂ-полулинейна по второму аргументу

4) 𝑔(𝑢, 𝐼𝑤) = 𝜔(𝑢,𝑤) для всех 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉

5) 𝜔(𝑢, 𝐼𝑤) = −𝑔(𝑢,𝑤) для всех 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉

6) записанные в одном базисе пространства 𝑉 над полем ℝ матрицы Грама 𝐺, 𝛺 форм 𝑔, 𝜔
и матрица оператора 𝐼 связаны равенством 𝐺𝐼 = 𝛺.

Доказательство. Равенство (𝐼𝑢,𝑤) = 𝑖(𝑢,𝑤) равносильно паре равенств

𝑔(𝐼𝑢,𝑤) = −𝜔(𝑢,𝑤) и 𝜔(𝐼𝑢,𝑤) = 𝑔(𝑢,𝑤) ,

переходящих друг в друга при замене 𝑢 на 𝐼𝑢, так как 𝐼2 = −Id. Равенство (𝑢, 𝐼𝑤) = −𝑖(𝑢,𝑤)
равносильно паре равенств

𝑔(𝑢, 𝐼𝑤) = 𝜔(𝑢,𝑤) и 𝜔(𝑢, 𝐼𝑤) = −𝑔(𝑢,𝑤) ,

переходящих друг в друга при замене 𝑤 на 𝐼𝑤. В силу симметричности 𝑔 и кососимметрично-
сти 𝜔 выполнение для всех 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 первой пары равенств эквивалентно выполнению второй.
Это доказывает эквивалентность первых пяти свойств. Условие (6) является матричной запи-
сью условия (4). □

1Т. е. невырожденная кососимметричная ℝ-билинейная форма.
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Следствие 15.4

Задание эрмитовой структуры на комплексном векторном пространстве эквивалентно зада-
нию кэлеровой тройки на его овеществлении. □

Следствие 15.5

Любые два элемента кэлеровой тройки (𝐼,𝑔,𝜔) однозначно задают третий.

Доказательство. Это вытекает из свойства (6) и обратимости матриц 𝐼, 𝐺, 𝛺. □

Следствие 15.6

Оператор 𝐼 в кэлеровой тройке (𝐼,𝑔,𝜔) одновременно является ортогональным для 𝑔 и сим-
плектическим для 𝜔, т. е. 𝑔(𝐼𝑢, 𝐼𝑤) = 𝑔(𝑢,𝑤) и 𝜔(𝐼𝑢, 𝐼𝑤) = 𝜔(𝑢,𝑤) для всех 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉.

Доказательство. Из (1) вытекает, что (𝐼𝑢, 𝐼𝑤) = (𝑢,𝑤). Сравнивая вещественную и мнимую
части, получаем требуемое. □

15.3.1. Эрмитова норма вектора. Вещественное число

‖𝑤‖ ≝ √(𝑤,𝑤) = √𝑔(𝑤,𝑤) (15-11)

называется эрмитовой нормой или длиной вектора 𝑤 ∈ 𝑊. Обратите внимание, что эрмитова
длина совпадает с евклидовой длиной вектора 𝑤 относительно вещественного евклидова ска-
лярного произведения 𝑔 на 𝑊ℝ. Эрмитово скалярное произведение 𝑊 × 𝑊 → ℂ однозначно
восстанавливается по функции длины𝑊 → ℝ, поскольку

2Re(𝑤1,𝑤2) = (𝑤1,𝑤2) + (𝑤1,𝑤2) = (𝑤1,𝑤2) + (𝑤2,𝑤1) = ‖𝑤1 + 𝑤2‖2 − ‖𝑤1‖2 − ‖𝑤2‖2

2𝑖 Im(𝑤1,𝑤2) = (𝑤1,𝑤2) − (𝑤1,𝑤2) = (𝑤1,𝑤2) − (𝑤2,𝑤1) = −𝑖 (‖𝑤1 + 𝑖𝑤2‖2 − ‖𝑤1‖2 − ‖𝑤2‖2)

в силу полуторалинейности эрмитова скалярного произведения.

15.3.2. Матрицы Грама. На матричном языке эрмитова симметричность скалярного про-
изведения означает, что матрица Грама1 𝐺𝒘 = ((𝑤𝑖,𝑤𝑗)) = 𝒘𝑡 ⋅ 𝒘 любого набора векторов

𝒘 = (𝑤1, … ,𝑤𝑚) транспонирована своей комплексно сопряжённой: 𝐺𝑡𝒘 = 𝐺𝒘. Комплексные
матрицы с таким свойством называются эрмитовыми или эрмитово симметричными. Так как
эрмитово скалярное произведение полулинейно по второму аргументу, при линейной замене
векторов по формуле𝒘 = 𝒖𝐶𝒖𝒘 матрица Грама меняется по правилу

𝐺𝒘 = 𝒘𝑡𝒘 = 𝐶𝑡𝒖𝒘𝒖𝑡𝒖𝐶𝒖𝒘 = 𝐶𝑡𝒖𝒘𝐺𝒖𝐶𝒖𝒘 .

Определение 15.1

Наборвекторов𝒆 = (𝑒1, … , 𝑒𝑛) в эрмитовомпространстве𝑊 называется ортонормальным если
его матрица Грама 𝐺𝒆 единичная, т. е. когда все векторы попарно ортогональны друг другу и
имеют единичную длину.

Предложение 15.4 (ортогонализация Грама – Шмидта)

Вℂ-линейнойоболочкелюбогонабораненулевыхвекторов𝑤1, … ,𝑤𝑚 эрмитовапространства𝑊
имеется такой ортонормальныйбазис 𝑒1, … , 𝑒𝑛, что при каждом 𝑘 линейная оболочка векторов
𝑤1, … ,𝑤𝑘 содержится в линейной оболочке векторов 𝑒1, … , 𝑒𝑘.

1Здесь и далее при перемножении матриц, элементами которых являются векторы пространства𝑊,
мы считаем, что 𝑢 ⋅ 𝑤 ≝ (𝑢,𝑤) ∈ ℂ. Таким образом, произведение двух матриц из векторов является
матрицей из комплексных чисел. Ср. с n∘ 5.3.1 на стр. 95.
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Доказательство. В качестве первого вектора искомого базиса возьмём 𝑒1 = 𝑤1∕‖𝑤1‖. Пусть для
векторов 𝑤1, … ,𝑤𝑘 уже построены такие ортонормальные векторы 𝑒1, … , 𝑒𝑖, что 𝑖 ⩽ 𝑘 и

span(𝑒1, … , 𝑒𝑖) = span(𝑤1, … ,𝑤𝑘) . (15-12)

Положим 𝑣𝑖+1 = 𝑤𝑘+1−∑𝑖
𝜈=1(𝑤𝑘+1, 𝑒𝜈)⋅𝑒𝜈. Так как для каждого из уже построенных векторов 𝑒𝑗

выполняется равенство (𝑣𝑖+1, 𝑒𝑗) = (𝑣𝑘+1, 𝑒𝑗) − (𝑣𝑘+1, 𝑒𝑗)(𝑒𝑗, 𝑒𝑗) = 0, вектор 𝑣𝑖+1 ортогонален
подпространству (15-12). Если 𝑣𝑖+1 = 0, то вектор 𝑤𝑘+1 лежит в подпространстве (15-12) и
набор𝑤1, … ,𝑤𝑘 можно увеличить до набора𝑤1, … ,𝑤𝑘+1. Если 𝑣𝑖+1 ≠ 0, добавляем к векторам
𝑒1, … , 𝑒𝑖 вектор 𝑒𝑖+1 = 𝑣𝑖+1∕‖𝑣𝑖+1‖ и заключаем, что span(𝑒1, … , 𝑒𝑖+1) = span(𝑤1, … ,𝑤𝑘+1). □

Замечание 15.3. Описанный в доказательстве предл. 15.4 индуктивный способ построения ор-
тонормального базиса называется ортогонализацей Грама – Шмидта.

Следствие 15.7

Определитель Грама det𝐺𝒘 любого набора векторов 𝒘 = (𝑤1, … ,𝑤𝑚) является вещественным
неотрицательным числом и обращается в нуль если и только если𝒘 линейно зависим.

Доказательство. Пусть𝒘 = 𝒆 𝐶𝒆𝒘, где 𝒆 = (𝑒1, … , 𝑒𝑛) — ортонормальный базис в span𝒘. Тогда
𝐺𝒘 = 𝐶𝑡𝒆𝒘𝐶𝒆𝒘. Если 𝑛 < 𝑚, то ранг матрицы 𝐺𝒘 строго меньше её размера, и det𝐺𝒘 = 0. Если
𝑛 = 𝑚, то det𝐺𝒘 = det𝐶𝒆𝒘 ⋅ det𝐶𝒆𝒘 = | det𝐶𝒆𝒘|2 > 0. □

15.3.3. НеравенствоКоши–Буняковского –Шварца.Неотрицательность определителяГра-
ма любой пары векторов 𝑣,𝑤 ∈ 𝑊

det(
(𝑣, 𝑣) (𝑣,𝑤)
(𝑤, 𝑣) (𝑤,𝑤)) = ‖𝑣‖2‖𝑤‖2 − (𝑣,𝑤) ⋅ (𝑣,𝑤) ⩾ 0

переписывается как эрмитова версия евклидова неравенства Коши–Буняковского –Шварца1

|(𝑣,𝑤)| ⩽ ‖𝑣‖ ⋅ ‖𝑤‖ , (15-13)

равенство в котором равносильно пропорциональности векторов 𝑣 и 𝑤 над полем ℂ.

Следствие 15.8 (неравенство треугольника для эрмитовой нормы)

‖𝑤1‖ + ‖𝑤2‖ ⩾ ‖𝑤1 + 𝑤2‖ для всех 𝑤1,𝑤2 ∈ 𝑊.

Доказательство. ‖𝑤1 +𝑤2‖2 = ‖𝑤1‖2 + ‖𝑤2‖2 + 2 |(𝑤1,𝑤2)| ⩽ ‖𝑤1‖2 + ‖𝑤2‖2 + 2‖𝑤1‖ ⋅ ‖𝑤2‖ =
= (‖𝑤1‖ + ‖𝑤2)

2
. □

15.3.4. Унитарная группа. Линейный оператор 𝐹∶ 𝑊 → 𝑊 на эрмитовом пространстве𝑊
называется унитарным, если ‖𝐹𝑤‖ = ‖𝑤‖ для всех𝑤 ∈ 𝑊. Так как эрмитово скалярное произ-
ведение однозначно выражается через длину2, каждый унитарный оператор 𝐹 сохраняет ска-
лярное произведение:

(𝐹𝑣,𝐹𝑤) = (𝑣,𝑤) ∀ 𝑣,𝑤 ∈ 𝑊 .

1См. следствие 3.1 на стр. 34 лекции http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_03.
pdf.

2См. n∘ 15.3.1 на стр. 254.

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_03.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_03.pdf
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Поэтомуматрица унитарного оператора в любом базисе связана с матрицей Грама этого базиса
соотношением

𝐹𝑡𝐺𝐹 = 𝐺 . (15-14)

Беря определители, заключаем, что | det𝐹| = 1. В частности, каждый унитарный оператор 𝐹
обратим, и 𝐹−1 = 𝐺−1𝐹𝑡𝐺 = 𝐺𝑡−1𝐹𝑡𝐺𝑡. В ортонормальном базисе эта формула редуцируется до

𝐹−1 = 𝐹𝑡 . (15-15)

Матрицы с таким свойством называются унитарными. Унитарные операторы на эрмитовом
пространстве𝑊 образуют группу, которая обозначается U(𝑊) и называется унитарной группой
пространства𝑊. Запись унитарных операторовматрицами вфиксированном ортонормальном
базисе 𝑒1, … , 𝑒𝑛 пространства𝑊, задаёт изоморфизм унитарной группы с группой унитарных
матриц

U𝑛 = {𝐹 ∈ GL𝑛(ℂ) | 𝐹−1 = 𝐹𝑡} .

Её подгруппа SU𝑛 = {𝐹 ∈ U𝑛 | det𝐹 = 1}, состоящая из матриц определителя 1, называется
специальной унитарной группой. Обратите внимание, что в отличие от вещественных ортого-
нальных матриц определитель унитарной матрицы может принимать любое значение на еди-
ничной окружности

U1 = {𝑧 ∈ ℂ | 𝑧𝑧 = 1} .

15.3.5. Эрмитовобъём.Зафиксируемв эрмитовомпространстве𝑊 какой-нибудь ортонор-
мальный базис 𝑒1, … , 𝑒𝑛 в качестве базиса единичного объёма и определим эрмитов объём 𝑛-
мерного параллелепипеда, натянутого на векторы 𝒗 = 𝒆 𝐶𝒆𝒗 формулой

Vol(𝑣1, … , 𝑣𝑛) ≝ | det𝐶𝒆𝒗| .

Так как абсолютная величина определителя унитарной матрицы перехода между любыми дву-
мя ортонормальными базисами равна единице, эрмитов объём не зависит от выбора эталон-
ного ортонормального базиса, а квадрат эрмитова объёма, как и в евклидовом случае, равен
абсолютной величине определителя Грама:

Vol2(𝑣1, … , 𝑣𝑛) = | det𝐶𝒆𝒗|2 = det𝐶𝑡𝒆𝒗 ⋅ det𝐶𝒆𝒗 = det(𝐶𝑡𝒆𝒗det𝐶𝒆𝒗) = | det𝐺𝒗| .

15.3.6. Эрмитова двойственность. В силу полуторалинейности эрмитова скалярного про-
изведения каждый вектор 𝑤 эрмитова пространства 𝑊 задаёт полулинейно зависящий от 𝑤
комплексно линейный функционал ℎ𝑤 ∶ 𝑊 → ℂ, 𝑢 ↦ (𝑢, 𝑣), правого скалярного умножения
на 𝑤. Полулинейное отображение

ℎ∶ 𝑊 → 𝑊∗ , 𝑤 ↦ ℎ𝑤 , (15-16)

называется эрмитовой корреляцией. Оно инъективно, поскольку ℎ𝑤(𝑤) = (𝑤,𝑤) ≠ 0 для нену-
левого 𝑤 в силу положительности эрмитовой формы. Так как пространства 𝑊 и 𝑊∗ имеют
одинаковую размерность над ℂ, их овеществления имеют одинаковую размерность над ℝ. По-
этому отображение (15-16) является вещественно линейным комплексно полулинейным изо-
морфизмом векторных пространств. Это означает, что для любого ℂ-линейного функционала
𝜑∶ 𝑊 → ℂ существует единственный такой вектор 𝑢 ∈ 𝑊, что 𝜑(𝑤) = (𝑤, 𝑢) для всех 𝑤 ∈ 𝑊,
причём этот вектор ℂ-полулинейно зависит от 𝜑.
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В частности, у любого базиса 𝒖 = (𝑢1, … , 𝑢𝑛) эрмитова пространстве𝑊 имеется эрмито-
во двойственный базис 𝒖× = (𝑢×

1 , … , 𝑢×
𝑛), состоящий из прообразов 𝑢×

𝑖 ≝ ℎ−1(𝑢∗
𝑖 ) ковекторов

двойственного к 𝒖 базиса 𝒖∗ = (𝑢∗
1, … , 𝑢∗

𝑛) в𝑊∗ и однозначно задаваемый соотношениями

(𝑢𝑖, 𝑢×
𝑗 ) =

{
0 при 𝑖 ≠ 𝑗
1 при 𝑖 = 𝑗 .

(15-17)

Наматричном языке эти соотношения означают, что𝒖𝑡𝒖× = 𝐸. Поэтомуматрица𝐶𝒖𝒖× , линейно
выражающая базис 𝒖× через базис 𝒖 по формуле 𝒖× = 𝒖𝐶𝒖𝒖× , удовлетворяет равенству

𝐸 = 𝒖𝑡𝒖× = 𝒖𝑡𝒖𝐶𝒖𝒖× = 𝐺𝒖𝐶𝒖𝒖× ,

откуда (𝑢×
1 , … , 𝑢×

𝑛) = (𝑢1, … , 𝑢𝑛)𝐺−1
𝒖 .

Упражнение 15.6. Убедитесь, что 𝑢××
𝑖 = 𝑢𝑖 для любого базиса 𝑢1, … , 𝑢𝑛.

Ортонормальность базиса означает, что он совпадает со своим эрмитово двойственным.
Так как 𝑖-я координата любого вектора𝑤 ∈ 𝑊 в базисе𝒖 равна 𝑢∗

𝑖 (𝑤) = (𝑤, 𝑢×
𝑖 ), разложение

вектора 𝑤 по любому базису 𝒖 имеет вид

𝑣 = ∑
𝑖
𝑒𝑖 ⋅ (𝑣, 𝑒×

𝑖 ) . (15-18)

15.3.7. Ортогоналиортогональнаяпроекция.Вэрмитовомпространстве𝑊 у любогопод-
пространства 𝑈 ⊂ 𝑊 имеется выделенное дополнительное подпространство

𝑈⊥ = {𝑤 ∈ 𝑊 | ∀ 𝑢 ∈ 𝑈 (𝑢,𝑤) = 0} = {𝑤 ∈ 𝑊 | ∀ 𝑢 ∈ 𝑈 (𝑤, 𝑢) = 0} ,

которое называется ортогоналом к 𝑈. Каждый вектор 𝑤 ∈ 𝑊 задаёт линейный функционал

ℎ𝑤 ∶ 𝑈 → ℂ , 𝑢 ↦ (𝑢,𝑤) .

Как мы видели выше, существует единственный такой вектор 𝑤𝑈 ∈ 𝑈, что (𝑢,𝑤) = (𝑢,𝑤𝑈) для
всех𝑢 ∈ 𝑈. Разность𝑤𝑈⊥ ≝ 𝑤−𝑤𝑈 лежит в𝑈⊥, так (𝑢,𝑤𝑈⊥) = (𝑢,𝑤)−(𝑢,𝑤𝑈) = 0 для всех𝑢 ∈ 𝑈.
Полученное нами разложение 𝑤 = 𝑤𝑈 + 𝑤𝑈⊥ , в котором 𝑤𝑈 ∈ 𝑈, а 𝑤𝑈⊥ ∈ 𝑈⊥, единственно,
так как для любого такого разложения и всех 𝑢 ∈ 𝑈 выполняются равенства (𝑢,𝑤) = (𝑢,𝑤𝑈),
однозначно задающие вектор 𝑤𝑈 ∈ 𝑈. Таким образом,𝑊 = 𝑈 ⊕ 𝑈⊥.

Комплексно линейный оператор 𝜋𝑈 ∶ 𝑊 → 𝑊, 𝑤 ↦ 𝑤𝑈, проектирующий𝑊 на 𝑈 вдоль 𝑈⊥

называется ортогональным проектором. Так как для любой пары эрмитово двойственных ба-
зисов 𝑢1, … , 𝑢𝑚 и 𝑢×

1 , … , 𝑢×
𝑚 подпространства 𝑈 выполняются равенства

𝑤𝑈 = ∑𝑖(𝑤𝑈, 𝑢×
𝑖 ) 𝑢𝑖 = ∑𝑖 (𝑢×

𝑖 ,𝑤𝑈) 𝑢𝑖 = ∑𝑖 (𝑢×
𝑖 ,𝑤) 𝑢𝑖 = ∑𝑖(𝑤, 𝑢×

𝑖 ) 𝑢𝑖 ,

координатами ортогональной проекции 𝑤𝑈 вектора 𝑤 на 𝑈 в любом базисе 𝑢1, … , 𝑢𝑚 подпро-
странства 𝑈 являются скалярные произведения (𝑤, 𝑢×

𝑖 ) вектора 𝑤 с векторами эрмитово двой-
ственного базиса.

Иначе ортогональная проекция 𝑤𝑈 вектора 𝑤 на 𝑈 описывается как единственный вектор
из 𝑈, на котором (нелинейный) функционал 𝑈 → ℝ, 𝑢 ↦ ‖𝑢 − 𝑤‖, расстояния до вектора 𝑤
достигает своего абсолютного минимума на 𝑈. В самом деле, для всех 𝑣 ∈ 𝑈

‖𝑤 − (𝑤𝑈 + 𝑣)‖2 = ((𝑤 − 𝑤𝑈) − 𝑣, (𝑤 − 𝑤𝑈) − 𝑣) = ‖𝑤 − 𝑤𝑈‖2 + ‖𝑣‖2 ⩾ ‖𝑤 − 𝑤𝑈‖2 ,

и равенство равносильно тому, что 𝑣 = 0.
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15.3.8. Угол между комплексными прямыми. В евклидовом пространстве угол

∡(𝐿1, 𝐿2) ∈ [0,𝜋∕2]

между вещественными прямыми 𝐿1 = ℝ𝑢 и 𝐿2 = ℝ𝑤 с направляющими векторами 𝑢, 𝑤 опре-
делялся равенством1

cos∡(𝐿1, 𝐿2) = |(𝑢,𝑤)|
‖𝑢‖ ⋅ ‖𝑤‖ = (𝑢∕‖𝑢‖,𝑤∕‖𝑤‖) , (15-19)

правая часть которого лежит на отрезке [0, 1] в силу неравенства Коши–Буняковского –Швар-
ца. Направляющие векторы единичной длины 𝑢∕‖𝑢‖ и𝑤∕‖𝑤‖ на каждой прямой единственны
с точностью до умножения на ±1. Пересекающиеся прямые 𝐿1, 𝐿2 разбивают натянутую на них
вещественную плоскость на две пары смежных вертикальных углов. Формула (15-19) вычисля-
ет косинус наименьшего из них.

В эрмитовом пространстве𝑊 комплексные прямые 𝐿1 = ℂ𝑢, 𝐿2 = ℂ𝑤 представляют собою
двумерные вещественные плоскости в овеществлённом пространстве 𝑊ℝ, пересекающиеся в
единственной точке 0 ∈ 𝑊. Линейная оболочка этих плоскостей 𝑉 = (𝐿1 ⊕ 𝐿2)ℝ ≃ ℝ4 является
четырёхмернымвещественнымпространством. Базисные векторыединичной длины заметают
в каждой плоскости 𝐿𝑖 единичную окружность с центром в нуле. Эти две окружности не пере-
секаются и лежат на компактной вещественной трёхмерной сфере 𝑆3 = { 𝑣 ∈ 𝑉 | ‖𝑣‖ = 1}.
Поэтому евклидов угол между векторами 𝑒1 ∈ 𝐿1 и 𝑒2 ∈ 𝐿2 длины 1 ограничен и достига-
ет своего минимального значения на некоторой паре векторов 𝑒1, 𝑒2. Евклидов угол ∡(𝑒1, 𝑒2)
между этими векторами называется эрмитовым углом между комплексными прямыми 𝐿1 и 𝐿2
и обозначается ∡(𝐿1, 𝐿2). Покажем, что он вычисляется по той же самой формуле (15-19), что и
в евклидовом пространстве.

Пусть векторы 𝑢 ∈ 𝐿1 и 𝑤 ∈ 𝐿2 имеют длину 1. При умножении этих векторов на ком-
плексные числа единичной длины |(𝑢,𝑤)| не меняется. Поэтому правая часть формулы (15-19)
и сумма2 𝑔2(𝑢,𝑤) + 𝜔2(𝑢,𝑤) = |(𝑢,𝑤)|2 не зависят от выбора векторов 𝑢 и 𝑤 на единичных
окружностях в 𝐿1 и 𝐿2. Максимальное значение cos2 ∡(𝑢,𝑤) = 𝑔2(𝑢,𝑤) получается при мини-
мальном значении 𝜔2(𝑢,𝑤), которое достигается и равно нулю, поскольку трёхмерное в силу
невырожденности формы 𝜔 вещественное подпространство 𝑢⊥

𝜔 = {𝑣 ∈ 𝑉 | 𝜔(𝑢, 𝑣) = 0} имеет
в четырёхмерном пространстве 𝑉 ненулевое пересечение с двумерным подпространством 𝐿2.
Таким образом, для каждого вектора 𝑢 ∈ 𝐿1 длины 1 существует такой вектор 𝑤 ∈ 𝐿2 длины 1,
что 𝜔2(𝑢,𝑤) = 0, а 𝑔2(𝑢,𝑤) = |(𝑢,𝑤)|2 максимально возможное. Для этих векторов форму-
ла (15-19) выдаёт минимально возможный евклидов угол между вещественными прямымиℝ𝑢
и ℝ𝑤 в евклидовой структуре, задаваемой формой 𝑔.

1См. раздел 10.4.2 на стр. 137 лекции http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_10.
pdf.

2Напомню, что 𝑔(𝑢,𝑤) = Re(𝑢,𝑤), а𝜔(𝑢,𝑤) = Im(𝑢,𝑤), см. (15-8).

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_10.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_10.pdf
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16.1. Эрмитово сопряжение линейных отображений. Напомню1, что с каждым линейным
отображением 𝑓∶ 𝑈 → 𝑊 канонически связано двойственное отображение

𝑓∗ ∶ 𝑊∗ → 𝑈∗ , 𝜑 ↦ 𝜑 ∘ 𝑓 , (16-1)

которое однозначно описывается тем, что ⟨ 𝑓𝑢 , 𝜑 ⟩ = ⟨ 𝑢 , 𝑓∗𝜑 ⟩ для всех 𝑢 ∈ 𝑈 и 𝜑 ∈ 𝑊∗, где

⟨ ∗ , ∗ ⟩∶ 𝑉 × 𝑉∗ → ℂ

обозначает свёртку векторов с ковекторами. Сопрягая 𝑓∗ эрмитовыми корреляциями

ℎ𝑈 ∶ 𝑈 → 𝑈∗ , 𝑢 ↦ ( ∗ , 𝑢), и ℎ𝑊 ∶ 𝑊 → 𝑊∗ , 𝑤 ↦ ( ∗ ,𝑤) ,

из форм. (15-16) на стр. 256, получаем линейное отображение

𝑓× ≝ ℎ−1
𝑈 𝑓∗ℎ𝑊 ∶ 𝑊 → 𝑈 , (16-2)

которое называется эрмитово сопряжённым к 𝑓 и однозначно описывается тем, что

(𝑓𝑢,𝑤) = (𝑢, 𝑓×𝑤) (16-3)

для всех𝑢 ∈ 𝑈 и𝑤 ∈ 𝑊. Если зафиксировать в𝑈 и𝑊 базисы𝒖 = (𝑢1, … , 𝑢𝑛)и𝒘 = (𝑤1, … ,𝑤𝑚),
то равенство (16-3) станет эквивалентно𝑚𝑛 соотношениям (𝑓𝑢𝑖,𝑤𝑗) = (𝑢𝑖, 𝑓×𝑤𝑗) на скалярные
произведения базисных векторов, которые собираются в матричное равенство

𝑓(𝒖)𝑡𝒘 = 𝒖𝑡 𝑓×(𝒘) .

Подставляя в него 𝑓(𝒖) = 𝒘𝐹𝒘𝒖 и 𝑓×(𝒘) = 𝒖𝐹×
𝒖𝒘, получаем соотношение 𝐹𝑡𝒘𝒖𝐺𝒘 = 𝐺𝒖𝐹×

𝒖𝒘, связы-
вающеематрицыГрама𝐺𝒖 = 𝒖𝑡𝒖и𝐺𝒘 = 𝒘𝑡𝒘 базисов𝒖и𝒘 сматрицами𝐹𝒘𝒖 и𝐹×

𝒖𝒘 операторов𝑓
и 𝑓× в этих базисах. Из него вытекает, что 𝐹×

𝒖𝒘 = 𝐺−1𝒖 𝐹𝑡𝒘𝒖𝐺𝒘.
Если базисы 𝒖,𝒘 ортонормальны, последнее равенство упрощается до 𝐹×

𝒖𝒘 = 𝐹𝑡. Таким об-
разом, матрицы эрмитово сопряжённых операторов в ортонормальных базисах эрмитово сим-
метричны друг другу.

Предложение 16.1

Эрмитово сопряжение Homℂ(𝑈,𝑊) → Homℂ(𝑊,𝑈), 𝑓 ↦ 𝑓×, является инволютивным полули-
нейным изоморфизмом комплексных векторных пространств. При этом для любого линейного
отображения 𝑓∶ 𝑈 → 𝑊 выполняются равенства

𝑓×× = 𝑓 , ker 𝑓× = (im 𝑓)⊥ , im 𝑓× = (ker 𝑓)⊥ ,

а для любой пары линейных отображений 𝑓∶ 𝑈 → 𝑉, 𝑔∶ 𝑉 → 𝑊—равенство (𝑔𝑓)× = 𝑓×𝑔×.

1См. раздел 7.3 на стр. 88 лекции http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_07.pdf.
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Доказательство. Инволютивность и полулинейность вытекают из (16-3) и, соответственно, эр-
митовой симметричности и полуторалинейности скалярного произведения: из равенств

(𝑓×𝑤, 𝑢) = (𝑢, 𝑓×𝑤) = (𝑓𝑢,𝑤) = (𝑤, 𝑓𝑢)

мы заключаем, что 𝑓×× = 𝑓, а из равенств (𝑧𝑓𝑢,𝑤) = 𝑧(𝑓𝑢,𝑤) = 𝑧(𝑢, 𝑓×𝑤) = (𝑢, 𝑧𝑓×𝑤) — что
(𝑧𝑓)× = 𝑧 𝑓×. Вектор 𝑤 ∈ ker 𝑓× если и только если (𝑢, 𝑓×𝑤) = 0 для всех 𝑢 ∈ 𝑈. В силу (16-3)
последнее равносильно равенству (𝑓𝑢,𝑤) = 0 для всех 𝑢 ∈ 𝑈, т. е. ортогональности подпро-
странства im 𝑓 вектору 𝑤. Поэтому ker 𝑓× = (im 𝑓)⊥. Написав это для оператора 𝑓× в роли 𝑓 и
взяв ортогонал к обеим частям, получаем (ker 𝑓)⊥ = im 𝑓×. Последнее утверждение вытекает из
равенств (𝑔𝑓𝑢,𝑤) = (𝑓𝑢,𝑔×𝑤) = (𝑢, 𝑓×𝑔×𝑤). □

16.1.1. Отступление: вещественные структурына комплексномпространстве. Рассмот-
рим произвольное векторное пространство𝑊 над полем ℂ. Вещественной структурой или опе-
ратором комплексного сопряжения на пространстве 𝑊 называется любая ℝ-линейная ℂ-полу-
линейная1 инволюция2

𝜎∶ 𝑊ℝ → 𝑊ℝ . (16-4)

Например, если пространство𝑊 = 𝑉ℂ является комплексификацией вещественного векторно-
го пространства𝑉, то комплексное сопряжение𝜎∶ 𝑊ℝ → 𝑊ℝ,𝑤 = 𝑢+𝑖𝑣 ↦ 𝑤 = 𝑢−𝑖𝑣, является
вещественной структурой на𝑊.

Если на комплексном векторном пространстве 𝑊 задана вещественная структура (16-4),
то, как мы видели в прим. 9.6 на стр. 159, вещественное векторное пространство𝑊ℝ = 𝑉+ ⊕ 𝑉−
распадается в прямую сумму собственных подпространств оператора 𝜎

𝑉+ = {𝑤 ∈ 𝑊ℝ | 𝜎𝑤 = 𝑤} и 𝑉− = {𝑤 ∈ 𝑊ℝ | 𝜎𝑤 = −𝑤}

с собственными числами +1 и −1. Из ℂ-полулинейности оператора 𝜎 вытекает, что равенство
𝜎(𝑢) = 𝑢 влечёт равенство 𝜎(𝑖𝑢) = −𝑖𝜎(𝑢) = −𝑖𝑢, а равенство 𝜎(𝑣) = −𝑣 влечёт равенство
𝜎(−𝑖𝑣) = 𝑖𝜎(𝑣) = −𝑖𝑣, т. е. ℝ-линейные операторы умножения на 𝑖 и на −𝑖 задают взаимно
обратные изоморфизмы между вещественными векторными пространствами 𝑉+ и 𝑉−:

𝑖∶ 𝑉+ → 𝑉− , 𝑢 ↦ 𝑖𝑢 , −𝑖∶ 𝑉+ → 𝑉− , 𝑣 ↦ −𝑖𝑣 .

Таким образом, 𝑊ℝ = 𝑉 ⊕ 𝑖𝑉, где 𝑉 = 𝑉+, 𝑖𝑉 = 𝑉−, а умножение вектора 𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣 ∈ 𝑊 на
комплексное число 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ ℂ происходит по той же формуле

(𝑥 + 𝑖𝑦)(𝑢 + 𝑖𝑣) = (𝑥𝑢 − 𝑦𝑣) + 𝑖(𝑥𝑣 + 𝑦𝑢) ,

что в комплексификации 𝑉ℂ вещественного векторного пространства 𝑉 = 𝑉+. Мы заключа-
ем, что задание на комплексном векторном пространстве 𝑊 вещественной структуры 𝜎 рав-
носильно отождествлению этого пространства с комплексификацией𝑊 = ℂ ⊗ 𝑉+ веществен-
ного векторного пространства 𝑉+ = {𝑢 ∈ 𝑊 | 𝜎(𝑤) = 𝑤} неподвижных векторов оператора 𝜎.
По этой причине собственные подпространства 𝑉+ и 𝑉− вещественной структуры 𝜎 называются
пространствами вещественных и чисто мнимых векторов этой структуры.

Подчеркнём, что на абстрактном векторном пространстве 𝑊 над полем ℂ имеется много
разных вещественных структур, и никакого естественного предпочтения между ними a priori

1Т. е. обладающая для всех 𝑧 ∈ ℂ и𝑤 ∈ 𝑊 свойством 𝜎(𝑧𝑤) = 𝑧𝜎(𝑤).
2Т. е. обратное самому себе отображение.
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не существует. Иными словами, у абстрактного комплексного вектора нет канонически опреде-
лённых «вещественной» и «мнимой» частей, и чтобыонипоявились, на пространстве𝑊 должна
быть зафиксирована какая-нибудь (одна из многих) вещественная структура.

16.1.2. Эрмитово сопряжение эндоморфизмов 𝑓∶ 𝑊 → 𝑊 эрмитова пространства𝑊 за-
даёт на комплексном векторном пространстве Endℂ(𝑊) вещественную структуру

×∶ End(𝑊) ⥲ End(𝑊) , 𝑓 ⟼ 𝑓× .

Вещественное подпространство этой структуры обозначается

End+
ℂ (𝑊) = {𝑓 | 𝑓× = 𝑓} (16-5)

и называется пространством самосопряжённых или эрмитовых операторов, а чисто мнимое
подпространство обозначается

End−
ℂ (𝑊) = {𝑓 | 𝑓× = −𝑓} (16-6)

и называется пространством антисамосопряжённых или косоэрмитовых операторов. Это ве-
щественные (не комплексные!) векторные пространства и умножения операторов на 𝑖 и на −𝑖
задаютвзаимнообратныеℝ-линейныеизоморфизмымежду этимипространствами.Овеществ-
ление пространства Endℂ(𝑊) распадается в прямую сумму

Endℂ(𝑊)ℝ = End+
ℂ (𝑊) ⊕ End−

ℂ (𝑊) .

Компоненты разложения 𝑓 = 𝑓++𝑓− произвольногоℂ-линейного оператора 𝑓∶ 𝑊 → 𝑊 в сумму
эрмитова и косоэрмитова операторов задаются стандартными формулами

𝑓+ = 𝑓 + 𝑓×

2 ∈ End+
ℂ (𝑊) и 𝑓− = 𝑓 − 𝑓×

2 ∈ End−
ℂ (𝑊) .

Пример 16.1 (эрмитово сопряжение матриц)

Записьℂ-линейных операторовℂ𝑛 → ℂ𝑛 матрицами в стандартном ортонормальном базисе эр-
митовапространстваℂ𝑛 отождествляет Endℂ ℂ𝑛 с пространствомкомплексныхматрицMat𝑛(ℂ).
Эрмитово сопряжение эндоморфизмов задаётнапространстве комплексныхматрицвеществен-
ную структуру

×∶ Mat𝑛(ℂ) → Mat𝑛(ℂ) , 𝑀 ↦ 𝑀× ≝ 𝑀𝑡 ,

которая сопоставляет матрице𝑀 = (𝑚𝑖𝑗) комплексно сопряжённую к транспонированной мат-
рице𝑀𝑡 матрицу𝑀× = (𝑚×

𝑖𝑗) с элементами𝑚×
𝑖𝑗 = 𝑚𝑗𝑖. Вещественное подпространство 𝑉+ этой

структуры обозначается

Mat+𝑛(ℂ) = {𝑀 = (𝑚𝑖𝑗) ∈ Mat𝑛(ℂ) | 𝑚𝑖𝑗 = 𝑚𝑗𝑖}

и называется пространством эрмитовых матриц, а мнимое подпространство 𝑉− обозначается

Mat−𝑛(ℂ) = {𝑀 = (𝑚𝑖𝑗) ∈ Mat𝑛(ℂ) | 𝑚𝑖𝑗 = −𝑚𝑗𝑖}

и называется пространством анти- или косоэрмитовых матриц. Это вещественные (не ком-
плексные!) векторные подпространства в Mat𝑛(ℂ) вещественной размерности 𝑛2, и как веще-
ственное векторное пространствоMat𝑛(ℂ)ℝ = Mat+𝑛(ℂ) ⊕Mat−𝑛(ℂ), причём матрица𝐻 эрмитова
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если и только если матрица 𝑖𝐻 косоэрмитова и наоборот. Например, при 𝑛 = 2 базис веще-
ственного пространства Mat+2 (ℂ) эрмитовых матриц составляют матрицы

(
1 0
0 0) , (

0 0
0 1) , (

0 1
1 0) , (

0 𝑖
−𝑖 0) .

Умножая эти матрицы на 𝑖, получаем базис в пространстве Mat−2 (ℂ) антиэрмитовых матриц:

(
𝑖 0
0 0) , (

0 0
0 𝑖) , (

0 𝑖
𝑖 0) , (

0 −1
1 0 ) .

Пример 16.2 (унитарные операторы)

Поскольку каждый унитарный1 оператор 𝑓∶ 𝑊 → 𝑊 биективен, всякий вектор 𝑤 ∈ 𝑊 можно
записать в виде 𝑤 = 𝑓−1𝑣 для некоторого 𝑣 ∈ 𝑊. Поэтому выполнение для любых векторов 𝑢,
𝑤 равенства (𝑓𝑢, 𝑓𝑤) = (𝑢,𝑤) равносильно выполнению для любых векторов 𝑢 и 𝑣 = 𝑓𝑤 равен-
ства (𝑓𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑓−1𝑣). Мы заключаем, что оператор унитарен если и только если он эрмитово
сопряжён своему обратному. На языке матриц это означает, что в унитарном базисе матрица
унитарного оператора эрмитово сопряжена к своей обратной, т. е. 𝐹𝑡 = 𝐹−1, что согласуется с
форм. (15-15) на стр. 256.

16.2. Нормальные операторы. Оператор 𝑓 на эрмитовом пространстве 𝑊 называется нор-
мальным, если он перестановочен со своим эрмитово сопряжённым, т. е. 𝑓× ∘𝑓 = 𝑓 ∘𝑓×. Напри-
мер, нормальными являются все (анти) самосопряжённые и унитарные операторы, так как для
них 𝑓× равен ±𝑓 и 𝑓−1 соответственно.

Теорема 16.1

Действующий в эрмитовом пространстве оператор 𝑓 нормален если и только если он диагона-
лизуем в ортонормальном базисе. При этом диагональная матрица для 𝑓 с точностью до пере-
становки диагональных элементов не зависит от выбора ортонормального базиса, в котором 𝑓
диагонален.

Доказательство. Если оператор 𝑓∶ 𝑊 → 𝑊 имеет в ортонормальном базисе 𝒆 диагональную
матрицу 𝐹𝒆, то сопряжённый к нему оператор имеет в этом базисе диагональную матрицу 𝐹𝒆,
которая коммутирует с 𝐹𝒆. Поэтому 𝑓 нормален. Обратная импликация доказывается индукци-
ей по dim𝑊. Если оператор 𝑓 скалярен (что так при dim𝑊 = 1), то доказывать нечего. Если 𝑓
не скалярен, то у него есть ненулевое собственное подпространство 𝑈 ⊊ 𝑊 и𝑊 = 𝑈 ⊕ 𝑈⊥. Со-
гласно n∘ 9.4 на стр. 165 перестановочный 𝑓 оператор 𝑓× переводит 𝑈 в себя. Поэтому для всех
𝑢 ∈ 𝑈 и любого 𝑤 ∈ 𝑈⊥ выполняется равенство (𝑓𝑤, 𝑢) = (𝑤, 𝑓×𝑢) = 0, т. е. 𝑓𝑤 ∈ 𝑈⊥. Таким
образом, оператор 𝑓 переводит𝑈⊥ в себя. По индукции, 𝑓|𝑈⊥ диагонализуем в некотором орто-
нормальном базисе пространства 𝑈⊥. Добавляя к этому базису любой ортонормальный базис
собственного подпространства𝑈, получаем базис пространства𝑊, в котором матрица 𝑓 диаго-
нальна. Последнее утверждение теоремы имеет место для любого диагонализуемого операто-
ра, что было установлено нами в n∘ 9.2.6 на стр. 158. □

Следствие 16.1

У нормального оператора собственные подпространства с разными собственными числами эр-
митово ортогональны друг другу. □

1См. n∘ 15.3.4 на стр. 255.
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Следствие 16.2

Самосопряжённые операторы — это в точности диагонализуемые в ортонормальном базисе
операторы с вещественными собственными значениями. □

Следствие 16.3

Антисамосопряжённые операторы—это в точности диагонализуемые в ортонормальном бази-
се операторы с чисто мнимыми собственными значениями. □

Следствие 16.4

Унитарные операторы—это в точности диагонализуемые в ортонормальном базисе операторы
с собственными значениями, по модулю равными единице. □

Упражнение 16.1. Покажите, что унитарная группа U𝑛 является компактным линейно связ-
ным подмножеством в Mat𝑛(ℂ).
16.2.1. Нормальные операторы в евклидовом пространстве. В курсе геометрии изучает-

ся1 евклидово сопряжение ℝ-линейных операторов 𝑓∶ 𝑉 → 𝑉, действующих на евклидовом
пространстве 𝑉 над полем ℝ. Если комплексифицировать пространство 𝑉 и продолжить2 ев-
клидову структуру ( ∗ , ∗ ) на 𝑉 до эрмитовой структуры ( ∗ , ∗ )H на 𝑉ℂ, то евклидова сопряжён-
ность ℝ-линейных операторов 𝑓, 𝑓× ∶ 𝑉 → 𝑉 будет равносильна эрмитовой сопряжённости их
комплексификаций 𝑓ℂ, 𝑓×

ℂ ∶ 𝑉ℂ → 𝑉ℂ, поскольку сопряжение перестановочно с комплексифика-
цией: (𝑓ℂ)× = (𝑓×)ℂ. В самом деле, в евклидово ортонормальном базисе пространства 𝑉 над ℝ,
который одновременно является эрмитово ортонормальным базисом 𝑉ℂ над ℂ, и евклидово, и
эрмитово сопряжение означают транспонирование вещественной матрицы, которая является
матрицей обоих операторов 𝑓 и 𝑓ℂ в этом базисе.

Мы заключаем, что комплексификация нормального3 ℝ-линейного оператора 𝑓∶ 𝑉 → 𝑉
является нормальным оператором на пространстве 𝑉ℂ, и в 𝑉ℂ существует такой эрмитово ор-
тонормальный базис, в которомматрица комплексифицированного оператора 𝑓ℂ диагональна.
При этом комплексификация евклидово (анти)самосопряжённого или ортогонального опера-
тора на 𝑉 является соответственно (анти)эрмитовым или унитарным оператором на 𝑉ℂ.

Согласно сл. 15.2 на стр. 250, каждое комплексное собственное подпространство 𝑉𝜆 ⊂ 𝑉ℂ
комплексифицированного оператора 𝑓ℂ с вещественным собственным числом 𝜆 является ком-
плексификацией вещественного собственного подпространства 𝑉𝜆 ⊂ 𝑉 оператора 𝑓, а соб-
ственные подпространства оператора 𝑓ℂ с невещественными собственными числами разбива-
ются по сл. 15.3 на стр. 250 на пары комплексно сопряжённых друг другу подпространств 𝑉𝜆
и 𝑉𝜆 = 𝑉𝜆 c комплексно сопряжёнными значениями 𝜆 ≠ 𝜆 ∈ ℂ −ℝ. При этом каждому эр-
митово ортонормальному базису 𝑤1, … ,𝑤𝑚 пространства 𝑉𝜆 отвечает комплексно сопряжён-
ный базис 𝑤1, … ,𝑤𝑚 пространства 𝑉𝜆, тоже ортонормальный по упр. 15.3 на стр. 251. Соглас-
но предл. 15.2 на стр. 248 ℂ-линейная оболочка каждой пары сопряжённых базисных векторов
𝑤𝜈 = 𝑢𝜈 + 𝑖𝑣𝜈,𝑤𝜈 = 𝑢𝜈 − 𝑖𝑣𝜈 является комплексификацией двумерного вещественного 𝑓-инва-
риантного подпространства 𝑈𝜈 с базисом 𝑢𝜈, 𝑣𝜈, в котором оператор 𝑓 имеет матрицу4

(
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎) , где 𝑎 = Re 𝜆 , 𝑏 = Im 𝜆 . (16-7)

1См. раздел 11.2 на стр. 145 лекции http://82.204.189.191/ps/stud/geom_ru/2122/lec_11.pdf.
2См. прим. 15.2 на стр. 251.
3Т. е. перестановочного со своим евклидово сопряжённым оператором.
4См. формулу (15-3) на стр. 249.

http://82.204.189.191/ps/stud/geom_ru/2122/lec_11.pdf
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Так как собственные векторы 𝑤𝜈 и 𝑤𝜈 имеют разные собственные числа 𝜆 ≠ 𝜆, они эрмитово
ортогональны друг другу. Из равенств

1 = (𝑢𝜈 + 𝑖𝑣𝜈, 𝑢𝜈 + 𝑖𝑣𝜈)H = (𝑢𝜈, 𝑢𝜈) + (𝑣𝜈, 𝑣𝜈) + 𝑖((𝑣𝜈, 𝑢𝜈) − (𝑢𝜈, 𝑣𝜈)) (16-8)

0 = (𝑢𝜈 + 𝑖𝑣𝜈, 𝑢𝜈 − 𝑖𝑣𝜈)H = (𝑢𝜈, 𝑢𝜈) − (𝑣𝜈, 𝑣𝜈) + 𝑖((𝑣𝜈, 𝑢𝜈) + (𝑢𝜈, 𝑣𝜈)) (16-9)

вытекает, что (𝑢𝜈, 𝑣𝜈) = 0, а (𝑢𝜈, 𝑢𝜈) = (𝑣𝜈, 𝑣𝜈) = 1∕2 в вещественном евклидовом простран-

стве 𝑉. Тем самым, векторы √2𝑢𝜈 и √2𝑣𝜈 образуют ортонормальный базис пространства 𝑈𝜈.
По той же причине подпространства 𝑈𝛼 и 𝑈𝛽 евклидово ортогональны друг другу при 𝛼 ≠ 𝛽.

Упражнение 16.2. Убедитесь в этом.

Мы заключаем, что для каждого нормального оператора 𝑓 на вещественном евклидовом про-
странстве 𝑉 можно указать такой евклидово ортонормальный базис пространства 𝑉, в котором
матрица оператора 𝑓 будет блочно диагональнойиз 1×1 блоков, в которых стоят вещественные
собственные числа оператора 𝑓, и 2 × 2 блоков вида (16-7) с 𝑏 > 0, которые отвечают невеще-
ственным собственным числам 𝑎+ 𝑖𝑏 оператора 𝑓, и эта матрица с точностью до перестановки
блоков не зависит от выбора ортонормального базиса с таким свойством. Она называется ка-
нонической или нормальной формой нормального оператора 𝑓 в евклидовом пространстве.

Если оператор 𝑓 самомопряжён, то все его собственные числа вещественны, и блоков раз-
мера 2×2 в предыдущем представлении не будет.Мы заключаем, что самомопряжённые опера-
торы на евклидовом пространстве— это в точности операторы, диагонализуемые в некотором
ортонормальном базисе. Векторы такого базиса называются нормальными осями самомопря-
жённого оператора. Если все собственные числа оператора попарно различны, нормальные оси
определены однозначно с точностью до знака. В общем случае произвол в выборе нормальных
осей — это в точности произвол в выборе евклидово ортонормального базиса в каждом соб-
ственном подпространстве оператора.

Если оператор 𝑓 антисамосопяржён, то все его собственные числа чисто мнимы, и его нор-
мальная форма состоит из 2 × 2 блоков вида

(
0 𝑎

−𝑎 0) , где 𝑎 > 0 . (16-10)

Собственные числа ортогонального оператора 𝑓 исчерпываются ±1 и парами лежащих на
единичной окружности комплексно сопряжённых чисел cos𝜑 ± 𝑖 sin𝜑, где 0 < 𝜑 < 𝜋. Мы за-
ключаем, что нормальная форма ортогонального оператора состоит из 1 × 1 блоков ±1 и 2 × 2
блоков вида

(
cos𝜑 sin𝜑

− sin𝜑 cos𝜑) . (16-11)

16.3. Сингулярные числа и сингулярные направления. С каждым ℂ-линейным отображени-
ем 𝑓∶ 𝑈 → 𝑊 между эрмитовыми пространствами𝑈,𝑊 связаны самосопряжённые операторы

𝑓×𝑓∶ 𝑈 → 𝑈 и 𝑓𝑓× ∶ 𝑊 → 𝑊 .

По сл. 16.2 на стр. 263 оба они имеют вещественный спектр.

Лемма 16.1

Оба спектра неотрицательны, и ker 𝑓×𝑓 = ker 𝑓, а ker 𝑓𝑓× = (im 𝑓)⊥.
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Доказательство. Если 𝑓×𝑓𝑣 = 𝜆𝑣 для ненулевого 𝑣, то

(𝑓𝑣, 𝑓𝑣) = (𝑓×𝑓𝑣, 𝑣) = (𝜆𝑣, 𝑣) = 𝜆 (𝑣, 𝑣) ,

откуда либо 𝑓𝑣 ≠ 0 и 𝜆 = (𝑓𝑣, 𝑓𝑣)∕(𝑣, 𝑣) > 0, либо 𝜆 = 0 и 𝑣 ∈ ker 𝑓. Последнее означает, что
ker 𝑓×𝑓 = ker 𝑓. Аналогично, если 𝑓𝑓×𝑣 = 𝜆𝑣 для ненулевого 𝑣, то

(𝑓×𝑣, 𝑓×𝑣) = (𝑓𝑓×𝑣, 𝑣) = (𝜆𝑣, 𝑣) = 𝜆 (𝑣, 𝑣) .

Поэтому либо 𝑓×𝑣 ≠ 0 и в этом случае 𝜆 = (𝑓×𝑣, 𝑓×𝑣)∕(𝑣, 𝑣) > 0, либо 𝑓×𝑣 = 0 и 𝜆 = 0, откуда
ker 𝑓𝑓× = ker 𝑓×, а ker 𝑓× = (im 𝑓)⊥ по предл. 16.1 на стр. 259. □

Теорема 16.2

Каждое ℂ-линейное отображение 𝑓∶ 𝑈 → 𝑊 между эрмитовыми пространствами 𝑈, 𝑊 рас-
кладывается в композицию 𝑓 = 𝑔ℎ𝑝 ортогональной проекции 𝑝∶ 𝑈 ↠ 𝑉 на подпростран-
ство 𝑉 = (ker 𝑓)⊥ ⊂ 𝑈, самосопряжённого оператора ℎ∶ 𝑉 ⥲ 𝑉 с положительными собственны-
ми числами 𝛼1, …𝛼𝑟, где 𝑟 = rk 𝑓 = dim𝑉, и унитарного вложения 𝑔∶ 𝑉 ↪ 𝑊, изометрически
отображающего 𝑉 на im 𝑓 ⊂ 𝑊. Операторы 𝑔 и ℎ однозначно определяются этими свойствами
по оператору 𝑓, а квадраты 𝛼21 , …𝛼2𝑟 собственных чисел оператора ℎ — это в точности все (с
учётом кратностей) ненулевые собственные числа оператора 𝑓×𝑓∶ 𝑈 → 𝑈.

Доказательство. Зафиксируем в 𝑈 ортонормальный базис 𝑢1, … , 𝑢𝑛 из собственных векторов
самосопряжённого оператора 𝑓×𝑓∶ 𝑈 → 𝑈. Пусть собственное значение 𝑓×𝑓 на векторе 𝑢𝑖 рав-
но 𝛼2𝑖 , где 𝛼𝑖 ∈ ℝ неотрицательно. Упорядочим векторы 𝑢𝑖 так, чтобы первые 𝑟 чисел 𝛼1, … ,𝛼𝑟
были положительны, а остальные 𝛼𝑗 с 𝑗 > 𝑟— нулевыми. Таким образом, 𝑢𝑗 ∈ ker 𝑓×𝑓 = ker 𝑓
при 𝑗 > 𝑟. При 1 ⩽ 𝑘, 𝓁 ⩽ 𝑟 выполняются равенства

(𝑓𝑢𝑘, 𝑓𝑢𝓁) = (𝑓×𝑓𝑢𝑘, 𝑢𝓁) = 𝛼2𝑘 (𝑢𝑘, 𝑢𝓁) =
{
𝛼2𝑘 > 0 при 𝑘 = 𝓁
0 при 𝑘 ≠ 𝓁 .

Поэтому векторы 𝑤𝑖 = 𝑓𝑢𝑖 ∕𝛼𝑖 c 𝑖 ⩽ 𝑟 образуют ортонормальный набор в пространстве 𝑊.
В частности, они линейно независимы. Поскольку 𝑓(𝑢𝑗) = 0 при 𝑗 > 𝑟, для каждого вектора
𝑢 = ∑ 𝑥𝑖𝑢𝑖 ∈ 𝑈 выполняется равенство 𝑓𝑢 = 𝛼1𝑥1𝑤1 + … + 𝛼𝑟𝑥𝑟𝑤𝑟. Мы заключаем, что векто-
ры 𝑤𝑖 с 𝑖 ⩽ 𝑟 составляют ортонормальный базис в im 𝑓, векторы 𝑢𝑖 с 𝑖 ⩽ 𝑟— ортонормальный
базис в (ker 𝑓)⊥ = 𝑉, а оператор 𝑓 является композицией ортогональной проекции 𝑝∶ 𝑈 ↠ 𝑉
вдоль ker 𝑓, диагонального оператора ℎ∶ 𝑉 → 𝑉, 𝑢𝑖 ↦ 𝛼𝑖𝑢𝑖, и изометрического изоморфиз-
ма 𝑔∶ 𝑉 ⥲ im 𝑓, 𝑢𝑖 ↦ 𝑤𝑖, как и утверждалось.

Упражнение 16.3. Убедитесь, что всякий ортогональный проектор 𝑝 самосопряжён.

Пусть самосопряжённый оператор ℎ1 ∶ 𝑉 → 𝑉 с положительным спектром и изометрический
изоморфизм 𝑔1 ∶ 𝑉 ⥲ im 𝑓 таковы, что 𝑓 = 𝑔1ℎ1𝑝. Так как 𝑔×

1 = 𝑔−1
1 как операторы im 𝑓 → 𝑉,

а ℎ× = ℎ, выполняется равенство 𝑓×𝑓 = 𝑝×ℎ×
1𝑔×

1𝑔1ℎ1𝑝 = 𝑝ℎ21𝑝 = ℎ21𝑝, откуда ℎ21 = 𝑓×𝑓|𝑉.
Так как ℎ1 перестановочен с ℎ21 = 𝑓×𝑓|𝑉, операторы ℎ1 и 𝑓×𝑓|𝑉 диагонализуемы в одном бази-
се. Следовательно, ℎ1 действует на каждом собственном подпространстве 𝑉𝛼2𝑖 оператора 𝑓

×𝑓|𝑉
умножением на 𝛼𝑖 и тем самым совпадает с ℎ. Так как

𝑔−1
1 𝑓|𝑉 = ℎ = 𝑔−1𝑓|𝑉

и оператор 𝑓|𝑉 ∶ 𝑉 ⥲ im 𝑓 биективен, мы заключаем, что 𝑔−1
1 = 𝑔−1, а значит, 𝑔1 = 𝑔. □
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Упражнение 16.4. Убедитесь, что оператор 𝑓× ∶ 𝑊 → 𝑉 действует на построенные в доказа-
тельстве теор. 16.2 векторы𝑤1, … ,𝑤𝑟 ∈ 𝑊 поправилу𝑤𝑖 ↦ 𝛼𝑖𝑢𝑖 ианнулирует ортогональ-
ное дополнение к их линейной оболочке. Выведите отсюда, что множества всех (с учётом
кратностей) ненулевых собственных чисел у операторов 𝑓×𝑓 и 𝑓𝑓× одинаковы.

Замечание 16.1. (сингулярные числа и сингулярные направления) Говоря неформально, пре-
дыдущая теорема утверждает, что каждое линейное отображение 𝑓∶ 𝑈 → 𝑊 сначала проекти-
рует 𝑈 вдоль своего ядра на ортогональное дополнение 𝑉 ⊂ 𝑈 к этому ядру, потом растягивает
пространство 𝑉 в попарно перпендикулярных направлениях с положительными коэффициен-
тами, а потом изометрически вкладывает результат в𝑊. Направления, в которых происходит
растяжение, т. е. одномерные подпространства, порождённые базисными векторами 𝑢𝑖 из до-
казательства теор. 16.2, называют сингулярными направлениями отображения 𝑓. Обратите вни-
мание, что они определены однозначно, только если все собственные подпространства опера-
тора 𝑓×𝑓 одномерны, а в общем случае их выбор означает выбор ортогонального базиса в каж-
дом собственном подпространстве. Набор из dim𝑈 неотрицательных вещественных чисел 𝛼𝑖,
равных квадратным корням из всех (включая нулевые) собственных чисел самосопряжённого
оператора

𝑓×𝑓∶ 𝑈 → 𝑈 ,

или — что то же самое по упр. 16.4 — корням из собственных чисел оператора

𝑓𝑓× ∶ 𝑊 → 𝑊 ,

называется набором сингулярных чисел отображения 𝑓∶ 𝑈 → 𝑊. Ровно rk 𝑓 из них положитель-
ны. Эпитеты «сингулярные» в этих названиях перекочевали из анализа, где в целом ряде задач
возникают функции типа «коэффициента удлинения», имеющие вид

𝜑∶ 𝑈 −0 → ℝ , 𝑢 ↦ (𝑓𝑢, 𝑓𝑢)∕(𝑢, 𝑢) ,

где 𝑈 — эрмитово (или евклидово) пространство, а 𝑓∶ 𝑈 → 𝑊 — линейное отображение в
эрмитово (или евклидово) пространство.

Упражнение 16.5. Покажите, что производная функции 𝜑 зануляется в точности на собствен-
ных подпространствах оператора 𝑓×𝑓.

16.4. Полярное разложение. Для обратимого линейного эндоморфизма 𝑓 ∈ GL(𝑊) эрмитова
пространства𝑊 теор. 16.2 утверждает существование и единственность разложения 𝑓 = 𝑔1ℎ1,
в котором 𝑔1 ∈ U(𝑊), а ℎ1 ∈ GL(𝑊) самосопряжён и имеет положительный спектр. Переходя
в обеих частях равенства к обратным операторам, заключаем что каждый оператор 𝑓 ∈ GL(𝑊)
также имеет единственное разложение 𝑓 = ℎ2𝑔2, в котором 𝑔2 ∈ U(𝑊), а ℎ2 ∈ GL(𝑊) само-
сопряжён и имеет положительный спектр. Разложения 𝑓 = 𝑔1ℎ1 = ℎ2𝑔2 называются поляр-
ными разложениями, поскольку для 𝑊 = ℂ они представляют ненулевое комплексное число
𝑧 ∈ GL1(ℂ) = ℂ× в виде 𝑧 = 𝜚𝑒𝑖𝜗, где число 𝜚 = |𝑧| вещественно и положительно, а число
𝑒𝑖𝜗 = cos𝜗 + 𝑖 sin𝜗 лежит на единичной окружности U1 ⊂ ℂ×. Компоненты двух полярных
разложений находятся из равенств

𝑓×𝑓 = (𝑔1ℎ1)×(𝑔1ℎ1) = ℎ1𝑔−1
1 𝑔1ℎ1 = ℎ21

𝑓𝑓× = (ℎ2𝑔2)(ℎ2𝑔2)× = ℎ2𝑔2𝑔−1
2 ℎ2 = ℎ22 .
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Таким образом, ℎ1 = √𝑓×𝑓, ℎ2 = √𝑓𝑓× являются многочленами от 𝑓×𝑓 и 𝑓𝑓× и вычисляются
как объяснялось в прим. 9.9 на стр. 164, а 𝑔1 = 𝑓ℎ−1

1 , 𝑔2 = ℎ−1
2 𝑓.

Пример 16.3

Найдём полярное разложение 𝑓 = 𝑔ℎ оператора 𝑓∶ ℂ2 → ℂ2, имеющего в стандартном базисе
матрицу

𝐹 = (
2(1 + 𝑖) −1

1
3

2
3 (1 − 𝑖)) .

Вычисляем матрицу оператора 𝑓×𝑓:

(
2(1 + 𝑖) −1

1
3

2
3 (1 − 𝑖)) ⋅

(
2(1 − 𝑖) 1

3
−1 2

3 (1 + 𝑖))
=

(

73
9 −16

9 (1 − 𝑖)
−16

9 (1 + 𝑖) 17
9 )

Её характеристический многочлен det(𝑡𝐸−𝐹×𝐹) = 𝑡2−10𝑡+9 = (𝑡−1)(𝑡−9). Согласно n∘ 9.3.2
на стр. 163, √𝑓×𝑓 = 𝑎𝑓×𝑓 + 𝑏𝐸, где линейный двучлен 𝑝(𝑡) = 𝑎𝑡 + 𝑏 имеет 𝑝(1) = 1 и 𝑝(9) = 3,
откуда 𝑎 = 1∕4, 𝑏 = 3∕4. Таким образом, операторы ℎ и 𝑔 имеют матрицы

𝐻 = 1
4 (

73
9 −16

9 (1 − 𝑖)
−16

9 (1 + 𝑖) 17
9 )

+ 3
4 (

1 0
0 1) =

(

25
9 −4

9 (1 − 𝑖)
−4
9 (1 + 𝑖) 11

9 )

𝐺 = 𝐹𝐻−1 = (
2(1 + 𝑖) −1

1
3

2
3 (1 − 𝑖)) ⋅

(

11
27

4
27 (1 − 𝑖)

4
27 (1 + 𝑖) 25

27 )
=

(

2
3 (1 + 𝑖) −1

31
3

2
3 (1 − 𝑖))

.

16.5. Экспоненциальное отображение. Алгебра аналитических функций1 ℂ → ℂ алгебраи-
чески вычислима2 на любом ℂ-линейном операторе 𝑓∶ 𝑊 → 𝑊 на комплексном векторном
пространстве 𝑊. В частности, для любого оператора 𝑓 определена экспонента 𝑒𝑓 ∶ 𝑊 → 𝑊.
Если пространство𝑊 эрмитово, а оператор 𝑓 антиэрмитов, то он диагонализуем в некотором
ортонормальном базисе 𝑒1, … , 𝑒𝑛 пространства 𝑊 и имеет чисто мнимые собственные числа
𝑖𝜑1, … , 𝑖𝜑𝑛. Как мы видели в доказательстве теор. 9.4 на стр. 161, в этом случае оператор 𝑒𝑓
переводит каждое собственное подпространство𝑊𝑖𝜑 = 𝐾𝑖𝜑 оператора 𝑓 в себя и действует на

нём умножением на 𝑒𝑖𝜑. Мы заключаем, что оператор 𝑒𝑓 диагонализуем в томже ортонормаль-
ном базисе, что и 𝑓, и все его собственные числа 𝑒𝑖𝜑1 , … , 𝑒𝑖𝜑𝑛 лежат на единичной окружности.
Тем самым, оператор 𝑒𝑓 унитарен. Так как каждый унитарный оператор имеет указанный вид
в подходящем ортонормальном базисе, мы заключаем, что экспоненциальное отображение

exp∶ End−(𝑊) ↠ 𝑈(𝑊) , 𝑓 ↦ 𝑒𝑓 , (16-12)

сюрьективноотображает вещественное векторноепространство антиэрмитовыхматрицнауни-
тарную группу. В частности, полярное разложение 𝑓 = ℎ𝑔 оператора 𝑓 ∈ GL(𝑊) можно запи-
сать в виде 𝑓 = ℎ𝑒𝑖𝑡, где ℎ, 𝑡 самосопряжены и ℎ положителен, однако в отличие от унитарного
оператора 𝑔 = 𝑒𝑖𝑡, самосопряжённый оператор 𝑡 со свойством 𝑒𝑖𝑡 = 𝑔 определяется унитар-
ным оператором 𝑔 не однозначно, поскольку экспоненциальное отображение не инъективно:
например, 𝑒2𝜋𝑖Id = Id = 𝑒0.

1Функция 𝑓∶ ℂ → ℂ называется аналитической, если она является сумой абсолютно сходящегося
всюду в ℂ степенного ряда.

2См. n∘ 9.3.1 на стр. 160.
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Упражнение 16.6 (по анализу). Убедитесь, что отображение (16-12) непрерывнои дифферен-
цируемо в каждой точке, и вычислите его производную.

Из этого упражнения среди прочего вытекает, что унитарная группа линейно связна1.

1См. упр. 16.1 на стр. 263.



Ответы и указания к некоторым упражнениям

Упр. 0.1. Ответ: 2𝑛.
Упр. 0.2. Ответ на второй вопрос — нет. Пусть 𝑋 = {1, 2}, 𝑌 = {2}. Все их парные пересечения и

объединения суть 𝑋 ∩ 𝑌 = 𝑌 ∩ 𝑌 = 𝑌 ∪ 𝑌 = 𝑌 и 𝑋 ∪ 𝑌 = 𝑋 ∪ 𝑋 = 𝑋 ∩ 𝑋 = 𝑋, и любая формула,
составленная из 𝑋, 𝑌, ∩, ∪, даст на выходе или 𝑋 = {1, 2}, или 𝑌 = {2}, тогда как 𝑋 −𝑌 = {1}.

Упр. 0.3. В первом случае имеется 6 наложений и ни одного вложения, во втором — 6 вложений
и ни одного наложения.

Упр. 0.5. Если 𝑋 конечно, то инъективное или сюрьективное отображение 𝑋 → 𝑋 автоматически
биективно. Если 𝑋 бесконечно, то в 𝑋 есть подмножество, изоморфное ℕ. Инъекция ℕ ↪ ℕ,
𝑛 ↦ (𝑛 + 1), и сюрьекция ℕ ↠ ℕ, 𝑛 ↦ max(1, (𝑛 − 1)), обе не биективны и продолжаются до
точно таких же отображений 𝑋 → 𝑋 тождественным действием на 𝑋 −ℕ.

Упр. 0.6. Ответ: нет. Воспользуйтесь «диагональным трюком» Кантора: пусть все биекцииℕ → ℕ
занумерованы натуральными числами; глядя на этот список, постройте биекцию, которая при
каждом 𝑘 = 1, 2, 3, … отображает некоторое число 𝑛𝑘 ∈ ℕ не туда, куда его отображает 𝑘-тая
биекция из списка.

Упр. 0.7. Ответ: (𝑛+𝑚−1
𝑚−1 ) = (𝑛+𝑚−1

𝑛 ) = (𝑛+𝑚−1)!
𝑛!(𝑚−1)! . Указание: слагаемых столькоже, сколькоимеется

упорядоченных наборов неотрицательных целых чисел (𝑘1, … , 𝑘𝑚) с суммой ∑ 𝑘𝑖 = 𝑛. Такой
набор можно закодировать словом, составленным из (𝑚 − 1) букв 0 и 𝑛 букв 1: сначала пишем
𝑘1 единиц, потом нуль, потом 𝑘2 единиц, потом нуль, и т. д. (слово кончится 𝑘𝑚 единицами,
стоящими следом за последним, (𝑚 − 1)-м нулём) .

Упр. 0.8. Ответ: (𝑛+𝑘
𝑘 ). Каждая такая диаграмма представляет собою ломаную, ведущуюиз левого

нижнего угла прямоугольника в правый верхний. В такой ломаной ровно 𝑛 горизонтальных
звеньев и ровно 𝑘 вертикальных.

Упр. 0.9. Пусть [𝑥′]𝑛 = [𝑥]𝑛 и [𝑦′]𝑛 = [𝑦]𝑛, т. е. 𝑥′ = 𝑥 + 𝑛𝑘, 𝑦′ = 𝑦 + 𝑛𝓁 с некоторыми 𝑘, 𝓁 ∈ ℤ.
Тогда 𝑥′ + 𝑦′ = 𝑥 + 𝑦+ 𝑛(𝑘 + 𝓁) и 𝑥′𝑦′ = 𝑥𝑦+ 𝑛(𝓁𝑥 + 𝑘𝑦+ 𝑘𝓁𝑛) сравнимы по модулю 𝑛 с 𝑥 + 𝑦 и
𝑥𝑦 соответственно, т. е. [𝑥′ + 𝑦′]𝑛 = [𝑥 + 𝑦]𝑛 и [𝑥′𝑦′]𝑛 = [𝑥𝑦]𝑛.

Упр. 0.10. Положим 𝑥 ∼ 𝑦, если существует конечная последовательность точек

𝑥 = 𝑧0, 𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛 = 𝑦

как в условии задачи. Проверьте, что это отношение эквивалентности и что оно содержится в
любой эквивалентности 𝑆 ⊂ 𝑋 × 𝑋, содержащей 𝑅.

Упр. 0.11. Рефлексивность и симметричность очевидны. Транзитивность: если (𝑝, 𝑞) ∼ (𝑟, 𝑠) и
(𝑟, 𝑠) ∼ (𝑢,𝑤), т. е. 𝑝𝑠− 𝑟𝑞 = 0 = 𝑢𝑠− 𝑟𝑤, то 𝑝𝑠𝑤− 𝑟𝑞𝑤 = 0 = 𝑢𝑠𝑞− 𝑟𝑤𝑞, откуда 𝑠(𝑝𝑤−𝑢𝑞) = 0,
и 𝑝𝑤 = 𝑢𝑞, т. е. (𝑝, 𝑞) ∼ (𝑢,𝑤).

Упр. 0.12. Если прямые 𝓁1 и 𝓁2 пересекаются в точке 𝑂 под углом 0 < 𝛼 ⩽ 𝜋∕2, то отражение
относительно𝓁1, за которымследует отражениеотносительно𝓁2, этоповорот вокруг точки𝑂 на
угол 2𝛼 в направлении от первой прямой ко второй. Таким образом, отражения относительно
пересекающихся прямых коммутируют тогда и только тогда, когда прямые перпендикулярны.

Упр. 0.14. Таблица композиций 𝑔𝑓 в симметрической группе 𝑆3:
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𝑔⟍𝑓 (1, 2, 3) (1, 3, 2) (3, 2, 1) (2, 1, 3) (2, 3, 1) (3, 1, 2)
(1, 2, 3) (1, 2, 3) (1, 3, 2) (3, 2, 1) (2, 1, 3) (2, 3, 1) (3, 1, 2)
(1, 3, 2) (1, 3, 2) (1, 2, 3) (3, 1, 2) (2, 3, 1) (2, 1, 3) (3, 2, 1)
(3, 2, 1) (3, 2, 1) (2, 3, 1) (1, 2, 3) (3, 1, 2) (1, 3, 2) (2, 1, 3)
(2, 1, 3) (2, 1, 3) (3, 1, 2) (2, 3, 1) (1, 2, 3) (3, 2, 1) (1, 3, 2)
(2, 3, 1) (2, 3, 1) (3, 2, 1) (2, 1, 3) (1, 3, 2) (3, 1, 2) (1, 2, 3)
(3, 1, 2) (3, 1, 2) (2, 1, 3) (1, 3, 2) (3, 2, 1) (1, 2, 3) (2, 3, 1)

Упр. 0.15. Отношение 𝑛 ∣ 𝑚 на множестве ℤ не кососимметрично: 𝑛 ∣ 𝑚 и𝑚 ∣ 𝑛 если и только ес-
ли𝑚 = ±𝑛. Фактор множества ℤ по этому отношению эквивалентности можно отождествить с
множеством ℤ⩾0 неотрицательных целых чисел, на котором отношение 𝑛 ∣ 𝑚 является частич-
ным порядком (обратите внимание, что нуль является нижней гранью этого множества, т. е.
делит все элементы.)

Упр. 0.16. Пусть множество 𝑆 ⊂ 𝑊 состоит из всех таких элементов 𝑧 ∈ 𝑊, что утверждение 𝛷(𝑧)
ложно. Если 𝑆 ≠ ∅, то в нём есть начальный элемент 𝑠∗ ∈ 𝑆. Поскольку утверждение 𝛷(𝑤)
истинно для всех 𝑤 < 𝑠∗, утверждение𝛹(𝑠∗) тоже истинно, т. е. 𝑠∗ ∉ 𝑆. Противоречие.

Упр. 0.17. Обозначимчерез𝑥𝐼 начальныйэлемент дополнения𝑊 −𝐼. Начальныйинтервал [𝑥𝐼) ⊂ 𝑊
является объединением начальных интервалов [𝑦) ⊂ 𝑊 по всем 𝑦 < 𝑥𝐼. Так как 𝐼 содержит все
интервалы [𝑦) с 𝑦 < 𝑥𝐼, мы заключаем, что 𝐼 ⊇ [𝑥𝐼), откуда 𝐼 = [𝑥𝐼).

Упр. 0.18. Пусть соотношение 𝑈 ⩾ 𝑊 не выполняется. Покажем, что любой начальный отре-
зок [𝑢) ⊂ 𝑈 изоморфен некоторому начальному отрезку [𝑤) ⊂ 𝑊, где 𝑤 = 𝑤(𝑢) однозначно
восстанавливается по 𝑢. Это верно для пустого начального отрезка ∅ = [𝑢∗), где 𝑢∗ ∈ 𝑈 —
минимальный элемент. Пусть это верно для всех начальных отрезков [𝑦) ⊂ 𝑈 с 𝑦 < 𝑢. То-
гда [𝑢) = ⋃𝑦<𝑢[𝑦) изоморфен объединению вложенных отрезков ⋃𝑦<𝑢[𝑤(𝑦)) ⊂ 𝑊. Если это
объединение исчерпывает всё множество 𝑊, то 𝑊 ≃ [𝑦), т. е. 𝑊 ⩽ 𝑈 вопреки предположе-
нию. Положим 𝑤(𝑢) ∈ 𝑊 равным минимальному элементу, не содержащемуся в ⋃𝑦<𝑢[𝑤(𝑦)).
Проверьте, что ⋃𝑦<𝑢[𝑤(𝑦)) = [𝑤(𝑢)) и что отображение 𝑢 ↦ 𝑤(𝑢) устанавливает изоморфизм
множества 𝑈 либо со всем множеством𝑊, либо с некоторым его начальным отрезком.

Упр. 0.19. Пусть рекурсивные подмножества𝑊1,𝑊2 ⊂ 𝑃 имеют общий начальный элемент. Рас-
смотрим подмножество 𝑍 ⊆ 𝑊1, состоящее из всех таких 𝑧 ∈ 𝑊1, что начальный интервал [𝑧)1 в
множестве𝑊1 совпадает с начальным интервалом [𝑧)2 в множестве𝑊2. Множество 𝑍 не пусто,
поскольку содержит общий начальный элемент множеств 𝑊1 и 𝑊2. В силу рекурсивности 𝑊1
и𝑊2 множество 𝑍 содержится в𝑊1 ∩ 𝑊2, являясь, по упр. 0.17 на стр. 19, начальным интерва-
лом как в𝑊1, так и в𝑊2. Если 𝑍 ≠ 𝑊1 и 𝑍 ≠ 𝑊2, то точные верхние грани 𝑍 в𝑊1 и𝑊2, с одной
стороны, не лежат в 𝑍 и поэтому различны, а с другой стороны обе равны 𝜚(𝑍) в силу рекурсив-
ности𝑊1 и𝑊2. Тем самым, 𝑍 = 𝑊1 или 𝑍 = 𝑊2.

Упр. 0.20. Каждое подмножество 𝑆 ⊂ 𝑈 имеет непустое пересечение с каким-нибудь рекурсивным
вполне упорядоченным подмножеством𝑊 ⊂ 𝑃 с начальным элементом 𝜚(∅). По упр. 0.19 под-
множество 𝑊 является начальным интервалом всех содержащих 𝑊 рекурсивных вполне упо-
рядоченных подмножеств с начальным элементом 𝜚(∅). Поэтому начальный элемент пересе-
чения 𝑆 ∩ 𝑊 не зависит от выбора такого𝑊, что𝑊 ∩ 𝑆 ≠ ∅, и является начальным элементом
подмножества𝑆. Каждыйначальныйинтервал [𝑢) ⊂ 𝑈 являетсяначальныминтерваломлюбого
содержащего 𝑢 множества𝑊 из цепи. В силу рекурсивности𝑊 элемент 𝜚[𝑢) = 𝑢.
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Упр. 0.21. Пользуясь аксиомой выбора, зафиксируем для каждого𝑊 ∈ 𝒲(𝑃) какую-нибудь верх-
нююгрань𝑏(𝑊) ∈ 𝑃. Если𝑓(𝑥) > 𝑥 для всех 𝑥 ∈ 𝑃, то отображение𝛽∶ 𝒲(𝑃) → 𝑃,𝑊 ↦ 𝑓(𝑏(𝑊))
противоречит лем. 0.2 на стр. 20.

Упр. 0.22. Обозначим через 𝒮(𝑋) множество всех непустых подмножеств данного множества 𝑋,
включая само 𝑋. При помощи аксиомы выбора постройте такое отображение 𝜇∶ 𝒮(𝑋) → 𝑋, что
𝜇(𝑍) ∈ 𝑍 для всех 𝑍 ∈ 𝒮(𝑋). Обозначим через𝒲(𝑋) множество всех𝑊 ∈ 𝒮(𝑋), которые можно
вполне упорядочить так, что 𝜇(𝑋 −[𝑤)) = 𝑤 для всех 𝑤 ∈ 𝑊. Вдохновляясь лем. 0.2 на стр. 20
покажите, что𝒲(𝑋) ≠ ∅, и убедитесь, что 𝑋 ∈ 𝒲(𝑋).

Упр. 0.23. Убедитесь, чтомножество всехцепей, содержащихданнуюцепь, являетсяполнымчумом
относительно отношения включения, и примените лемму Цорна.

Упр. 1.2. Ответы: 1 + 𝑥 и 𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝑦.
Упр. 1.3. Если умножить числитель и знаменатель любой дроби в левой части равенств (1-11) на 𝑐,

числитель и знаменатель правой части также умножится на 𝑐. Отсюда следует корректность.
Проверка аксиом бесхитростна.

Упр. 1.5. Пусть 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 = 𝑘. Тогда 𝑎(𝑥0 + 𝑛𝛽) + 𝑏(𝑦0 − 𝑛𝛼) = 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑛(𝑎𝛽 − 𝑏𝛼) = 𝑘 при всех
𝑛 ∈ ℤ. Если 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑘, то 𝑎(𝑥 − 𝑥0) = −𝑏(𝑦− 𝑦0) делится на нок(𝑎𝑏) = 𝛼𝛽𝑑. Тем самым, число
𝑛 = (𝑥 − 𝑥0)∕𝛽 = −(𝑦 − 𝑦0)∕𝛼 ∈ ℤ, и 𝑥 = 𝑥0 + 𝑛𝛽, а 𝑦 = 𝑦0 − 𝑛𝛼.

Упр. 1.6. Пусть числа таблицы (
𝑚 𝑥 𝑦
𝑛 𝑠 𝑡) удовлетворяют равенствам𝑚 = 𝑥𝑎+𝑏𝑦, 𝑛 = 𝑎𝑠+𝑏𝑡 и

𝑥𝑡 − 𝑦𝑠 = 1. Прибавляя к 1-й строке 2-ю, умноженную на 𝑘, получаем таблицу (
𝑚′ 𝑥′ 𝑦′

𝑛 𝑠 𝑡 ),

в которой𝑚′ = 𝑚 + 𝑛𝑘, 𝑥′ = 𝑥 + 𝑘𝑠, 𝑦′ = 𝑡 + 𝑘𝑡. Тогда

𝑚′ = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑘(𝑎𝑠 + 𝑏𝑡) = 𝑎𝑥′ + 𝑏𝑦′

𝑥′𝑡 − 𝑦′𝑠 = 𝑥𝑡 − 𝑦𝑠 + 𝑘𝑠𝑡 − 𝑘𝑠𝑡 = 1 .

Упр. 1.7. Подставьте в это равенство 𝑥 = 𝑦 = 0.
Упр. 1.8. Существование разложения. Если число 𝑛 простое, то оно само и будет своим разложе-

нием. Если 𝑛 составное, представим его в виде произведения строго меньших по абсолютной
величине чисел, каждое из которых в свою очередь или просто или является произведением
строго меньших по абсолютной величине чисел и т. д. Поскольку модуль целого числа нельзя
бесконечно долго уменьшать, мы в конце концов получим требуемое разложение.

Единственность разложения. Для любого простого числа 𝑝 и любого целого 𝑧 имеется аль-
тернатива: либо нод(𝑧, 𝑝) = |𝑝|, и тогда 𝑧 делится на 𝑝, либо нод(𝑧, 𝑝) = 1, и тогда 𝑧 взаимно
прост с 𝑝. Пусть в равенстве 𝑝1 … 𝑝𝑘 = 𝑞1 … 𝑞𝑚 все сомножители просты. Так как ∏ 𝑞𝑖 делится
на 𝑝1, число 𝑝1 не может быть взаимно просто с каждым 𝑞𝑖 в силу лем. 1.3 на стр. 28. Соглас-
но упомянутой альтернативе, хотя бы один из множителей 𝑞𝑖 (будем считать, что 𝑞1) делится
на 𝑝1. Поскольку 𝑞1 прост, 𝑞1 = ±𝑝1. Сокращаем первые множители и повторяем рассуждение.

Упр. 1.9. При любом 𝑘 ∈ ℕ умножение на класс [𝑥]−1[𝑦] переводит класс [𝑎𝑘𝑥] в класс [𝑎𝑘𝑦], а
умножение на класс [𝑥][𝑦]−1 переводит класс [𝑎𝑘𝑦] назад в [𝑎𝑘𝑥].

Упр. 1.11. Класс (𝑚𝑝𝑛
𝑝𝑛 ) (mod 𝑝) равен коэффициенту при 𝑥𝑝𝑛 , возникающему после раскрытия ско-

бок и приведения подобных слагаемых в биноме (1 + 𝑥)𝑚𝑝𝑛 над полем 𝔽𝑝. Последовательно
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применяя формулу форм. (1-24) на стр. 30, получаем

(1 + 𝑥)𝑝𝑛𝑚 = ((1 + 𝑥)𝑝)
𝑝𝑛−1𝑚 = (1 + 𝑥𝑝)

𝑝𝑛−1𝑚 = ((1 + 𝑥𝑝)𝑝)
𝑝𝑛−2𝑚 = (1 + 𝑥𝑝2)

𝑝𝑛−2𝑚 = ⋯
⋯ = (1 + 𝑥𝑝𝑛)

𝑚 = 1 + 𝑚𝑥𝑝𝑛 + старшие степени

Упр. 1.13. Если число 𝛼 ∈ 𝕜 является корнем многочлена 𝑓(𝑥), то 𝑓(𝑥) делится на (𝑥 − 𝛼) (раздели-
те 𝑓(𝑥) на (𝑥 − 𝛼) с остатком и подставьте 𝑥 = 𝛼).

Упр. 1.14. По малой теореме Ферма1 каждый элемент 𝑥 ∈ im𝜓 удовлетворяет уравнению 𝑥2 = 1.
Упр. 1.16. Ненулевой гомоморфизм полей инъективен, переводит единицу в единицу и перестано-

вочен со сложением, вычитанием, умножением и делением2. Простое подполе состоит из эле-
ментов вида ±(1 + ⋯ + 1)∕(1 + ⋯ + 1), каждый из которых остаётся на месте. Если имеется
ненулевой гомоморфизм 𝕜 → 𝔽, то равенство или неравенство нулю суммы некоторого ко-
личества единиц в поле 𝕜 влечёт точно такое же равенство или неравенство в поле 𝔽, откуда
char𝕜 = char𝔽.

Упр. 1.17. Воспользуйтесь тем, чтоℝ является множеством дедекиндовых сечений линейно упоря-
доченного множестваℚ.

Упр. 2.3. Ответ: (𝑦𝑛 − 𝑥𝑛)∕(𝑦 − 𝑥) = 𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛−2𝑥 + 𝑦𝑛−3𝑥2 + … + 𝑦𝑥𝑛−2 + 𝑥𝑛−1.

Упр. 2.5. (𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + …)
𝑝 = 𝑎𝑝0 + 𝑎𝑝1𝑥𝑝 + 𝑎𝑝2𝑥2𝑝 + … = 𝑎0 + 𝑎1𝑥𝑝 + 𝑎2𝑥2𝑝 + … (первое

равенство справедливо, поскольку возведение в 𝑝-тую степень перестановочно со сложением,
второе — по малой теореме Ферма).

Упр. 2.6. Если 𝑓(𝑥) = ∑ 𝑎𝑘𝑥𝑘, то 𝑓(𝑥 + 𝑡) = ∑
𝑘,𝜈

𝑎𝑘(
𝑘
𝜈) ⋅ 𝑥𝑘−𝜈𝑡𝜈 = ∑

𝜈
𝑡𝜈 ⋅ 𝑓𝜈(𝑥), где

𝑓𝜈(𝑥) = ∑
𝑘⩾𝜈

𝑎𝑘(
𝑘
𝜈) ⋅ 𝑥𝑘−𝜈 = 1

𝜈!
𝑑𝑘
𝑑𝑥𝑘 ∑

𝑘⩾0
𝑎𝑘𝑥𝑘 .

Упр. 2.7. Годятся дословно те же аргументы, что и в упр. 1.8.
Существование. Если 𝑓 неприводим, то сам он и является своим разложением. Если 𝑓 при-

водим, то он раскладывается в произведение многочленов строго меньшей степени, которые в
свою очередь или неприводимы или являются произведениями многочленов строго меньшей
степени и т. д. Поскольку степень не может бесконечно уменьшаться, в конце концов получится
требуемое разложение.

Единственность. Для неприводимого 𝑝 ∈ 𝕜[𝑥] и любого 𝑔 ∈ 𝕜[𝑥] имеется следующая аль-
тернатива: либо нод(𝑝,𝑔) = 𝜆𝑝, где 𝜆 ∈ 𝕜× — ненулевая константа, и в этом случае 𝑔 делит-
ся на 𝑝, либо нод(𝑝,𝑔) = 1, и тогда 𝑔 взаимно прост с 𝑝. Пусть все сомножители в равенстве
𝑝1 … 𝑝𝑘 = 𝑞1 … 𝑞𝑚 неприводимы. Поскольку ∏ 𝑞𝑖 делится на 𝑝1, многочлен 𝑝1, не может быть
взаимно прост с каждым 𝑞𝑖 в силу лем. 1.3 на стр. 28. Поэтому найдётся 𝑞𝑖, делящийся на 𝑝1. По-
сле надлежащей перенумерации можно считать, что это 𝑞1. Так как 𝑞1 неприводим, 𝑞1 = 𝜆𝑝1,
где 𝜆—ненулевая константа. Сокращаем первый множитель и повторяем рассуждение.

Упр. 2.8. При умножении любойиз строк таблицы(
𝑝 𝑟 𝑠
𝑞 𝑢 𝑤)наненулевуюконстанту равенства

𝑝 = 𝑟𝑓 + 𝑠𝑔, 𝑞 = 𝑢𝑓 + 𝑤𝑔 сохраняются, а многочлен 𝑟𝑤 − 𝑢𝑠 умножается на эту константу.

1См. сл. 1.1 на стр. 31.
2См. n∘ 1.5.4 на стр. 33.
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Если заменить любую строку таблицы на её сумму с другой строкой, умноженной на любой
многочлен, равенства 𝑝 = 𝑟𝑓 + 𝑠𝑔, 𝑞 = 𝑢𝑓 + 𝑤𝑔 сохранятся, а многочлен 𝑟𝑤 − 𝑢𝑠 вообще не
поменяется (ср. с упр. 1.6 на стр. 27). Пусть в итоговой таблице

(
𝑑′ ℎ1 ℎ2
0 𝑚1 𝑚2)

ℎ1𝑚2 −ℎ2𝑚1 = 𝛿 ∈ 𝕜×. Умножая это равенство на 𝑓 и на 𝑔 и пользуясь тем, что 𝑑′ = 𝑓ℎ1 +𝑔ℎ2,
а 𝑓𝑚1 = −𝑔𝑚2, получаем

𝛿𝑓 = 𝑓ℎ1𝑚2 − 𝑓ℎ2𝑚1 = 𝑓ℎ1𝑚2 + 𝑔ℎ2𝑚2 = 𝑑′𝑚2
𝛿𝑔 = 𝑔ℎ1𝑚2 − 𝑔ℎ2𝑚1 = −𝑓ℎ1𝑚1 − 𝑔ℎ2𝑚1 = −𝑑′𝑚1 .

Поэтому 𝑓 = 𝑑′𝑚2𝛿−1 и 𝑔 = −𝑑′𝑚1𝛿−1 делятся на 𝑑′. Для любого 𝑞 = 𝑓𝑠 = 𝑔𝑡 из равенства

𝛿𝑞 = 𝑞ℎ1𝑚2 − 𝑞ℎ2𝑚1 = 𝑔𝑡ℎ1𝑚2 − 𝑓𝑠ℎ2𝑚1 = −𝑐′(𝑡ℎ1 + 𝑠ℎ2) ,

где 𝑐′ = 𝑓𝑚1 = −𝑔𝑚2, заключаем, что 𝑞 = −𝑐′(𝑡ℎ1 + 𝑠ℎ2)𝛿−1 делится на 𝑐′.

Упр. 2.9. Если многочлен степени ⩽ 3 приводим, то у него есть делитель первой степени, корень
которого будет корнем исходного многочлена.

Упр. 2.11. См. упр. 0.9 на стр. 12.

Упр. 2.12. Вложение𝜑∶ 𝕜 ↪ 𝕜[𝑥]∕(𝑥−𝛼) в качестве констант сюрьективно, поскольку число𝛼 ∈ 𝕜
переходит в класс[𝑥], и значит, для любого 𝑔 ∈ 𝕜[𝑥] число 𝑔(𝛼) переходит в класс [𝑔].

Упр. 2.13. Обратным элементом к произвольному ненулевому 𝑎+𝑏√2 ∈ ℚ[√2] является 𝑎
𝑎2−2𝑏2 −

𝑏
𝑎2−2𝑏2 √2. Кольцо в (a) содержит делители нуля: [𝑡 + 1] ⋅ [𝑡2 − 𝑡 + 1] = [0] и, тем самым, не

является полем. Кольцо в (б) является полем: многочлен 𝑝 = 𝜗3 + 2 не имеет корней в ℚ, и
значит, не делится вℚ[𝑥] ни на какой многочлен первой или второй степени; следовательно, 𝑝
взаимно прост со всеми 𝑔 ∈ ℚ[𝑥], не делящимися на 𝑝, т. е. для любого [𝑔] ≠ [0] существуют
ℎ1, ℎ2 ∈ ℚ[𝑥], такие что ℎ1𝑔 + ℎ2𝑝 = 1; тем самым, [ℎ1] = [𝑔]−1.

Упр. 2.14. Ответ: (1 + 𝜗)−1 = −𝜗.
Упр. 2.15. Пусть 𝑓 ∈ 𝔽𝑞[𝑥] неприводим. Из доказательства теор. 2.1 на стр. 46 вытекает, что суще-

ствует такое конечное поле 𝔽𝑟 ⊃ 𝔽𝑞, что 𝑓 полностью раскладывается на линейные множители
в 𝔽𝑟[𝑥]. Так как поле 𝔽𝑟 состоит из корней многочлена 𝑔 = 𝑥𝑟 − 𝑥, этот многочлен имеет общие
корни с 𝑓, откуда нод(𝑓,𝑔) ≠ 1 в 𝔽𝑞[𝑥]. Так как 𝑓 неприводим, 𝑔 ⫶ 𝑓 в 𝔽𝑞[𝑥]. А поскольку 𝑔
сепарабелен, 𝑓 тоже сепарабелен.

Упр. 2.17. Число 𝜁 = cos(2𝜋∕5) + 𝑖 ⋅ sin(2𝜋∕5) является корнем многочлена

𝑧5 − 1 = (𝑧 − 1)(𝑧4 + 𝑧3 + 𝑧2 + 𝑧 + 1) .

Уравнение 𝑧4 + 𝑧3 + 𝑧2 + 𝑧 + 1 = 0 можно решить в радикалах, деля обе части на 𝑧2 и вводя
новую переменную 𝑡 = 𝑧 + 𝑧−1.

Упр. 2.18. Пусть 𝜁 = cos(2𝜋∕𝑛) + 𝑖 sin(2𝜋∕𝑛) —первообразный корень с наименьшим положитель-
ным аргументом, и 𝜉 = 𝜁𝑘. Так как равенство 𝜁𝑚 = 𝜉𝑥 означает, что𝑚 = 𝑘𝑥+𝑛𝑦 для некоторого
𝑦 ∈ ℤ, среди целых степеней корня 𝜉 встречаются те и только те степени первообразного кор-
ня 𝜁, которые делятся на нод(𝑘, 𝑛).
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Упр. 2.19. См. листок 212 .
Упр. 2.22. Конечное поле 𝔽 характеристики 𝑝 является векторным пространством над своим про-

стым подполем 𝔽𝑝 ⊂ 𝔽, и в нём имеются такие векторы 𝑣1, … , 𝑣𝑚, что любой вектор 𝑤 ∈ 𝔽
линейно выражается через них в виде 𝑤 = 𝑥1𝑣1 + … + 𝑥𝑚𝑣𝑚, где все 𝑥𝑖 ∈ 𝔽𝑝. Удаляя из
набора 𝑣1, … , 𝑣𝑚 все векторы, которые линейно выражаются через оставшиеся, мы получим
такой набор векторов {𝑒1, … , 𝑒𝑛} ⊂ {𝑣1, … , 𝑣𝑚}, через который каждый вектор 𝑤 ∈ 𝔽 вы-
ражается единственным способом, так как равенство 𝑥1𝑒1 + … + 𝑥𝑛𝑒𝑛 = 𝑦1𝑒1 + … + 𝑦𝑛𝑒𝑛,
в котором 𝑥𝑖 ≠ 𝑦𝑖 для какого-нибудь 𝑖, позволяет выразить 𝑒𝑖 через остальные векторы как
𝑒𝑖 = ∑𝜈≠𝑖 𝑒𝜈(𝑦𝜈 − 𝑥𝜈)∕(𝑥𝑖 −𝑦𝑖), что невозможно. Коль скоро каждый элемент поля 𝔽 однозначно
записывается в виде 𝑥1𝑒1 + … + 𝑥𝑛𝑒𝑛, где каждый коэффициент 𝑥𝑖 независимо принимает 𝑝
значений, мы заключаем, что |𝔽| = 𝑝𝑛.

Упр. 2.23. См. доказательство теоремы Эйлера из прим. 1.6 на стр. 30.

Упр. 2.24. Отображение ev𝜁 ∶ 𝔽𝑝[𝑥] → 𝔽, 𝑓 ↦ 𝑓(𝜁), является гомоморфизмом колец. Поскольку
поле 𝔽 конечно, а кольцо многочленов 𝔽𝑝[𝑥] бесконечно, у этого гомоморфизма ненулевое яд-
ро. Многочлен 𝑔 — это приведённый многочлен минимальной степени в ker ev𝜁. Если 𝑔(𝑥) =
ℎ1(𝑥) ℎ2(𝑥), то ℎ1(𝜁) = 0 или ℎ2(𝜁) = 0, что по выбору 𝑔 невозможно при deg ℎ1, deg ℎ2 < deg𝑔.
Пусть 𝑓(𝜁) = 0 для 𝑓 = 𝑔ℎ+ 𝑟, где deg 𝑟 < deg𝑔 или 𝑟 = 0. Подставляя 𝑥 = 𝜁, получаем 𝑟(𝜁) = 0,
откуда 𝑟 = 0.

Упр. 3.1. Воспользуйтесь лем. 3.1.

Упр. 3.2. По теор. 3.1 на стр. 56 эпиморфизм 𝜋∶ 𝐾 = ℤ∕(30) ↠ ℤ∕(15), [𝑛]30 ↦ [𝑛]15, расклады-
вается в композицию гомоморфизма 𝜄𝑆 ∶ 𝐾 → 𝐾𝑆−1 и гомоморфизма

𝜋𝑆 ∶ 𝐾𝑆−1 ↠ ℤ∕(15) , [𝑚]30∕[2𝑘]30 ↦ [𝑚]15[2𝑘]−1
15 ,

сюрьективного в силу сюрьективности 𝜋. Если [𝑚]30∕[2𝑘]30 ∈ ker𝜋𝑆, то [𝑚]15 = 0, а значит,
[𝑚]30∕[2𝑘]30 = [2𝑚]30∕[2𝑘+1]30 = 0 в 𝐾𝑆−1. Тем самым, ker𝜋𝑆 = 0 и 𝜋𝑆 инъективен.

Упр. 3.4. По правилу дифференцирования композиции (𝑓𝑚)
′ = 𝑚𝑓𝑚−1𝑓′, откуда

𝑑
𝑑𝑥 (1 − 𝑥)−𝑚 = 𝑑

𝑑𝑥 (
1

1 − 𝑥)
𝑚

= 𝑚(1 − 𝑥)−(𝑚+1) .

Нужная формула получается отсюда по индукции.

Упр. 3.5. Первое равенство вытекает и правила дифференцирования сложной функции1, второе
доказывается дифференцированием обеих частей.

Упр. 3.9. Ответы: 𝑎1 = 1
2 , 𝑎2 = 1

6 , 𝑎3 = 0, 𝑎4 = − 1
30 , 𝑎5 = 0, 𝑎6 = 1

42 , 𝑎7 = 0, 𝑎8 = − 1
30 , 𝑎9 = 0,

𝑎10 = 5
66 , 𝑎11 = 0, 𝑎12 = − 691

2730 ,

𝑆4(𝑛) = 𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)(3𝑛2 + 3𝑛 − 1)∕30
𝑆5(𝑛) = 𝑛2(𝑛 + 1)2(2𝑛 + 1)(2𝑛2 + 2𝑛 − 1)∕12

𝑆10(1000) = 91 409 924 241 424 243 424 241 924 242 500 .

Упр. 3.10. Подставьте 𝑡 = 1 в (𝑚 + 1) 𝑆𝑚(𝑡) = (𝑎↓ + 𝑡)𝑚+1 − 𝑎𝑚+1.

Упр. 4.1. Импликации (а)⇒(б)⇒(в) очевидны. Если 𝐼 содержит обратимый элемент, то среди его
кратных есть единица, кратные которой исчерпывают всё кольцо.

1См. формулу (2-8) на стр. 40.
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Упр. 4.2. Первое очевидно, второе вытекает из того, что суммы 𝑏1𝑎1 + … + 𝑏𝑚𝑎𝑚, где 𝑎𝑖 ∈ 𝑀,
𝑏𝑖 ∈ 𝐾, лежат во всех идеалах, содержащих𝑀.

Упр. 4.3. Если 𝑎 и 𝑏 являются старшими коэффициентамимногочленов 𝑓 и𝑔 из идеала 𝐼, и deg 𝑓 =
𝑚, а deg𝑔 = 𝑛, где𝑚 ⩾ 𝑛, то 𝑎 + 𝑏 либо нуль, т. е. является старшим коэффициентом нулевого
многочлена, либо является старшим коэффициентом многочлена 𝑓 + 𝑥𝑚−𝑛𝑔 ∈ 𝐼 степени 𝑚.
Аналогично, для любого 𝛼 ∈ 𝐾 произведение 𝛼𝑎 является старшим коэффициентом многочле-
на 𝛼𝑓(𝑥) ∈ 𝐼 степени𝑚.

Упр. 4.4. Повторите доказательство теор. 4.1, следя за младшими коэффициентами вместо стар-
ших.

Упр. 4.6. Обозначим через 𝐼0 идеал, образованный всеми аналитическими функциями1, обраща-
ющимися в нуль на множестве ℤ ⊂ ℂ, а через 𝐼𝑘 — идеал всех функций, обращающихся в нуль

на множестве ℤ −{1, 2, … , 𝑘}. Убедитесь, что sin(2𝜋𝑧)∕
𝑘

∏
𝛼=1

(𝑧 − 𝛼) ∈ 𝐼𝑘 −𝐼𝑘−1, откуда 𝐼𝑘 ⊊ 𝐼𝑘+1.

Упр. 4.7. Из того, что 𝐼 является абелевой подгруппой в 𝐾 немедленно вытекает, что отношение
𝑎1 ≡ 𝑎2 (mod 𝐼) рефлексивно, транзитивно и симметрично. Корректность операций проверяет-
ся так же, как в упр. 0.9: если [𝑎′]𝐼 = [𝑎]𝐼 и [𝑏′]𝐼 = [𝑏]𝐼, т. е. 𝑎′ = 𝑎+ 𝑥, 𝑏′ = 𝑏+ 𝑦 с некоторыми
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 , то 𝑎′ + 𝑏′ = 𝑎 + 𝑏 + (𝑥 + 𝑦) и 𝑎′𝑏′ = 𝑎𝑏 + (𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 + 𝑥𝑦) сравнимы по модулю 𝐼 с 𝑎 + 𝑏
и 𝑎𝑏 соответственно, поскольку суммы в скобках лежат в 𝐼 (именно в этот момент мы пользу-
емся тем, что идеал вместе с каждым элементом содержит и все его кратные); таким образом,
[𝑎′ + 𝑏′]𝐼 = [𝑎 + 𝑏]𝐼 и [𝑎′𝑏′]𝐼 = [𝑎𝑏]𝐼.

Упр. 4.8. Возьмите в качестве 𝐽∗ объединение всех идеалов из𝑀.

Упр. 4.9. В (а) всякий идеал вℂ[𝑥] является главным. Еслифакторкольцоℂ[𝑥]∕(𝑓) не имеет делите-
лей нуля, то многочлен 𝑓 неприводим. Над полем ℂ неприводимыемногочлены исчерпываются
линейными, поэтому 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 𝑝 для некоторого 𝑝 ∈ ℂ и (𝑓) = (𝑥 − 𝑝) = ker ev𝑝. В (б) с по-
мощью леммы о конечном покрытии докажите, что для любого идеала 𝐼 в кольце непрерывных
функций [0, 1] → ℝ найдётся точка 𝑝 ∈ [0, 1], в которой все функции из 𝐼 обращаются в нуль,
что даст включение 𝐼 ⊂ ker ev𝑝. В (в) подойдёт главный идеал𝔪 = (𝑥2 + 1).

Упр. 4.11. Если в каждом идеале 𝐼𝑘 есть элемент 𝑥𝑘 ∈ 𝐼𝑘 −𝔭, то произведение этих элементов
𝑥1 … 𝑥𝑚 ∈ ⋂ 𝐼𝑘 ⊂ 𝔭, что противоречит простоте 𝔭.

Упр. 4.12. Рассмотрим эпиморфизм факторизации 𝜋∶ 𝐾 ↠ 𝐾∕𝐼. Полный прообраз 𝜋−1(𝐽) любого
идеала 𝐽 ⊂ 𝐾∕𝐼 является идеалом в 𝐾. Классы элементов, порождающих этот идеал в 𝐾 порож-
дают идеал 𝐽 в 𝐾∕𝐼.

Упр. 4.13. В (в) и (г) для любого 𝑧 ∈ ℂ в рассматриваемом кольце существует такой элемент𝑤, что
|𝑧 − 𝑤| < 1. Взяв такой 𝑤 для 𝑧 = 𝑎∕𝑏, заключаем, что |𝑎 − 𝑏𝑤| < |𝑏|.

Упр. 4.14. Если ∃ 𝑏−1, то 𝜈(𝑎𝑏) ⩽ 𝜈(𝑎𝑏𝑏−1) = 𝜈(𝑎). Наоборот, если 𝜈(𝑎𝑏) = 𝜈(𝑎), то деля 𝑎 на 𝑎𝑏
с остатком, получаем 𝑎 = 𝑎𝑏𝑞 + 𝑟, где либо 𝜈(𝑟) < 𝜈(𝑎𝑏) = 𝜈(𝑎), либо 𝑟 = 0. Из равенства
𝑟 = 𝑎(1 − 𝑏𝑞) вытекает, что либо 𝜈(𝑟) ⩾ 𝜈(𝑎), либо 1 − 𝑏𝑞 = 0. С учётом предыдущего, такое
возможно только при 1 − 𝑏𝑞 = 0 или 𝑟 = 0. Во втором случае 𝑎(1 − 𝑏𝑞) = 0, что тоже влечёт
1 − 𝑏𝑞 = 0. Следовательно 𝑏𝑞 = 1 и 𝑏 обратим.

Упр. 4.15. Если 𝑏 = 𝑎𝑥 и 𝑎 = 𝑏𝑦 = 𝑎𝑥𝑦, то 𝑎(1 − 𝑥𝑦) = 0, откуда 𝑥𝑦 = 1 .
1Функция ℂ → ℂ называется аналитической, если она задаётся сходящимся всюду в ℂ степенным

рядом из ℂ⟦𝑧⟧.
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Упр. 4.16. Многочлены 𝑥 и 𝑦 не имеют в ℚ[𝑥, 𝑦] никаких общих делителей, кроме констант. Об-
щими делителями элементов 2 и 𝑥 в ℤ[𝑥] являются только ±1.

Упр. 4.17. По аналогии с комплексными числами, назовём сопряжённым к числу 𝜗 = 𝑎 + 𝑏√5
число 𝜗 = 𝑎−𝑏√5, а целое число ‖𝜗‖ ≝ 𝜗 ⋅𝜗 = 𝑎2 −5𝑏2 назовём нормой числа 𝜗. Легко видеть,

что 𝜗1𝜗2 = 𝜗1 ⋅ 𝜗2, откуда ‖𝜗1𝜗2‖ = 𝜗1𝜗2𝜗1𝜗2 = ‖𝜗1‖ ⋅ ‖𝜗2‖. Поэтому 𝜗 ∈ ℤ[√5] обратим тогда

и только тогда, когда ‖𝜗‖ = ±1, и в этом случае 𝜗−1 = ±𝜗. Поскольку ‖2‖ = 4, a ‖1± √5‖ = −4,
разложение этих элементов в произведение 𝑥𝑦 с необратимыми 𝑥 и 𝑦 возможно только при
‖𝑥‖ = ‖𝑦‖ = ±2. Но элементов нормы ±2 в ℤ[√5] нет, так как равенство 𝑎2 − 5𝑏2 = ±2 при
редукции по модулю 5 превращается в равенство 𝑎2 = ±2 в поле 𝔽5, где числа ±2 не являются
квадратами.

Упр. 4.18. Из равенства 𝑧1𝑧2 = 1 вытекает равенство |𝑧1| ⋅ |𝑧2| = 1. Так как |𝑧|2 ∈ ℕ для всех
𝑧 ∈ ℤ[𝑖], гауссово число 𝑧 может быть обратимо только если |𝑧| = 1.

Упр. 4.19. Пусть 𝑛 = 𝑝𝛼11 … 𝑝𝛼𝑟𝑠 𝑞𝛽11 … 𝑞𝛽𝑠𝑠 , где 𝑝𝑖, 𝑞𝑗 ∈ ℕ — попарно разные простые числа, при-
чём 𝑝𝑖 представляются в виде суммы двух квадратов, а 𝑞𝑗 — нет, т. е. все 𝑞𝑗 ≡ 3 (mod 4), а
все 𝑝𝑖 —нет. Тогда разложение 𝑛 на простые множители в области ℤ[𝑖] имеет вид

𝑛 = ∏𝑖(𝑥𝑖 + 𝑖𝑦𝑖)𝛼𝑖(𝑥𝑖 − 𝑖𝑦𝑖)𝛼𝑖 ∏𝑗 𝑞
𝛽𝑗
𝑗 , где 𝑞𝑗 ∈ ℕ .

Если все𝛽𝑗 чётные, то 𝑛 = (𝑎+𝑖𝑏)(𝑎−𝑖𝑏) = 𝑎2+𝑏2 для 𝑎+𝑖𝑏 = ∏𝑖(𝑥𝑖+𝑖𝑦𝑖)𝛼𝑖 ∏𝑗 𝑞
𝛽𝑗∕2
𝑗 . Наоборот,

пусть 𝑛 = 𝑎2 + 𝑏2 = (𝑎 + 𝑖𝑏)(𝑎 − 𝑖𝑏), и разложение гауссова числа 𝑎 + 𝑖𝑏 на простые множители
в ℤ[𝑖] имеет вид 𝑎 + 𝑏𝑖 = ∏𝑘 𝓁

𝛾𝑘
𝑘 . Тогда разложение числа 𝑛 на простые множители в ℤ[𝑖] имеет

вид ∏𝑘 𝓁
𝛾𝑘
𝑘 𝓁𝛾𝑘𝑘 , и все вещественные простые множители входят в него в чётных степенях.

Упр. 4.22. Это следует из равенства 𝑎0𝑞𝑛 + 𝑎1𝑞𝑛−1𝑝 + … + 𝑎𝑛−1𝑞𝑝𝑛−1 + 𝑎𝑛𝑝𝑛 = 0
Упр. 4.23. Ответ: (𝑥2 − 2𝑥 + 2)(𝑥2 + 2𝑥 + 2).
Упр. 5.1. Пусть 0 ⋅𝑣 = 𝑤. Тогда𝑤+𝑣 = 0 ⋅𝑣+1 ⋅𝑣 = (0+1)⋅𝑣 = 1 ⋅𝑣 = 𝑣 . Прибавляя к обеим частям

этого равенства −𝑣, получаем 𝑤 = 0. Из равенства 0 ⋅ 𝑣 = 0 вытекает, что 𝑥 ⋅ 0 = 𝑥(0 ⋅ 𝑣) =
(𝑥 ⋅ 0) ⋅ 𝑣 = 0 ⋅ 𝑣 = 0. Наконец, равенство (−1) ⋅ 𝑣 + 𝑣 = (−1) ⋅ 𝑣 + 1 ⋅ 𝑣 = ((−1) + 1) ⋅ 𝑣 = 0 ⋅ 𝑣 = 0
означает, что (−1) ⋅ 𝑣 = −𝑣.

Упр. 5.2. Не вполне очевидно, разве что, самое первое равенство. Оно вытекает из коммутатив-
ности умножения в кольце 𝐾: (𝑣𝑦)𝑥 = 𝑥(𝑣𝑦) = 𝑥(𝑦𝑣) = (𝑥𝑦)𝑣 = 𝑣(𝑥𝑦) = 𝑣(𝑦𝑥).

Упр. 5.4. 𝜑𝜓(𝑥𝑢 + 𝑦𝑤) = 𝜑(𝑥𝜓(𝑢) + 𝑦𝜓(𝑤)) = 𝑥𝜑𝜓(𝑢) + 𝑦𝜑𝜓(𝑤).
Упр. 5.5. Сложите равенства 𝜑(𝜆𝑢 + 𝜇𝑤) = 𝜆𝜑(𝑢) + 𝜇𝜑(𝑤) и 𝜓(𝜆𝑢 + 𝜇𝑤) = 𝜆𝜓(𝑢) + 𝜇𝜓(𝑤), а также

умножьте первое из них на 𝑥.
Упр. 5.6. Ядро и образ любого гомоморфизма абелевых групп являются абелевыми подгруппами

согласно n∘ 1.5 на стр. 31. Если гомоморфизм 𝐾-линеен, то обе эти подгруппы выдерживают
умножение на элементы из 𝐾, поскольку 𝑥𝜑(𝑢) = 𝜑(𝑥𝑢) и 𝜑(𝑢) = 0 ⇒ 𝜑(𝑥𝑢) = 𝑥𝜑(𝑢) = 0.

Упр. 5.7. Сопоставьте семейству гомоморфизмов 𝜑𝜇 ∶ 𝑁 → 𝑀𝜇, в котором лишь конечное число
ненулевых гомоморфизмов, отображение⨁𝜇∈ℳ 𝜑𝜇 ∶ 𝑁 → ⨁𝜇∈ℳ𝑀𝜇, переводящее вектор𝑢 ∈
𝑁 в семейство векторов (𝜑𝜇(𝑢))𝜇∈ℳ с конечным числом ненулевых членов.

Упр. 5.8. Пусть 𝐴 ⊈ 𝐵—две подгруппы в абелевой группе. Выберем 𝑎 ∈ 𝐴 −𝐵. Если 𝐴∪𝐵 является
подгруппой, то ∀ 𝑏 ∈ 𝐵 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵, но 𝑎 + 𝑏 ∉ 𝐵, поскольку 𝑎 ∉ 𝐵. Следовательно, 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐴,
откуда 𝑏 ∈ 𝐴, т. е. 𝐵 ⊆ 𝐴.
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Упр. 5.9. Все проверки проводятся дословно также, как для классов вычетов по модулю идеала
коммутативного кольца (ср. с упр. 4.7 на стр. 71).

Упр. 5.10. Так как каждый вектор 𝑤 ∈ 𝑀 имеет единственное представление в виде 𝑤 = 𝑤𝑁 + 𝑤𝐿
с 𝑤𝑁 ∈ 𝑁 и 𝑤𝐿 ∈ 𝐿, корректно определены 𝐾-линейные сюрьекции 𝜋𝑁 ∶ 𝑀 ↠ 𝑁 и 𝜋𝐿 ∶ 𝑀 ↠ 𝐿,
переводящие𝑤𝑁 +𝑤𝐿 соответственно в𝑤𝑁 и в𝑤𝐿. Так как ker𝜋𝑁 = 𝐿 и ker𝜋𝐿 = 𝑁 отображения
𝜄𝜋𝑁 ∶ 𝑀∕𝐿 ⥲ 𝑁 и 𝜄𝜋𝐿 ∶ 𝑀∕𝑁 ⥲ 𝐿 из прим. 5.9 на стр. 87 являются искомыми изоморфизмами.

Упр. 5.13. Если 𝑥′ = 𝑥+𝑦 и𝑤′ = 𝑤+𝑢, где 𝑦 ∈ 𝐼, 𝑢 ∈ 𝐼𝑀, то [𝑥′𝑤′] = [𝑥𝑤+(𝑥𝑢+𝑦𝑤+𝑥𝑢)] = [𝑥𝑤],
так как сумма в круглых скобках лежит в 𝐼𝑀.

Упр. 5.14. Поскольку подмодули𝑁𝑖 линейно порождают𝑀, подмодули 𝐼𝑁𝑖 линейно порождают 𝐼𝑀.
Очевидно, что 𝐼𝑁𝑖 ⊂ 𝑁𝑖 ∩ 𝐼𝑀, и при этом каждый подмодуль𝑁𝑖 ∩ 𝐼𝑀 имеет нулевое пересечение
с суммой подмодулей 𝑁𝜈 ∩ 𝐼𝑀 по всем 𝜈 ≠ 𝑖, ибо 𝑁𝑖 ∩ ∑𝜈≠𝑖 𝑁𝜈 = 0.

Упр. 5.18. Ответ:

[𝐸𝑖𝑗,𝐸𝑘𝓁] ≝ 𝐸𝑖𝑗𝐸𝑘𝓁 − 𝐸𝑘𝓁𝐸𝑖𝑗 =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝐸𝑖𝑖 − 𝐸𝑗𝑗 при 𝑗 = 𝑘 и 𝑖 = 𝓁
𝐸𝑖𝓁 при 𝑗 = 𝑘 и 𝑖 ≠ 𝓁
−𝐸𝑘𝑗 при 𝑗 ≠ 𝑘 и 𝑖 = 𝓁
0 в остальных случаях.

Упр. 5.20. Прямая проверка:

(𝐴𝐵)∨ = ((
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22) (

𝑏11 𝑏12
𝑏21 𝑏22))

∨
= (

𝑎11𝑏11 + 𝑎12𝑏21 𝑎11𝑏21 + 𝑎12𝑏22
𝑎21𝑏11 + 𝑎22𝑏21 𝑎21𝑏21 + 𝑎22𝑏22)

∨
=

= (
𝑎21𝑏21 + 𝑎22𝑏22 −𝑎11𝑏21 − 𝑎12𝑏22

−𝑎21𝑏11 − 𝑎22𝑏21 𝑎11𝑏11 + 𝑎12𝑏21 ) = (
𝑏22 −𝑏12

−𝑏21 𝑏11 ) (
𝑎22 −𝑎12

−𝑎21 𝑎11 ) = 𝐵∨𝐴∨

Упр. 5.25. Оба равенства проверяются прямым вычислением.

Упр. 6.1. (
𝛼 𝛽
𝛾 𝛿)

−1
= 1

𝛥 (
𝛿 −𝛽

−𝛾 𝛼 ) как мы видели в прим. 5.15 на стр. 93.

Упр. 6.3. Если матрица𝐷 диагональна, то матрица𝐷𝐴 (соотв.𝐴𝐷) получается из матрицы𝐴 умно-
жением её 𝑖-й строки (соотв. 𝑖-го столбца) на диагональный элемент 𝑑𝑖𝑖 матрицы 𝐷. Поэтому
равенство 𝐴𝐷 = 𝐷𝐴 = 𝐸 равносильно тому, что 𝑎𝑖𝑖𝑑𝑖𝑖 = 1 и 𝑎𝑖𝑗 = 0 при всех 𝑖 ≠ 𝑗.

Упр. 6.4. Последовательно заменяя в данном столбце пары ненулевых элементов 𝑎, 𝑏 по лем. 6.1
на стр. 103 парами нод(𝑎, 𝑏), 0, получаем столбец в котором отличен от нуля ровно один эле-
мент 𝑑 ∈ 𝐾, равный нод элементов исходного столбца. Если матрица 𝐴 обратима, то её столб-
цы (𝑎1, … , 𝑎𝑛) образуют базис в 𝐾𝑛, причём 𝑎𝑗 = 𝑑𝑒𝑖, где (𝑒1, … , 𝑒𝑛) — стандартный базис
в 𝐾𝑛. Пусть стандартный базисный вектор 𝑒𝑖 выражается через столбцы матрицы 𝐴 по форму-
ле 𝑒𝑖 = ∑ 𝑥𝜈𝑎𝜈. Тогда 𝑎𝑗 − ∑𝑑𝑥𝜈𝑎𝜈 = 0, и вектор 𝑎𝑗 входит в эту линейную комбинацию с
коэффициентом 1 − 𝑑𝑥𝑗, откуда 𝑑𝑥𝑗 = 1.

Упр. 6.6. Векторы 𝑤1, 𝑤2 — это первые два вектора набора 𝒘 = 𝒂𝑅, где матрица 𝑅 = 𝑅1𝑅2𝑅3𝑅4
задаёт совершённые в прим. 6.5 на стр. 113 преобразования столбцов:

𝑅1 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠
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делает четвёртый столбец первым,

𝑅2 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 2 −3 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

прибавляет ко 2-у и 3-у столбцам 1-й, умноженный на 2 и на −3,

𝑅3 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

записывает во 2-й столбец сумму к 3-го и 4-го, а в 3-й столбец — бывший 2-й,

𝑅4 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 −8 −3
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

отнимает из 3-го и 4-го столбцов 2-й, умноженный на 8 и на 3. Вычисляя произведение1, полу-
чаем

𝑅 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 1 0
0 1 −8 −3
0 1 −8 −2
1 −3 26 9

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

откуда 𝑤1 = 𝑎4 и 𝑤2 = 𝑎2 + 𝑎3 − 3𝑎4.
Упр. 6.7. Если 𝑥1𝑤1 = 0 и 𝑥2𝑤2 = 0 для ненулевых 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐾, то 𝑥1𝑥2(𝑤1 ±𝑤2) = 0 и 𝑥1𝑥2 ≠ 0, так

как в 𝐾 нет делителей нуля, и 𝑥1(𝑦𝑤1) = 𝑥2(𝑦𝑤2) = 0 для всех 𝑦 ∈ 𝐾.
Упр. 6.8. Если 𝑝𝑘1𝑤1 = 0 и 𝑝𝑘2𝑤2 = 0, то 𝑝𝑘1+𝑘2(𝑤1 ± 𝑤2) = 0 и 𝑝𝑘1𝑦𝑤1 = 0 для всех 𝑦 ∈ 𝐾.

Равенство 𝑝𝑘1[𝑤] = [0] в 𝑀 ∕Tors𝑝(𝑀) означает, что 𝑝𝑘1𝑤 ∈ Tors𝑝(𝑀), т. е. 𝑝𝑘2𝑝𝑘1𝑤 = 0 для
некоторого 𝑘2 ∈ ℕ, откуда 𝑝𝑘1+𝑘2𝑤 = 0 и 𝑤 ∈ Tors𝑝(𝑀), т. е. [𝑤] = [0]. Если 𝑤 ∈ Tors𝑝(𝑀) −𝑁,
то класс [𝑤] ∈ 𝑀∕𝑁 является ненулевым элементом 𝑝-кручения.

Упр. 6.9. Класс [𝑝𝜈𝑖−𝑘𝑥] ∈ 𝐾 ∕ (𝑝𝜈𝑖) лежит в ker𝜑𝑘𝑖 , поскольку 𝑝𝑘[𝑝𝜈𝑖−𝑘𝑥] = [𝑝𝜈𝑖𝑥] = [0]. Если
𝑥′ = 𝑥 + 𝑝𝑦, то 𝑝𝜈𝑖−𝑘𝑥′ = 𝑝𝜈𝑖−𝑘𝑥 + 𝑝𝜈𝑖−𝑘+1𝑦 и класс [𝑝𝜈𝑖−𝑘+1𝑦] ∈ 𝐾∕(𝑝𝜈𝑖) лежит в ker𝜑𝑘−1

𝑖 ,
так как 𝑝𝑘−1[𝑝𝜈𝑖−𝑘+1𝑦] = [𝑝𝜈𝑖𝑦] = [0]. Линейность отображения очевидна. Оно сюрьективно,
поскольку каждый класс [𝑦] ∈ 𝐾∕(𝑝𝜈𝑖), такой что [𝑝𝑘𝑦] = [0], имеет 𝑦 = 𝑝𝜈𝑖−𝑘𝑥 для некоторого
𝑥 ∈ 𝐾 в силу того, что𝑝𝑘𝑥 делится на𝑝𝜈𝑖 вфакториальномкольце𝐾 еслии только если 𝑥 делится
на 𝑝𝜈𝑖−𝑘. Ядро отображения нулевое по той же причине: если класс [𝑝𝜈𝑖−𝑘𝑥] ∈ 𝐾∕(𝑝𝜈𝑖) лежит в
ker𝜑𝑘−1

𝑖 , то 𝑝𝑘−1𝑝𝜈𝑖−𝑘𝑥 = 𝑝𝜈𝑖−1𝑥 делится на 𝑝𝜈𝑖 , а значит 𝑥 ⫶ 𝑝 и класс [𝑥] ∈ 𝐾∕(𝑝) нулевой.
Упр. 7.1. В ℤ∕(4) есть элемент порядка 4, а в ℤ∕(2) ⊕ ℤ∕(2) такого элемента нет.

Упр. 7.2. Имеется ровно три таких подгруппы. Они порождаются элементами (1, [0]3), (1, [1]3) и
(1, [−1]3).

1Или, что тоже самое, применяя указанные четыре преобразования к единичной матрице 4 × 4.
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Упр. 7.3. Каждая ненулевая собственная подгруппа в ℤ имеет вид (𝑛) = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 ⫶ 𝑛}, где 𝑛 ⩾ 2,
а каждая ненулевая собственная подгруппа в ℤ∕(𝑝𝑚) имеет вид (𝑝𝑘) = {[𝑥] ∈ ℤ∕(𝑝𝑚) | 𝑥 ⫶ 𝑝𝑘},
где 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑚.

Упр. 7.4. Так как любой вектор 𝑏 ∈ 𝐵 представляется в 𝐴 как 𝑏 = 𝑣 + 𝑐 + 𝑢, где 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑐 ∈ , 𝑢 ∈ 𝑈,
выполняется равенство 𝑏 = 𝜋(𝑏) = 𝜋(𝑣+ 𝑐+𝑢) = 𝑣+𝜋(𝑢). Поэтому 𝐵 = 𝑉+𝑊. Если 𝑏 ∈ 𝑉 ∩𝑊,
то 𝑏 = 𝜋(𝑢) для некоторого 𝑢 ∈ 𝑈, и 𝜋(𝑏 − 𝑢) = 𝑏 − 𝜋(𝑢) = 0. Поэтому 𝑏 − 𝑢 ∈ ker𝜋 = 𝐶, что
возможно только при 𝑏 = 𝑢 = 0.

Упр. 7.6. Умножая ℚ-линейную комбинацию векторов на общий знаменатель всех её коэффици-
ентов, получаем ℤ-линейную комбинацию тех же векторов.

Упр. 7.9. Верхней гранью цепи из 𝒮′ является объединение всех модулей цепи.

Упр. 7.10. Пусть 𝑤 = 𝑢 + 𝑣. Тогда 𝑓𝑤 = 𝑓𝑢 + 𝑓𝑣 и 𝑓𝑣 ∈ 𝑉. Поэтому 𝜋(𝑓𝑤) = 𝑓𝑢 = 𝑓𝜋(𝑤).
Упр. 7.11. Пусть 𝑆 ⊂ 𝑊 прост и 𝜋(𝑆) ≠ 0. Для любого 𝐾-подмодуля𝑀 ⊂ 𝜋(𝑆) пересечение

𝑆 ∩ 𝜋−1(𝑀) = {𝑠 ∈ 𝑆 | 𝜋(𝑠) ∈ 𝑀}

является 𝐾-подмодулем в 𝑆: если 𝜋(𝑠) ∈ 𝑀, то 𝜋(𝑓𝑠) = 𝑓𝜋(𝑠) ∈ 𝑀 для всех 𝑓 ∈ 𝐾 и 𝑠 ∈ 𝑆. Так как
в 𝑆 нет нетривиальных собственных подмодулей, их нет и в 𝜋(𝑆).

Упр. 7.12. Верхней гранью цепи из 𝒮 является объединение или, что то же самое, прямая сумма
всех модулей цепи.

Упр. 7.13. Воспользуйтесь рассуждением, которое использовалось при доказательстве имплика-
ции (3) ⇒ (1) в предл. 7.1 на стр. 122.

Упр. 8.1. max 𝓁(𝑔) = 𝑛(𝑛 − 1)/2 достигается на единственной перестановке (𝑛, 𝑛 − 1, … , 1).
Упр. 8.2. Индукция по 𝑛. Каждая перестановка 𝑔 = (𝑔1, … ,𝑔𝑛) является композицией 𝑔 = 𝜎 ∘ 𝑔′

транспозиции 𝜎, переставляющей между собою элементы 𝑛 и 𝑔𝑛, и перестановки 𝑔′ = 𝜎 ∘ 𝑔,
оставляющей элемент 𝑛 на месте. По индукции, 𝑔′ раскладывается в композицию транспози-
ций, не затрагивающих элемент 𝑛.

Упр. 8.3. Когда все точки пересечения двойные и трансверсальные, две нити, идущие из 𝑖 и из 𝑗
пересекаются между собою нечётное число раз, если пара (𝑖, 𝑗) инверсна, и чётное, если не ин-
версна1. Для тасующей перестановки (𝑖1, … , 𝑖𝑘, 𝑗1, … , 𝑗𝑚) нити, выходящие из 𝑖1, … , 𝑖𝑘 верх-
ней строки не пересекаются между собою и пересекают, соответственно, 𝑖1 −1, 𝑖2 −2, … , 𝑖𝑘 −𝑘
начинающихся левее нитей, выходящих из 𝑗-точек верхней строки, причём все эти нити не пе-
ресекаются между собою.

Упр. 8.4. Если 𝑔 является композицией транспозиций 𝜎𝑘𝜎𝑘−1 …𝜎1, то 𝑔−1 = 𝜎1 …𝜎𝑘 является
произведением тех же транспозиций в противоположном порядке.

Упр. 8.6. При чётном 𝑛 центр алгебры 𝐾 ⟨𝜉1, … , 𝜉𝑛⟩ линейно порождается мономами чётных сте-
пеней, принечётном𝑛—мономамичётных степенейи старшиммономом 𝜉1∧…∧𝜉𝑛, имеющим
в этом случае нечётную степень.

Упр. 8.8. Беря определители в равенстве 𝐶 ⋅ 𝐶−1 = 𝐸, получаем det(𝐶) ⋅ det(𝐶−1) = det𝐸 = 1.
Упр. 8.9. Это следует из равенств det𝐴 = det𝐴𝑡 и (𝐴𝐵)𝑡 = 𝐵𝑡𝐴𝑡.

1На самом деле картинку всегда можно нарисовать так, чтобы количества точек пересечения в этих
двух случаях равнялись 1 и 0 соответственно
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Упр. 8.10. Если все 𝐴𝑖𝑗 = 0, положим 𝐴 = 0, если, скажем, 𝐴12 ≠ 0, положим

𝐴 = (
1 0 −𝐴23∕𝐴12 −𝐴24∕𝐴12
0 𝐴12 𝐴13 𝐴14 ) .

Обратите внимание, что равенство

𝐴34 = det(
−𝐴23∕𝐴12 −𝐴24∕𝐴12

𝐴13 𝐴14 )

эквивалентно соотношению Плюккера из форм. (8-20) на стр. 137.

Упр. 8.11. Если стоящие в левых частях уравнений (8-25) линейные формы

𝛼𝑖 = (𝑎𝑖,0, 𝑎𝑖,1, … , 𝑎𝑖,𝑛) ∈ 𝕜𝑛+1∗

линейно независимы, то по лемме о замене1 ими можно заменить подходящие 𝑛 ковекторов
стандартного базиса в 𝕜𝑛+1∗

. Пусть это будут последние 𝑛 базисных ковекторов. Коль скоро
ковектор (1, 0, … , 0) и ковекторы 𝛼1, … ,𝛼𝑛 образуют базис, определитель, составленный из
строк их координат, отличен от нуля. Раскладывая его по строке (1, 0, … , 0), видим, что он ра-
вен 𝐴0, откуда 𝐴0 ≠ 0. Если же строки матрицы 𝐴 линейно зависимы, то все 𝐴𝑖 = 0.

Упр. 8.12. Это вытекает из прим. 8.6 на стр. 137. Полагая в форм. (8-21) на стр. 137 𝑥 = 1, 𝑦 = 𝑡 и
𝐵 = 𝐸, получаем разложение

det(𝑡𝐸 + 𝐴) = 𝑡𝑛 +
𝑛

∑
𝑚=1

𝑡𝑛−𝑚
∑#𝐼=𝑚 𝑎𝐼𝐼 =

= 𝑡𝑛 + 𝑡𝑛−1
∑𝑖 𝑎𝑖𝑖 + 𝑡𝑛−1

∑𝑖<𝑗(𝑎𝑖𝑖𝑎𝑗𝑗 − 𝑎𝑖𝑗𝑎𝑗𝑖) + … + 𝑡∑𝑖 𝑎𝑖𝑖 + det𝐴 ,

где коэффициент при 𝑡𝑛−𝑘 равен сумме определителей всех 𝑘 × 𝑘 подматриц в 𝐴 с главной диа-
гональю, содержащейся в главной диагонали матрицы 𝐴.

Упр. 8.13. 𝑓(𝐶)𝑔(𝐶) = ∑𝑚+𝑛
𝑘=0 ∑𝑖+𝑗=𝑘 𝐶𝑖𝐴𝑖𝐶𝑗𝐵𝑗 = ∑𝑚+𝑛

𝑘=0 ∑𝑖+𝑗=𝑘 𝐶𝑖+𝑗𝐴𝑖𝐵𝑗 = ∑𝑚+𝑛
𝑘=0 𝐶𝑘 ∑𝑖+𝑗=𝑘 𝐴𝑖𝐵𝑗 =

= ∑𝑚+𝑛
𝑘=0 𝐶𝑘𝐻𝑘 = ℎ(𝐶).

Упр. 8.14. Если 𝑓 = ℎ𝜑, 𝑔 = ℎ𝜓, где deg ℎ > 0, то deg𝜑 < 𝑛, deg𝜓 < 𝑚 и 𝑓𝜓 − 𝑔𝜑 = 0. Если же 𝑓
и 𝑔 взаимно просты, то из равенства 𝑓ℎ1 = −𝑔ℎ2 вытекает, что 𝑔 ∣ ℎ1, а 𝑓 ∣ ℎ2, что невозможно
для ненулевых ℎ1, ℎ2 с deg ℎ1 < 𝑚 и deg ℎ2 < 𝑛.

Упр. 9.1. Если отождествитьℝ[𝑡]∕(𝑡2+1) с полемℂ, отправив классы [1]и [𝑡] в1и 𝑖 соответственно,
умножение на класс [𝑡] превратится в умножение на 𝑖, т. е. в поворот на угол 𝜋∕2, который не
переводит никакое одномерное векторное подпространство в себя.

Упр. 9.2. Пусть 𝕜[𝑡]∕(𝑡𝑛) = 𝑈 ⊕ 𝑊, где 𝑈 и𝑊 переводятся в себя умножением на [𝑡]. Оба этих
подпространства не могут целиком содержаться в образе оператора умножения на [𝑡], так как
иначе их сумма тоже бы в нём содержалась. Поэтому в одном из них, пусть это будет𝑈, имеется
класс [𝑔] многочлена 𝑔 с ненулевым свободным членом. Тогда классы [𝑡𝑛−1𝑔], … , [𝑡𝑔], [𝑔] ∈ 𝑈
выражаются через базис [1], [𝑡], … , [𝑡𝑛−1] пространства 𝕜[𝑡]∕(𝑡𝑛) при помощи верхнетреуголь-
ной матрицы, на диагонаи которой всюду стоит ненулевой свободный член многочлена 𝑔. Сле-
довательно, эти классы тоже образуют базис в 𝕜[𝑡]∕(𝑡𝑛), и значит, содержащее их подпростран-
ство 𝑈 совпадает со всем пространством 𝕜[𝑡]∕(𝑡𝑛).

1См. лемму 4.2 на стр. 48 лекции http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_04.pdf.

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_04.pdf
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Упр. 9.3. Разложите каждое пространство (𝐹|𝑈𝑖
,𝑈𝑖) по форм. (9-1) на стр. 144. В силу единствен-

ности такого разложения прямая сумма полученных разложений является разложением исход-
ного пространства (𝐹,𝑉).

Упр. 9.4. Коэффициенты 𝑔𝑖 ∈ 𝕜𝑛 неполного частного 𝑔(𝑡) от деления ℎ(𝑡) на 𝑡𝐸 − 𝐴 вычисляются
рекурсивно по формулам 𝑔𝑚−1 = ℎ𝑚, 𝑔𝑖−1 = ℎ𝑖 + 𝐴𝑔𝑖 при 𝑖 ⩽ 𝑚 − 1. Остаток 𝑟 = ℎ(𝑡) − (𝑡𝐸 −
𝐴)𝑔(𝑡) ∈ 𝕜𝑛 не зависит от 𝑡. Подставляя 𝑡 = 𝐴, что законно, ибо 𝐴 коммутирует1, заключаем,
что 𝑟 = ℎ(𝐴).

Упр. 9.5. det(𝑡𝐸−𝐶−1𝐴𝐶) = det(𝑡𝐶−1𝐸𝐶−𝐶−1𝐴𝐶) = det(𝐶−1(𝑡𝐸−𝐴)𝐶) = det𝐶−1⋅det(𝑡𝐸−𝐴)⋅det𝐶 =
= det(𝑡𝐸 − 𝐴).

Упр. 9.6. Пусть 𝑓 = 𝑡𝑛 +𝑎1𝑡𝑛−1 + … +𝑎𝑛. Напишите матрицу 𝐹 оператора умножения на класс [𝑡]
в факторкольце 𝕜[𝑥]∕(𝑓) в базисе [𝑡𝑛−1], [𝑡𝑛−2], … , [𝑡], [1] и разложите det(𝑡𝐸 − 𝐹) по первому
столбцу.

Упр. 9.7. Пусть 𝑓(𝑡) = 𝜇𝑣,𝐹(𝑡)𝑔(𝑡) + 𝑟(𝑡), где либо 𝑟 = 0, либо deg 𝑟 < deg 𝜇𝑣,𝐹. Если 𝑓(𝐹) = 0, то
𝑟(𝐹)𝑣 = 0, что невозможно для ненулевого 𝑟 с deg 𝑟 < deg 𝜇𝑣,𝐹 по определениюмногочлена 𝜇𝑣,𝐹.
Поэтому 𝑟 = 0.

Упр. 9.8. Если оператор 𝑞(𝐹) аннулирует все векторы из какого-нибудь линейного порождающе-
го 𝑉 множества, то он аннулирует любой вектор из 𝑉.

Упр. 9.12. Так как любой вектор ℎ ∈ 𝐻 представляется в 𝑉 как ℎ = 𝑢 + 𝑞 + 𝑟 с 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑞 ∈ 𝑄, 𝑟 ∈ 𝑅,
в 𝑈 выполняется равенство ℎ = 𝜋(ℎ) = 𝜋(𝑢) + 𝜋(𝑟) , в котором 𝜋(𝑢) = 𝑢 ∈ 𝑈 и 𝜋(𝑟) ∈ 𝑊, т. е.
𝑈+𝑊 = 𝐻. Если 𝑢 ∈ 𝑈∩𝑊, то 𝑢 = 𝜋(𝑟) для некоторого 𝑟 ∈ 𝑅, и𝜋(𝑢−𝑟) = 𝜋(𝑢)−𝜋(𝑟) = 𝑢−𝑢 = 0,
откуда 𝑢 − 𝑟 ∈ ker𝜋 = 𝑄, что возможно только при 𝑢 = 𝑟 = 0. Поэтому 𝑈 ∩ 𝑊 = 0.

Упр. 9.13. Если 𝜆 ∈ Spec𝐹 и 𝑔(𝜆) ≠ 0, то 𝑔(𝐹) действует на ненулевом собственном подпростран-
стве 𝑉𝜆 умножением на ненулевое число 𝑔(𝜆). Тем самым, 𝑔(𝐹) ≠ 0 .

Упр. 9.14. Над алгебраически замкнутым полем всякий многочлен имеющий только один корень
0 равен 𝑡𝑚. Поэтому 𝜒𝐹(𝑡) = 𝑡𝑚 и по теореме Гамильтона –Кэли 𝐹𝑚 = 0.

Упр. 9.17. Разложение характеристического многочлена оператора 𝐹 в виде произведения степе-
ней попарно разных линейных форм 𝜒𝐹(𝑡) = ∏

𝜆∈Spec𝐹
(𝑡 − 𝜆)𝑁𝜆 удовлетворяет условиям теор. 9.3

с 𝑞𝑖 = (𝑡 − 𝜆)𝑁𝜆 , а корневые подпространства 𝐾𝜆 = ker(𝜆 Id − 𝐹)𝑁𝜆 .

Упр. 9.18. Над полем ℂ можно применить предл. 9.5. Над произвольным полем 𝕜 оператор 𝐹 с
матрицей 𝐽𝑛(𝜆) имеет вид 𝜆Id + 𝑁, где 𝑁𝑛 = 0, но 𝑁𝑛−1 ≠ 0. Обратный оператор

𝐹−1 = (𝜆Id + 𝑁)−1 = 𝜆−1(Id + 𝑁∕𝜆)−1 = 𝜆−1 − 𝜆−2𝑁 + 𝜆−3𝑁2 − … + (−1)𝑛−1𝜆−𝑛𝑁𝑛−1

имеет вид 𝜆−1Id + 𝑀, где оператор 𝑀 = −𝜆−2𝑁(1 − 𝜆−1𝑁 + …) тоже имеет 𝑀𝑛 = 0, а 𝑀𝑛−1 =
𝜆2(1−𝑛)𝑁𝑛−1 ≠ 0. Таким образом, ЖНФ оператора 𝐹−1 это одна клетка 𝐽𝑛 (𝜆−1).

Упр. 9.20. В 𝕜⟦𝑥⟧ квадрат ряда √1 + 𝑥 равен 1 + 𝑥, а коэффициенты при 𝑥𝑘 для 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛 у

квадрата ряда √1 + 𝑥 такие же, как и у квадрата многочлена из условия.

Упр. 9.21. Если 𝑎𝑛 = 0, 𝑏𝑚 = 0 и 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎, то (𝑎 − 𝑏)𝑚+𝑛−1 = 0 по формуле Ньютона.

Упр. 10.1. Если 𝑓𝑔 = 𝑒 и 𝑔ℎ = 𝑒, то 𝑓 = 𝑓𝑒 = 𝑓(𝑔ℎ) = (𝑓𝑔)ℎ = 𝑒ℎ = ℎ.
Упр. 10.2. Для двух единичных элементов 𝑒′ и 𝑒″ выполнены равенства 𝑒′ = 𝑒′𝑒″ = 𝑒″.

1См. упр. 8.13 на стр. 140.
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Упр. 10.4. Ответ: либо 𝑟 = 1 и Tors(𝐺) = 0 (т. е. 𝐺 ≃ ℤ), либо 𝑟 = 0 (т. е. 𝐺 конечна) и каждое
простое число 𝑝 ∈ ℕ присутствует в каноническом разложении

𝐺 = ℤ
(𝑝𝑛11 )

⊕ … ⊕ ℤ
(𝑝𝑛𝛼𝛼 )

не более одного раза. Доказательство аналогично доказательству предл. 9.2 на стр. 156.

Упр. 10.5. Пусть 𝑘 = 𝑑𝑟,𝑚 = ord(𝜏) = 𝑑𝑠, где нод(𝑟, 𝑠) = 1. Если 𝑑 > 1, то 𝜏𝑑 является произведе-
нием 𝑑 независимых циклов длины 𝑠, и 𝜏𝑘 = (𝜏𝑑)

𝑟
будет произведением 𝑠-тых степеней этих

циклов. Остаётся показать, что когда ord(𝜏) = 𝑚 взаимно прост с 𝑘, то 𝜏𝑘 тоже цикл длины𝑚.
Если для какого-то элемента 𝑎 цикла 𝜏 выполняется равенство (𝜏𝑘)

𝑟 (𝑎) = 𝑎, то 𝑘𝑟 делится на
𝑚, что при нод(𝑘,𝑚) = 1 возможно только когда 𝑟 делится на 𝑚. Поэтому 𝑟 ⩾ 𝑚, т. е. длина
содержащего 𝑎 цикла перестановки 𝜏𝑘 не меньше𝑚.

Упр. 10.6. Ответ: 𝑛(𝑛 − 1) … (𝑛 − 𝑘 + 1)∕𝑘 (в числителе дроби 𝑘 сомножителей).

Упр. 10.7. Непересекающиеся циклы очевидно коммутируют. Если коммутирующие циклы 𝜏1 и
𝜏2 пересекаются по элементу 𝑎, то 𝜏1(𝑎) является элементом цикла 𝜏2, поскольку в противном
случае 𝜏2𝜏1(𝑎) = 𝜏1(𝑎), а 𝜏1𝜏2(𝑎) ≠ 𝜏1(𝑎), так как 𝜏2(𝑎) ≠ 𝑎. По той же причине 𝜏2(𝑎) является
элементом цикла 𝜏1, и значит, оба цикла состоят из одних и тех же элементов. Пусть 𝜏1(𝑎) =
𝜏𝑠2(𝑎). Любой элемент 𝑏, на который оба цикла реально действуют имеет вид 𝑏 = 𝜏𝑟2(𝑎), и цикл
𝜏1 действует на него как 𝜏𝑠2:

𝜏1(𝑏) = 𝜏1𝜏𝑟2(𝑎) = 𝜏𝑟2𝜏1(𝑎) = 𝜏𝑟2𝜏𝑠2(𝑎) = 𝜏𝑠2𝜏𝑟2(𝑎) = 𝜏𝑠2(𝑏) .

Второе утверждение следует из упр. 10.5.

Упр. 10.8. Ответ: 𝑛!∕∏𝑛
𝑖=1 𝑖𝑚𝑖𝑚𝑖! (ср. с форм. (0-11) на стр. 10). Решение: сопоставим каждому

заполнению диаграммы циклов 𝜆 неповторяющимися числами от 1 до 𝑛 произведение незави-
симых циклов, циклически переставляющих элементы каждой строки слева направо; получаем
сюрьективное отображение множества заполнений на множество всех перестановок циклово-
го типа 𝜆; прообраз каждой перестановки состоит из ∏𝑛

𝑖=1 𝑖𝑚𝑖𝑚𝑖! заполнений, получающихся
друг из друга независимыми циклическими перестановками элементов в каждой строке и про-
извольными перестановками строк одинаковой длины между собою как единого целого.

Упр. 10.9. |1, 6, 3, 4⟩15 ⋅ |2, 5, 8⟩15 ⋅ |7, 9⟩15 = |1, 6, 3, 4⟩−1 ⋅ |7, 9⟩ = (4, 2, 6, 3, 5, 1, 9, 8, 7)
Упр. 10.14. Ответ: |1, 2, 3, 4⟩ = 𝜎12𝜎23𝜎34, |1, 2, 4, 3⟩ = 𝜎12𝜎24𝜎34, |1, 3, 2, 4⟩ = 𝜎13𝜎23𝜎24, |1, 3, 4, 2⟩ =
𝜎13𝜎34𝜎24, |1, 4, 2, 3⟩ = 𝜎24𝜎23𝜎13, |1, 4, 3, 2⟩ = 𝜎34𝜎23𝜎12.

Упр. 10.15. Подсчёт для группы куба дословно тот же, что и для группы додекаэдра. Группы октаэд-
ра и икосаэдра изоморфны группам куба и додекадра с вершинами в центрах граней октаэдра
и икосаэдра соответственно.

Упр. 10.17. Зафиксируем в 𝑉 какой-либо базис и сопоставим оператору 𝐹 ∈ GL(𝑉) базис, состоя-
щий из векторов 𝑓𝑖 = 𝐹(𝑒𝑖). Для выбора первого базисного вектора 𝑓1 имеется |𝑉| − 1 = 𝑞𝑛 − 1
возможностей, для выбора второго— |𝑉|−|𝕜⋅𝑓1| = 𝑞𝑛−𝑞 возможностей, для выбора третьего—
|𝑉| − |𝕜 ⋅ 𝑓1 ⊕ 𝕜 ⋅ 𝑓2| = 𝑞𝑛 − 𝑞2 возможностей и т. д.

Упр. 10.18. Подсказка: центральная симметрия коммутирует со всеми элементами полной группы
додекаэдра; покажите, что единственная перестановка в 𝑆5, коммутирующая со всеми переста-
новками из 𝑆5 — это тождественное преобразование.
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Упр. 10.23. Проиллюстрируем рассуждение на примере икосаэдра. И собственная и полная груп-
пы транзитивно действуют на 20 его треугольных гранях. Стабилизатор грани в собственной
и полной группах представляет собой собственную и полную группу треугольника на плоско-
сти, состоящую, соответственно из 3 и из 6 преобразований. По формуле для длины орбиты
получаем | SOико | = 20 ⋅ 3 = 60 и |Oико | = 20 ⋅ 6 = 120.

Упр. 10.25. Равенство ℎ1𝑔1 = ℎ2𝑔2 влечёт равенства 𝑔2𝑔−1
1 = ℎ−1

2 ℎ1 ∈ 𝐻 и 𝑔1𝑔−1
2 = ℎ−1

1 ℎ2 ∈ 𝐻. С
другой стороны, если один из обратных друг другу элементов 𝑔−1

1 𝑔2 и 𝑔−1
2 𝑔1 лежит в 𝐻, то в 𝐻

лежит и второй, и 𝐻𝑔1 = 𝐻(𝑔2𝑔−1
1 )𝑔2 = 𝐻𝑔2.

Упр. 10.26. 𝜑 ∘ Ad𝑔 ∘𝜑−1 ∶ ℎ ↦ 𝜑(𝑔𝜑−1(ℎ)𝑔−1) = 𝜑(𝑔) ℎ 𝜑(𝑔)−1.

Упр. 10.27. Для любой точки 𝑥 ∈ ℝ𝑛 положим 𝑝 = 𝜑−1(𝑥). Так как 𝜑∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑛 аффинно, 𝜑(𝑝 +
𝑣) = 𝑥 + 𝐷𝜑(𝑣). Поэтому 𝜑 ∘ 𝜏𝑣 ∘ 𝜑−1 ∶ 𝑥 ↦ 𝜑(𝑝 + 𝑣) = 𝑥 + 𝐷𝜑(𝑣).

Упр. 10.29. Если 𝜑(𝑥) ∈ 𝑁2, то 𝜑(𝑔𝑥𝑔−1) = 𝜑(𝑔)𝜑(𝑥)𝜑(𝑔)−1 ∈ 𝑁2 в силу нормальности 𝑁2 ◁ 𝐺2.
Поэтому 𝑁1 = 𝜑−1(𝑁2) ◁ 𝐺1. Композиция сюрьективных гомоморфизмов 𝐺1 ↠ 𝐺2 ↠ 𝐺2/𝑁2
является сюрьективным гомоморфизмом с ядром 𝑁1.

Упр. 10.30. Поскольку 𝑆𝑛 порождается транспозициями, подгруппа𝐴𝑛 порождается парами транс-
позиций. Но |𝑖𝑗⟩|𝑗𝑘⟩ = |𝑖𝑗𝑘⟩ и |𝑖𝑗⟩|𝑘𝓁⟩ = |𝑖𝑗𝑘⟩|𝑗𝑘𝓁⟩ при различных 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝓁.

Упр. 10.31. Воспользуйтесь равенством |𝑖𝑗⟩|𝑗𝑘⟩ = |𝑖𝑗⟩|𝓁𝑚⟩|𝑗𝑘⟩|𝓁𝑚⟩ для различных 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝓁,𝑚.

Упр. 10.32. Первый изоморфизм задаётся действием группы SL2(𝔽2) ≃ GL2(𝔽2) на трёх ненулевых
векторах координатной плоскости 𝔽22, второй—действием группы PSL2(𝔽3) ≝ SL2(𝔽3)/{±𝐸} на
четырёх одномерных векторных подпространствах в𝔽23 или, что тоже самое, действием дробно
линейных преобразований 𝑡 ↦ (𝑎𝑡+𝑏)∕(𝑐𝑡+𝑑), где 𝑎, 𝑏, 𝑐,𝑑 ∈ 𝔽3 и 𝑎𝑑 ≠ 𝑏𝑐, на четырёх точках
проективной прямой ℙ1(𝔽3) = {−1, 0, 1, ∞}.

Упр. 10.34. Так как SL2(𝔽2) = GL2(𝔽2) = 𝑆3, коммутант SL′
2 = {𝐸,𝑇,𝑇2} ≃ 𝐴3, где

𝑇 = (
0 1
1 1) и 𝑇2 = 𝑇−1 = (

1 1
1 0)

циклически переставляютненулевые векторы (1, 0), (0, 1), (1, 1) пространства𝔽22. Прифактори-
зации SL2(𝔽3) ↠ PSL2(𝔽3) ≃ 𝐴4 по подгруппе {±𝐸} ⊂ SL2(𝔽3) коммутант SL′

2(𝔽3) сюрьективно
отображается на группу Клейна 𝑉4 = 𝐴′

4, состоящую независимых транспозиций двух пар точек
проективной прямой ℙ1(𝔽3) = {(1 ∶ 0), (0 ∶ 1), (1 ∶ 1), (1 ∶ −1)}, которые задаются следующи-
ми матрицами из SL2(𝔽3) с точностью до знака

𝐼 = (
0 −1
1 0 ) , 𝐽 = (

1 1
1 −1) , 𝐾 = (

−1 1
1 1) .

Убедитесь, что 𝐼2 = 𝐽2 = 𝐾2 = −𝐸 и 𝐼𝐽 = −𝐽𝐼 = 𝐾, 𝐽𝐾 = −𝐾𝐽 = 𝐼, 𝐾𝐼 = −𝐼𝐾 = 𝐽. Таким об-
разом, при любом выборе знаков у трёх матриц ±𝐼, ±𝐽, ±𝐾 эти три матрицы порождают группу
кватернионных единиц 𝑄8 ≝ {±𝐸, ±𝐼, ±𝐽, ±𝐾} порядка 8, и SL2(𝔽3)′ = 𝑄8.

Упр. 11.1. Пусть 𝑔 ∈ 𝐴𝑛, ℎ ∈ 𝑆𝑛 −𝐴𝑛. Всякая перестановка, сопряжённая 𝑔 в 𝑆𝑛, сопряжена в 𝐴𝑛
либо 𝑔, либо Adℎ 𝑔. Равенство Ad𝑝 𝑔 = Adℎ 𝑔 равносильно равенству Ad𝑝−1ℎ 𝑔 = 𝑔. Поэто-
му существование чётной перестановки 𝑝 удовлетворяющей первому равенству равносильно
существованию нечётной перестановки 𝑝−1ℎ, коммутирующей с 𝑔, т. е. класс сопряжённости
перестановки 𝑔 в 𝑆𝑛 не распадается на два класса сопряжённости в 𝐴𝑛 если и только если цен-
трализатор 𝑍(𝑔) содержит нечётную перестановку. Когда в цикловом типе 𝑔 есть строка чётной
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длины или две строки одинаковой нечётной длины, то такая перестановка есть, а если 𝑔 явля-
ется произведением попарно разных циклов нечётной длины, то — нет.

Упр. 11.2. Правая часть равенства |𝐻| = 12𝜀1 + 12𝜀2 + 20𝜀3 + 15𝜀4 + 1, приведённая по модулям
3, 4 и 5, равна, соответственно, 1− 𝜀3, 1− 𝜀4 и 1+ 2(𝜀1 + 𝜀2). Она может делиться на 3 или на 4
только если 𝜀3 = 1 или 𝜀4 = 1. В обоих случаях |𝐻| ⩾ 16, так что |𝐻| не может быть ни 3, ни 4,
ни 3 ⋅4, ни 3 ⋅5. Если |𝐻| делится на 5, то 𝜀1 = 𝜀2 = 1 и |𝐻| ⩾ 25, так что |𝐻| не может быть ни 5,
ни 4 ⋅ 5. Остаются ровно две возможности: |𝐻| = 1 и |𝐻| = 3 ⋅ 4 ⋅ 5.

Упр. 11.3. Чтобы перевести одномерные подпространства, порождённые непропорциональными
векторами 𝑒1, 𝑒2, в одномерные подпространства, порождённые непропорциональными векто-
рами 𝑣1, 𝑣2, дополним эти пары векторов до базисов 𝒆 = (𝑒1, … , 𝑒𝑛) и 𝒗 = (𝑣1, … , 𝑣𝑛). Матрица
перехода 𝐶𝒆𝒆 имеет ненулевой определитель 𝛿. Умножая её первый столбец на 𝛿−1 получаем
матрицу 𝐹 ∈ SL𝑛. Оператор 𝑥 ↦ 𝐹𝑥 переводит 𝑒1 в 𝛿−1𝑣1, а 𝑒2 в 𝑣2.

Упр. 11.4. Пусть 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑚. Класс [𝑘] ∈ ℤ∕(𝑚) удовлетворяет уравнению 𝑛[𝑘] = 0 если и только
если𝑚 ∣ 𝑘𝑛. Полагая𝑚 = 𝜇 нод(𝑚, 𝑛), 𝑛 = 𝜈 нод(𝑚, 𝑛), где нод(𝜇, 𝜈) = 1, заключаем, что𝑚 ∣ 𝑘𝑛
если и только если 𝜇 ∣ 𝑘, откуда 𝑘 = 𝑖𝜇, где 𝑖 = 1, … , нод(𝑚, 𝑛).

Упр. 11.7. 𝑎1𝑛1𝑎2𝑛2𝑛−1
1 𝑎−1

1 𝑛−1
2 𝑎−1

2 = (𝑎1𝑛1𝑎−1
1 )(𝑎1𝑎2𝑛2𝑛−1

1 𝑎−1
1 𝑎−1

2 )(𝑎2𝑛−1
2 𝑎−1

2 ). Так как 𝑁 нормаль-
на, а 𝐴 абелева, заключённые в скобки слагаемые лежат в 𝑁.

Упр. 11.8. При эпиморфизме 𝑆4 на группу треугольника из прим. 10.9 подгруппа чётных переста-
новок 𝐴4 ⊂ 𝑆4 переходит в группу вращений треугольника.

Упр. 11.9. Не вполне очевидно, разве что последнее равенство

(𝑄𝑘 ∩ 𝑃𝑖) ∩ ((𝑄𝑘+1 ∩ 𝑃𝑖)𝑃𝑖+1) = (𝑄𝑘+1 ∩ 𝑃𝑖)(𝑄𝑘 ∩ 𝑃𝑖+1) .

Левая часть содержит правую, поскольку 𝑄𝑘+1𝑄𝑘 ⊂ 𝑄𝑘 и 𝑃𝑖𝑃𝑖+1 ⊂ 𝑃𝑖. Правая часть содержит
левую, так как если элемент 𝑐 ∈ 𝑄𝑘 ∩ 𝑃𝑖 имеет вид 𝑐 = 𝑎𝑏, где 𝑎 ∈ 𝑄𝑘+1 ∩ 𝑃𝑖, 𝑏 ∈ 𝑃𝑖+1, то
𝑏 = 𝑎−1𝑐 лежит в 𝑄𝑘, а значит, и в 𝑄𝑘 ∩ 𝑃𝑖+1.

Упр. 11.10. ℤ∕(𝑝𝑛) ⊋ 𝐴1 ⊋ … ⊋ 𝐴𝑛−1 ⊋ 0, где 𝐴𝑘 = {[𝑧𝑝𝑘−1] ∈ ℤ∕(𝑝𝑛) | 𝑧 ∈ ℤ}.
Упр. 11.11. Проверка ассоциативности:

((𝑥1, ℎ1) ⋅ (𝑥2, ℎ2)) ⋅ (𝑥3, ℎ3) = (𝑥1𝜓ℎ1(𝑥2) , ℎ1ℎ2) ⋅ (𝑥3, ℎ3) = (𝑥1𝜓ℎ1(𝑥2)𝜓ℎ1ℎ2(𝑥3) , ℎ1ℎ2ℎ3)
(𝑥1, ℎ1) ⋅ ((𝑥2, ℎ2) ⋅ (𝑥3, ℎ3)) = (𝑥1, ℎ1) ⋅ (𝑥2𝜓ℎ2(𝑥3) , ℎ2ℎ3) = (𝑥1𝜓ℎ1(𝑥2𝜓ℎ2(𝑥3)) , ℎ1ℎ2ℎ3) .

Но 𝜓ℎ1(𝑥2𝜓ℎ2(𝑥3)) = 𝜓ℎ1(𝑥2)𝜓ℎ1 ∘ 𝜓ℎ2(𝑥3) = 𝜓ℎ1(𝑥2)𝜓ℎ1ℎ2(𝑥3). Существование единицы:

(𝑥, ℎ) ⋅ (𝑒, 𝑒) = (𝑥,𝜓ℎ(𝑒), ℎ𝑒) = (𝑥, ℎ) ,

поскольку 𝜓ℎ(𝑒) = 𝑒 в силу того, что 𝜓ℎ гомоморфизм. Существование обратного:

(𝜓−1
ℎ (𝑥−1) , ℎ−1) ⋅ (𝑥, ℎ) = (𝜓−1

ℎ (𝑥−1)𝜓−1
ℎ (𝑥−1) , ℎ−1ℎ) = (𝑒, 𝑒) .

Упр. 11.12. Так как 𝜓∶ 𝐻 → Aut𝑁— гомоморфизм, 𝜓𝑒 = Id𝑁 и

(𝑥1, 𝑒) ⋅ (𝑥2, 𝑒) = (𝑥1𝜓𝑒(𝑥2), 𝑒) = (𝑥1𝑥2, 𝑒) ,

т. е. элементы (𝑥, 𝑒) образуют подгруппу, изоморфную 𝑁. Она нормальна, поскольку

(𝑦, ℎ) ⋅ (𝑥, 𝑒) ⋅ (𝜓−1
ℎ (𝑦−1), ℎ−1) = (𝑦𝜓ℎ(𝑥), ℎ) ⋅ (𝜓−1

ℎ (𝑦−1), ℎ−1) = (𝑦𝜓ℎ(𝑥)𝑦−1, 𝑒) .
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Элементы (𝑒, ℎ) очевидно образуют дополнительную подгруппу, изоморфную 𝐻, и

Ad(𝑒,ℎ)(𝑥, 𝑒) = (𝜓ℎ(𝑥), 𝑒) .

Упр. 11.15. Пусть центр 𝑍(𝐺) = 𝐶. Если |𝐶| = 𝑝, то 𝐶 ≃ ℤ∕ (𝑝) ≃ 𝐺 ∕𝐶. Пусть 𝑎 ∈ 𝐶 — образу-
ющая центра, а 𝑏 ∈ 𝐺 — такой элемент, что смежный класс 𝑏𝐶 является образующей в 𝐺∕𝐶.
Тогда любой элемент группы имеет вид 𝑏𝑘𝑎𝑚. Так как 𝑎 централен, любые два таких элемента
коммутируют.

Упр. 11.16. Аддитивные автоморфизмы группы ℤ∕(𝑝) суть линейные автоморфизмы одномерного
векторного пространства над полем 𝔽𝑝. Они образуют группу GL1(𝔽𝑝) ≃ 𝔽×

𝑝 ненулевых элемен-
тов поля 𝔽𝑝 по умножению. Как и всякая конечная мультипликативная подгруппа поля, она
циклическая1.

Упр. 12.1. Первое очевидно, второе вытекает из того, что при вставке фрагмента 𝑥𝜀𝑥−𝜀 в произ-
вольное слово 𝑤 получится такое слово, в котором сокращение любого фрагмента вида 𝑦𝜀𝑦−𝜀

приведёт либо обратно2 к слову 𝑤, либо к слову, получающемуся из 𝑤 сначала сокращением
того же самого фрагмента 𝑦𝜀𝑦−𝜀, а уже затем вставкой 𝑥𝜀𝑥−𝜀 в то же самое место, что и в 𝑤.

Упр. 12.2. Отобразите 𝑛 ∈ ℕ в 𝑥𝑛𝑦𝑥𝑛 ∈ 𝐹2 и воспользуйтесь предл. 12.1 на стр. 199.

Упр. 12.3. Поскольку отображение 𝐹∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑛 биективно, достаточно убедиться, что отображе-
ния 𝜎𝐹(𝜋) и 𝐹 ∘ 𝜎𝜋 ∘ 𝐹−1 одинаково действуют на точку вида 𝐹(𝑝) с произвольным 𝑝 ∈ ℝ𝑛.

Упр. 12.4. Обозначим через 𝑣𝑖 вектор, идущий из центра симплекса 𝛥 в вершину 𝑖. Вектор 𝑛𝑖𝑗 =
𝑣𝑖 − 𝑣𝑗 ортогонален гиперплоскости 𝜋𝑖𝑗, поскольку для любого 𝑘 ≠ 𝑖, 𝑗 скалярное произведение
(𝑛𝑖𝑗, 𝑣𝑘 − (𝑣𝑖 + 𝑣𝑗)∕2) = (𝑣𝑖, 𝑣𝑘) − (𝑣𝑗, 𝑣𝑘) + (𝑣𝑖, 𝑣𝑖)∕2 − (𝑣𝑗, 𝑣𝑗)∕2 = 0, т. к. все произведения
(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) с 𝑖 ≠ 𝑗 и все скалярные квадраты (𝑣𝑖, 𝑣𝑖) одинаковы. Аналогичная выкладка показывает,
что при {𝑖, 𝑗} ∩ {𝑘,𝑚} = ∅ векторы 𝑛𝑖𝑗 и 𝑛𝑘𝑚 ортогональны. Векторы 𝑣𝑖 −𝑣𝑘 и 𝑣𝑘 −𝑣𝑗 образуют
в натянутой на них двумерной плоскости стороны правильного треугольника c вершинами в
концах векторов 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 и 𝑣𝑘, и угол между ними равен 60∘.

Упр. 13.1. Пусть нод(𝑚, 𝑛) = 𝑑. Значение 𝜑([𝑎]𝑚, [𝑏]𝑛) любого ℤ-билинейного отображения

𝜑∶ ℤ∕(𝑚) × ℤ∕(𝑚) → 𝑊 (16-13)

зависит только от классов [𝑎]𝑑, [𝑏]𝑑 ∈ ℤ∕(𝑑), т. е. имеет вид 𝜑([𝑎]𝑚, [𝑏]𝑛) = 𝜑([𝑎]𝑑, [𝑏]𝑑), так
как все кратные 𝑑 числа выражаются в виде 𝑥𝑚 + 𝑦𝑛 с 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, и

𝜑([𝑎 + 𝑘1𝑑]𝑚, [𝑏 + 𝑘2𝑑]𝑛) =
= 𝜑([𝑎 + 𝑥1𝑚 + 𝑦1𝑛]𝑚, [𝑏 + 𝑥2𝑚 + 𝑦2𝑛]𝑛) = 𝜑([𝑎]𝑚 + 𝑛[𝑦1]𝑚, [𝑏]𝑛 + 𝑚[𝑥1]𝑛) =

= 𝜑([𝑎]𝑚, [𝑏]𝑛) + 𝑛𝜑([𝑦1]𝑚, [𝑏]𝑛) + 𝑚𝜑([𝑎]𝑚, [𝑥1]𝑛) + 𝑚𝑛𝜑([𝑦1]𝑚, [𝑥1]𝑛) =
= 𝜑([𝑎]𝑚, [𝑏]𝑛) + 𝜑([𝑦1]𝑚, [𝑛𝑏]𝑛) + 𝜑([𝑚𝑎]𝑚, [𝑥1]𝑛) + 𝜑([𝑚𝑦1]𝑚, [𝑛𝑥1]𝑛) =

= 𝜑([𝑎]𝑚, [𝑏]𝑛) + 𝜑([𝑦1]𝑚, [0]𝑛) + 𝜑([0]𝑚, [𝑥1]𝑛) + 𝜑([0]𝑚, [0]𝑛) = 𝜑([𝑎]𝑚, [𝑏]𝑛) .

Из этого вытекает, что ℤ-билинейное отображение

𝜏∶ ℤ∕(𝑚) × ℤ∕(𝑚) → ℤ∕(𝑑) , ([𝑎]𝑚, [𝑏]𝑛) ↦ [𝑎𝑏]𝑑
1См. сл. 2.3 на стр. 53.
2Обратите внимание, что такое происходит не только при сокращении того же самого фрагмента

𝑥𝜀𝑥−𝜀, который был перед этим вставлен, но и при сокращении одной из букв 𝑥±𝜀 с её соседкой.
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универсально. Действительно, для любогоℤ-билинейного отображения (16-13) линейное отоб-
ражение𝜑∶ ℤ∕(𝑑) → 𝑊 со свойством𝜑 = 𝜑∘𝜏 должно действовать по правилу [𝑐]𝑑 ↦ 𝜑(1, [𝑐]𝑑),
и это правило действительно задаёт такое линейное отображение 𝜑, что

𝜑([𝑎𝑏]𝑑) = 𝜑(1, [𝑎𝑏]𝑑) = 𝑎𝜑(1, [𝑏]𝑑) = 𝜑([𝑎]𝑑, [𝑏]𝑑) = 𝜑([𝑎]𝑚, [𝑏]𝑛) .

Более короткое, но техничное рассуждение см. в прим. 13.6 на стр. 220.

Упр. 13.2. Покажите, что билинейное отображение ℚ × ℚ → ℚ, (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑥𝑦, универсально, вдох-
новляясь тем, что 𝜑(𝑎 ∕𝑏, 𝑐 ∕𝑑) = 𝜑(𝑎𝑏∕𝑏, 𝑐 ∕𝑏𝑑) = 𝜑(1, 𝑎𝑐 ∕𝑏𝑑) для любого ℤ-билинейного
отображения 𝜑∶ ℚ × ℚ ⥲ 𝑊.

Упр. 13.4. В силу биективности отображения Сегре, соотношения инцидентности между прямы-
ми на квадрике Сегре такие же, как между координатными прямыми наℙ1 ×ℙ1. Так как всякая
проходящая через заданную точку 𝑝 прямая, целиком лежащая на квадрике Сегре 𝑆, лежит в
пересечении 𝑆 ∩ 𝑇𝑝𝑆 этой квадрики с её касательной плоскостью в точке 𝑝, и плоская коника
𝑆 ∩ 𝑇𝑝𝑆 уже полностью исчерпывается парой пересекающихся в точке 𝑝 прямых из разных се-
мейств, никаких других прямых на квадрике Сегре нет.

Упр. 14.1. Выберем базис 𝐸 в 𝑈 ∩𝑊, дополним его множествами 𝐸′ и 𝐸″ до базисов в 𝑈 и𝑊 соот-
ветственно, и зафиксируем в 𝑉 базис вида 𝐸 ⊔𝐸′ ⊔𝐸″ ⊔𝐸‴. Пространство 𝑈⊗𝑛 ∩𝑊⊗𝑛 состоит
из линейных комбинаций тензорных мономов, составленных из базисных векторов, лежащих
в 𝐸, и стало быть, совпадает с (𝑈 ∩ 𝑊)⊗𝑛.

Упр. 14.2. Это делается дословно также, как в предл. 13.2 на стр. 212.

Упр. 14.3. Каждое линейное отображение 𝑓∶ 𝑉 → 𝐶 в коммутативную 𝕜-алгебру 𝐶 однозначно
поднимаетсяпоуниверсальному свойству тензорнойалгебрыдо гомоморфизмаалгебр ̃𝑓∶ 𝑇𝑉 →
𝐶 по формуле ̃𝑓(𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛) = 𝑓(𝑣1) … 𝑓(𝑣𝑛). Так как в коммутативной алгебре 𝑓(𝑢)𝑓(𝑤) =
= 𝑓(𝑤)𝑓(𝑢) для всех 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉, гомоморфизм ̃𝑓 аннулирует все разности 𝑢⊗𝑤−𝑤⊗𝑢 и пропус-
кается через факторизацию 𝑇𝑉 ↠ 𝑇∕ℐcom ≃ 𝑆𝑉. Это доказывает выполнение универсального
свойства. То, что 𝑆𝑉 и 𝜄 однозначно им определяются, устанавливается дословно так же, как в
предл. 13.2 на стр. 212.

Упр. 14.4. Для любого отображения множеств 𝜎∶ 𝐸 → 𝐶 единственное отображение 𝕜[𝐸] → 𝐶,
совпадающее с 𝜎 на 𝐸, является подстановкой в многочлены от переменных 𝑒 ∈ 𝐸 значений
𝑒 = 𝜎(𝑒) ∈ 𝐶.

Упр. 14.5. Число целых неотрицательных решений (𝑚1, … ,𝑚𝑑) уравнения𝑚1 +𝑚2 + … +𝑚𝑑 = 𝑛,
равное (𝑛+𝑑−1

𝑑−1 ) = (𝑛+𝑑−1
𝑛 ).

Упр. 14.6. Дословно теже аргументы, что и для тензорного умножения, см. предл. 13.2 на стр. 212.

Упр. 14.7. Равенство

(… ⊗ (𝑢 + 𝑤) ⊗ (𝑢 + 𝑤) ⊗ …) = (… ⊗ 𝑢 ⊗ 𝑢 ⊗ …) + (… ⊗ 𝑤 ⊗ 𝑤 ⊗ …)+
+ (… ⊗ 𝑢 ⊗ 𝑤 ⊗ …) + (… ⊗ 𝑤 ⊗ 𝑢 ⊗ …)

показывает, что все суммы (14-7) лежат в ℐsk ∩ 𝑉⊗𝑛. При 𝑢 = 𝑤 = 𝑣 сумма (14-7) превращается
в 2(… ⊗ 𝑣 ⊗ 𝑣 ⊗ …). Наконец, по модулю сумм (14-7)

… 𝑣 ⊗ 𝑢1 ⊗ … ⊗ 𝑢𝓁 ⊗ 𝑣 ⊗ … ≡ (−1)𝓁(… 𝑣 ⊗ 𝑣 ⊗ 𝑢1 ⊗ … ⊗ 𝑢𝓁 …) .

Упр. 14.8. Это аналогично упр. 14.7.
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Упр. 14.9. Дословно теже аргументы, что и для тензорного умножения, см. предл. 13.2 на стр. 212.

Упр. 14.12. Стабилизатор каждого слагаемого состоит из ∏𝑒∈𝐸𝑚(𝑒)! перестановок одинаковых
базисных векторов между собою.

Упр. 14.13. Так как сопряжение Ad𝑔 ∶ 𝑆𝑛 ⥲ 𝑆𝑛, ℎ ↦ 𝑔ℎ𝑔−1, является биекцией и sgn(𝑔ℎ𝑔−1) =
= sgn(𝑔), мы заключаем, что

sym𝑛 ∘𝑔 = (
1
𝑛! ∑ℎ∈𝑆𝑛

ℎ)𝑔 = (
1
𝑛! ∑ℎ∈𝑆𝑛

𝑔ℎ𝑔−1
)𝑔 =

= 1
𝑛! ∑ℎ∈𝑆𝑛

𝑔ℎ = 𝑔 (
1
𝑛! ∑ℎ∈𝑆𝑛

ℎ) = 𝑔 ∘ sym𝑛 ,

alt𝑛 ∘𝑔 = (
1
𝑛! ∑ℎ∈𝑆𝑛

sgn(ℎ) ℎ)𝑔 = (
1
𝑛! ∑ℎ∈𝑆𝑛

sgn(ℎ)𝑔ℎ𝑔−1
)𝑔 =

= 1
𝑛! ∑ℎ∈𝑆𝑛

sgn(ℎ)𝑔ℎ = 𝑔 (
1
𝑛! ∑ℎ∈𝑆𝑛

sgn(ℎ) ℎ) = 𝑔 ∘ alt𝑛 .

Упр. 14.14. Выберем в 𝑉 базис 𝑒1, … , 𝑒𝑑. Покажите, что (𝑑3 − 𝑑)∕3 коммутаторов [[𝑒𝑖, 𝑒𝑗], 𝑒𝑘], где
𝑖 < 𝑗 и 𝑖 ⩽ 𝑘, составляют базис векторного подпространства Lie3 𝑉 ⊂ 𝑉⊗3. Затем убедитесь в
том, что линейная оболочка 𝑆3-орбиты каждого коммутатора 𝑐 = [𝑢, [𝑣,𝑤]] является двумер-
ным векторным пространством, на котором 𝑆3 действует как группа треугольника с вершина-
ми в 𝑐, 𝜏𝑐, 𝜏2𝑐, и у этого действия нет 𝑆3-инвариантных одномерных подпространств. Отсюда
вытекает, что линейные оболочки 𝑆3-орбит двух коммутаторов 𝑐1 и 𝑐2 либо совпадают, либо
имеют нулевое пересечение. Выведите из этого, что сумма 𝑆3-орбит базисных коммутаторов
[[𝑒𝑖, 𝑒𝑗], 𝑒𝑘] прямая и совпадает с Lie3 𝑉 ⊕ 𝜏 Lie3 𝑉. Так как последняя сумма содержится в im𝜋𝛥
и dim im𝜋𝛥 = 𝑑3 − dimSym3 𝑉 − dimAlt3 𝑉 = 2(𝑑3 − 𝑑)∕3, это включение является равенством.

Упр. 14.15. Для каждого 𝑣 ∈ 𝑉 отображение ad𝑣 ∶ 𝑇𝑉 → 𝑇𝑉, 𝑥 ↦ [𝑣, 𝑥] = 𝑣 ⊗ 𝑥 − 𝑥 ⊗ 𝑣 действует
на тензорные произведения по правилу Лейбница:

ad𝑣(𝑥 ⊗ 𝑦) = 𝑣 ⊗ 𝑥 ⊗ 𝑦 − 𝑥 ⊗ 𝑦 ⊗ 𝑣 =
= 𝑣 ⊗ 𝑥 ⊗ 𝑦 − 𝑥 ⊗ 𝑣 ⊗ 𝑦 + 𝑥 ⊗ 𝑣 ⊗ 𝑦 − 𝑥 ⊗ 𝑦 ⊗ 𝑣 = ad𝑣(𝑥) ⊗ 𝑦 + 𝑥 ⊗ ad𝑣(𝑦) .

Поэтому и на коммутаторы оно тоже действует по правилу Лейбница:

ad𝑣([𝑥, 𝑦]) = ad𝑣(𝑥 ⊗ 𝑦 − 𝑦 ⊗ 𝑥) = ad𝑣(𝑥 ⊗ 𝑦) − ad𝑣(𝑦 ⊗ 𝑥) =
= ad𝑣(𝑥) ⊗ 𝑦 + 𝑥 ⊗ ad𝑣(𝑦) − ad𝑣(𝑦) ⊗ 𝑥 − 𝑦 ⊗ ad𝑣(𝑥) = [ad𝑣(𝑥), 𝑦] + [𝑥, ad𝑣(𝑦)] .

В силу знакопеременности коммутаторов, это равенство переписывается как

[𝑣, [𝑥, 𝑦]] = [[𝑣, 𝑥], 𝑦] + [𝑥, [𝑣, 𝑦]] = −[𝑦, [𝑣, 𝑥]] − [𝑥, [𝑦, 𝑣]] ,

а это и есть тождество Якоби [𝑣, [𝑥, 𝑦]] + [𝑦, [𝑣, 𝑥]] + [𝑥, [𝑦, 𝑣]] = 0.
Упр. 14.16. Переговорите рассуждения из прим. 0.2 на стр. 8.

Упр. 14.17. Первое вытекаетиз равенств pl𝑢pl𝑤𝑓(𝑣) = ̃𝑓 (𝑢,𝑤, 𝑣𝑛−1) = pl𝑤pl𝑢𝑓(𝑣). Втораяформула
трилинейна по 𝑣, 𝑓, 𝑔, и её достаточно проверить для 𝑣 = 𝑒𝑖, 𝑓 = 𝑥𝑚1

1 ! … 𝑥𝑚𝑑
𝑑 , 𝑔 = 𝑥𝑘11 … 𝑥𝑘𝑑𝑑 .

Упр. 14.20. Выберем в 𝑉 базис 𝑒1, … , 𝑒𝑛. Если в разложении𝜔 по базисным мономам есть моном,
не содержащий вектора 𝑒𝑖, то 𝑒𝑖𝜔 ≠ 0.
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Упр. 14.23. Билинейность и невырожденность очевидны, симметричность вытекает из того, что
однородные грассмановымногочлены степени два коммутируют друг с другом. Ненулевые эле-
менты матрицы Грама исчерпываются 𝑞12,34 = 𝑞14,23 = 1, 𝑞13,24 = −1 и симметричными им.

Упр. 15.1. Тензор (𝑧𝑐) ⊗ 𝑣 ∈ ℂ ⊗ 𝑉 трилинеен по 𝑧 ∈ ℂ, 𝑐 ∈ ℂ, 𝑣 ∈ 𝑉.
Упр. 15.2. Пусть 𝑤1 = 𝑢1 + 𝑖𝑣1, 𝑤2 = 𝑢2 + 𝑖𝑣2. Тогда

𝛽ℂ(𝑤1,𝑤2) = 𝛽ℂ(𝑢1 + 𝑖𝑣1, 𝑢2 + 𝑖𝑣2) = (𝛽(𝑢1, 𝑢2) − 𝛽(𝑣1, 𝑣2)) + 𝑖 (𝛽(𝑢1, 𝑣2) + 𝛽(𝑣1, 𝑢2)) =
= (𝛽(𝑢1, 𝑢2) − 𝛽(𝑣1, 𝑣2)) − 𝑖 (𝛽(𝑢1, 𝑣2) + 𝛽(𝑣1, 𝑢2)) = 𝛽ℂ(𝑢1 − 𝑖𝑣1, 𝑢2 − 𝑖𝑣2) = 𝛽ℂ(𝑤1,𝑤2) .

Упр. 15.3. Пусть 𝑤1 = 𝑢1 + 𝑖𝑣1, 𝑤2 = 𝑢2 + 𝑖𝑣2. Тогда

𝛽H(𝑤1,𝑤2) = 𝛽H(𝑢1 + 𝑖𝑣1, 𝑢2 + 𝑖𝑣2) = (𝛽(𝑢1, 𝑢2) + 𝛽(𝑣1, 𝑣2)) + 𝑖 (𝛽(𝑣1, 𝑢2) − 𝛽(𝑢1, 𝑣2)) =
= (𝛽(𝑢1, 𝑢2) + 𝛽(𝑣1, 𝑣2)) + 𝑖 (𝛽(𝑢1, 𝑣2) − 𝛽(𝑣1, 𝑢2)) = 𝛽H(𝑢1 − 𝑖𝑣1, 𝑢2 − 𝑖𝑣2) = 𝛽H(𝑤1,𝑤2) .

Упр. 15.5. Первое очевидно, второе вытекает из симметричности 𝑔 и кососимметричности𝜔, тре-
тье — из положительности формы 𝑔.

Упр. 16.1. Стандартная эрмитова структура1 на пространстве Mat𝑛(ℂ), рассматриваемом как 𝑛2-
мерное комплексное координатное пространство, сопоставляет парематриц𝑋 = (𝑥𝑖𝑗),𝑌 = (𝑦𝑖𝑗)
число (𝐴,𝐵) ≝ ∑𝑖𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑖𝑗 = tr𝐴𝐵×, где𝐵× = (𝑏×

𝑖𝑗) = 𝐵𝑡 имеет 𝑏×
𝑖𝑗 = 𝑏𝑗𝑖. Так как унитарная матри-

ца𝑈 имеет𝑈× = 𝑈−1, её эрмитова длина√(𝑈,𝑈) = √𝑛. Тем самым, группа𝑈𝑛 ограничена. Она
замкнута в силу того, что задаётся системой квадратных уравнений на матричные элементы,
возникающей из матричного равенства 𝑈𝑡𝑈 = 𝐸. Диагональная матрица 𝐷 с диагональными
элементами вида 𝑒𝑖𝜗 соединяется с единичной матрицей 𝐸 гладким путём 𝛾∶ [0, 1] → U𝑛, об-
раз которого состоит из диагональных матриц того же вида c 𝜗 → 0. Поскольку произвольная
унитарнаяматрица𝐹 записывается как𝐹 = 𝐶𝐷𝐶−1 для некоторого𝐶 ∈ U𝑛, путь 𝑡 ↦ 𝐶 ⋅𝛾(𝑡)⋅𝐶−1

целиком лежит в U𝑛 и соединяет 𝐹 с 𝐸.
Упр. 16.3. Пусть 𝑝∶ 𝑊 → 𝑊 проектирует пространство𝑊 на подпространство 𝑈 ⊂ 𝑊 вдоль его

ортогонального дополнения 𝑈⊥. Поскольку 𝑝×𝑝× = (𝑝𝑝)× = Id× = Id, оператор 𝑝× тоже яв-
ляется проектором. Так как ker 𝑝× = (im 𝑝)⊥ = 𝑈⊥, а im 𝑝× = (ker 𝑝)⊥ = 𝑈, оператор 𝑝× тоже
проектирует 𝑊 на 𝑈 вдоль 𝑈⊥. Второе объяснение: в ортонормальном базисе, согласованном
с разложением 𝑊 = 𝑈 ⊕ 𝑈⊥, проектор 𝑝 имеет диагональную матрицу из нулей и единиц, а
значит, самосопряжён по сл. 16.2 на стр. 263.

Упр. 16.5. Из равенств (𝑢 + 𝑣, 𝑢 + 𝑣) = (𝑢, 𝑢) + 2(𝑢, 𝑣) + 𝑜(|𝑢|) и (𝑓(𝑢 + 𝑣), 𝑓(𝑢 + 𝑣)) = (𝑓𝑢, 𝑓𝑢) +
+ 2(𝑓𝑢, 𝑓𝑣) + 𝑜(|𝑢|) вытекает, что (𝑢, 𝑢)′𝑣 = 2(𝑢, 𝑣) и (𝑓𝑢, 𝑓𝑢)′𝑣 = 2(𝑓𝑢, 𝑓𝑣) = 2(𝑓×𝑓𝑢, 𝑣). Со-
гласно правилу дифференцирования дробей, условие 𝜑′(𝑢) = 0 означает тогда, что для любого
𝑣 ∈ 𝑉 выполняется равенство 2(𝑓×𝑓𝑢, 𝑣)(𝑢, 𝑢) − 2(𝑓𝑢, 𝑓𝑢)(𝑢, 𝑣) = 0. Поэтому

𝑓×𝑓𝑢 = 𝑢 ⋅ (𝑓𝑢, 𝑓𝑢)∕(𝑢, 𝑢) ,

т. е. вектор 𝑢 является собственным для оператора 𝑓×𝑓 с собственным числом

(𝑓𝑢, 𝑓𝑢)∕(𝑢, 𝑢) = (𝑓×𝑓𝑢, 𝑢)∕(𝑢, 𝑢) .
1См. прим. 15.2 на стр. 251.
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Упр. 16.6. Покажите, что правило ‖𝑓‖ = max‖𝑤‖=1 ‖𝑓𝑤‖ = max𝑤≠0 ‖𝑓𝑤‖ ∕ ‖𝑤‖ задаёт на ове-
ществлении пространства Endℂ(𝑊) норму1: положительность и однородность очевидны, нера-
венство треугольника вытекает из неравенства треугольника для эрмитовой нормы: ‖𝑓+𝑔‖ =
= max‖𝑤‖=1 ‖𝑓𝑤+𝑔𝑤‖ ⩽ max‖𝑤‖=1(‖𝑓𝑤‖+‖𝑔𝑤‖) ⩽ max‖𝑤‖=1 ‖𝑓𝑤‖+max‖𝑤‖=1 ‖𝑔𝑤‖ = ‖𝑓‖+
+ ‖𝑔‖. Эта норма удовлетворяет неравенству

‖𝑓𝑔‖ = max
𝑤≠0

‖𝑓𝑔𝑤‖
‖𝑤‖ = max

𝑔𝑤≠0(
‖𝑓𝑔𝑤‖
‖𝑔𝑤‖ ⋅ ‖𝑔𝑤‖

‖𝑤‖ ) ⩽

⩽ max
𝑔𝑤≠0

‖𝑓𝑔𝑤‖
‖𝑔𝑤‖ ⋅ max

𝑤≠0
‖𝑔𝑤‖
‖𝑤‖ ⩽ max

𝑣≠0
‖𝑓𝑣‖
‖𝑣‖ ⋅ ‖𝑔‖ = ‖𝑓‖ ⋅ ‖𝑔‖ ,

которое вместе с неравенством треугольника позволяет мажорировать норму остатка экспо-
ненциального ряда 𝑒𝑓 = ∑𝑚⩾0 𝑓𝑚 ∕𝑚! сходящейся геометрической прогрессией также, как
это делается в начальном курсе анализа для экспонент действительных чисел, и дословно те
же рассуждения с заменой модуля действительного числа на норму оператора показывают, что
экспоненциальный ряд абсолютно сходится всюду на пространстве линейных операторов и за-
даёт дифференцируемую функцию Endℂ(𝑊) → GL(𝑊), 𝑋 ↦ 𝑒𝑋, производная которой в точ-
ке 𝑓 ∈ Endℂ(𝑊) — это линейный оператор 𝑒𝑓.

1Нормой на вещественном векторном пространстве 𝑉 называется такая функция 𝑉 → ℝ⩾0, 𝑣 ↦ ‖𝑣‖,
что ‖𝑣‖ > 0 для𝑣 ≠ 0, выполняется неравенство треугольника: ‖𝑢+𝑤‖ ⩽ ‖𝑢‖+‖𝑤‖ для всех𝑢,𝑤 ∈ 𝑉, и
‖𝑥𝑣‖ = |𝑥|⋅‖𝑣‖ для всех𝑥 ∈ ℝ,𝑣 ∈ 𝑉. Каждаянорма определяет на𝑉метрику, иметрическая топология,
задаваемая такой метрикой на конечномерном векторном пространстве 𝑉 не зависит от выбора нормы.
Подробности см. в лекции http://82.204.189.191/ps/stud/geom_ru/1617/lec_08.pdf.

http://82.204.189.191/ps/stud/geom_ru/1617/lec_08.pdf
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