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Обращение Мёбиуса

A2½⋄1 (функция Мёбиуса). Функция Мёбиуса 𝜇∶ ℕ → ℕ ∪ {0} переводит 𝑛 > 1 в 0, если 𝑛
делится на квадрат простого числа, и в (−1)𝑠, где 𝑠 — число простых делителей числа 𝑛,
если 𝑛 не делится на квадраты простых чисел, а 𝜇(1) ≝ 1. Докажите, что
а) 𝜇(𝑚𝑛) = 𝜇(𝑚)𝜇(𝑛) если ноД(𝑚,𝑛) = 1
б) ∑𝑑∣𝑛 𝜇(𝑑) = {

1 при 𝑛 = 1
0 при 𝑛 > 1.

A2½⋄2 (обращение Мёбиуса). Пусть для функции 𝑔∶ ℕ → ℂ при каждом 𝑛 ∈ ℕ известно
значение суммы 𝜎𝑔(𝑛) = ∑𝑑∣𝑛 𝑔(𝑑). Покажите, что 𝑔(𝑛) = ∑𝑑∣𝑛 𝜎𝑔(𝑑) ⋅ 𝜇(𝑛∕𝑑).

A2½⋄3. Для натурального 𝑚 > 1 вычислите ∑𝑑∣𝑚 𝜑(𝑑), где 𝜑 — функция Эйлера.
A2½⋄4 (круговые многочлены). Многочлен 𝛷𝑛(𝑥) = ∏𝜁∈𝑅𝑛(𝑥 − 𝜁) ∈ ℂ[𝑥], где произведение
берётся по множеству 𝑅𝑛 ⊂ ℂ всех комплексных первообразных корней степени 𝑛 из еди-
ницы, называется 𝑛-тым круговым многочленом. Найдите deg𝛷𝑛 и докажите, что
а) 𝑥𝑛 − 1 = ∏𝑑|𝑛 𝛷𝑑(𝑥)
б) 𝛷𝑛(𝑥) = ∏𝑑|𝑛 (𝑥𝑛∕𝑑 − 1)

𝜇(𝑑) (модифицируйте обращение Мёбиуса)
в) 𝛷2𝑛(𝑥) = 𝛷𝑛(−𝑥) при нечётном 𝑛
г) 𝛷𝑝𝑛(𝑥) = 𝛷𝑛 (𝑥𝑝)∕𝛷𝑛(𝑥) при простом 𝑝 ∤ 𝑛, 𝑝 > 2
д) 𝛷𝑝(𝑥) = 𝑥𝑝−1 + … + 𝑥 + 1 и 𝛷𝑝𝑘(𝑥) = 𝛷𝑝 (𝑥

𝑝𝑘−1
) для простых 𝑝

е) 𝛷𝑝𝑘11 …𝑝𝑘𝑛𝑛
(𝑥) = 𝛷𝑝1𝑝2…𝑝𝑛 (𝑥

𝑝𝑘1−1
1 …𝑝𝑘𝑛−1

𝑛 ) при простых 𝑝𝑖 ≠ 𝑝𝑗
ж) 𝛷𝑛 ∈ ℤ[𝑥] при всех 𝑛 ∈ ℕ.

A2½⋄5. Обозначим через 𝜄𝑚 число неприводимых приведённых многочленов степени 𝑚
в 𝔽𝑝[𝑥]. Докажите в ℚ⟦𝑡⟧ равенство (1 − 𝑝𝑡)−1 = ∏𝑚∈ℕ (1 − 𝑡𝑚)

−𝜄𝑚.
A2½⋄6. Используя подходящую модификацию обращения Мёбиуса, докажите, что число
неприводимых многочленов степени 𝑛 в 𝔽𝑝[𝑥] равно 1

𝑛 ∑𝑑|𝑛 𝑝𝑑𝜇(𝑛∕𝑑).
A2½⋄7. Пусть 𝔽𝑞 — конечное поле из 𝑞 элементов.

а) Покажите, что порядок любого элемента 𝜁 ∈ 𝔽×
𝑞 делит 𝑞 − 1.

б) При помощи надлежащего обращения Мёбиуса для каждого 𝑑|(𝑞 − 1) найдите число
элементов порядка 𝑑 в 𝔽×

𝑞. Сколько в 𝔽×
𝑞 элементов порядка 𝑞 − 1?

в) Какова степень минимального многочлена элемента (𝑞 − 1)-го порядка над простым
подполем 𝔽𝑝 ⊂ 𝔽𝑞?

г) Выведите из предыдущего, что любые два поля из 𝑞 элементов изоморфны.
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