
МатФак ВШЭ. Алгебра – 1. (5 ноября 2023)

Задачи для подготовки к контрольной № 2

ПК2⋄1. Сколько элементов поля а) 𝔽8 б) 𝔽9 в) 𝔽16 г) 𝔽27 являются порождающим
элементом мультипликативной группы этого поля?

оТвеТ:в(а)6,в(б)4,в(в)8,в(б)12.

ПК2⋄2. В 𝔽3[𝑥] разложите на неприводимые множители или докажите неприводимость мно-
гочленов а) 𝑥5 + 𝑥4 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 б) 𝑥5 − 𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥2 + 1 в) 𝑥5 − 𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥 + 1.

оТвеТ:в(а)𝑥5+𝑥4−𝑥2−𝑥−1=(𝑥2−𝑥−1)(𝑥3−𝑥2+1),в(б)и(в)многочленынеприводимы.Неприводимые
над𝔽3многочленыстепени2суть𝑥2+1,𝑥2+𝑥−1,𝑥2−𝑥−1,корнейумногочленов(а)–(в)нет.

ПК2⋄3. Разложите в сумму простейших дробей над полем ℚ рациональные функции:
а) 𝑥3 − 𝑥2 + 6𝑥 + 4

𝑥4 + 2𝑥3 − 11𝑥2 − 12𝑥 + 36 б) 𝑥3 − 9𝑥2 − 6𝑥 + 6
𝑥4 − 12𝑥3 + 54𝑥2 − 108𝑥 + 81 .

оТвеТ:в(а)19∕25
𝑥+3−2

(𝑥+3)2+6∕25
𝑥−2+4∕5

(𝑥−2)2;в(б)1
𝑥−3−33

(𝑥−3)3−66
(𝑥−3)4.

ПК2⋄4. Найдите коэффициент при 𝑥𝑘 у следующих рядов из ℚ⟦𝑥⟧:
а) −8𝑥2 − 5𝑥 + 1

𝑥3 − 10𝑥2 + 32𝑥 − 32 б) −8𝑥2 + 3𝑥 + 7
𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1 в) 𝑥2 − 4𝑥 + 2

𝑥3 + 6𝑥2 + 9𝑥 + 4 .

оТвеТ:в(а)разложениенапростейшиедроби:−41
4(𝑥−2)+9

4(𝑥−4)−147
2(𝑥−4)2,ответ:−

2−2𝑘
(−164⋅2𝑘+147𝑘+165)

32;
в(б)разложениенапростейшиедроби:−1

𝑥+1−7
𝑥−1+1

(𝑥−1)2,ответ:𝑘+8−(−1)−𝑘;
в(в)разложениенапростейшиедроби:34

9(𝑥+4)−25
9(𝑥+1)+7

3(𝑥+1)2,ответ:17(−4)−𝑘

18+7(−1)−𝑘𝑘
3−4(−1)−𝑘

9.

ПК2⋄5. Явно выразите 𝑎𝑘 через 𝑘 для следующих последовательностей:
а) 𝑎0 = 8, 𝑎1 = 81, 𝑎2 = 529, 𝑎𝑘 = 9𝑎𝑘−1 − 24𝑎𝑘−2 + 20𝑎𝑘−3 при 𝑘 ⩾ 3
б) 𝑎0 = −9, 𝑎1 = 55, 𝑎2 = −289, 𝑎𝑘 = −7𝑎𝑘−1 − 11𝑎𝑘−2 − 5𝑎𝑘−3 при 𝑘 ⩾ 3
в) 𝑎0 = 2, 𝑎1 = −19, 𝑎2 = 105, 𝑎𝑘 = −7𝑎𝑘−1 − 11𝑎𝑘−2 − 5𝑎𝑘−3 при 𝑘 ⩾ 3.

оТвеТ:в(а)𝑎𝑘=−7⋅2𝑘𝑘−55⋅2𝑘
3+79⋅5𝑘

3,хар.многочлен:𝑡3−9𝑡2+24𝑡−20=(𝑡−5)(𝑡−2)2,производящая
функция:−8𝑥2+9𝑥+8

−20𝑥3+24𝑥2−9𝑥+1=−79
3⋅(5𝑥−1)+34

3⋅(2𝑥−1)−7
(2𝑥−1)2;

в(б)𝑎𝑘=
(−1)−𝑘

(−47⋅5𝑘+4𝑘+11)
4,хар.многочлен:𝑡3+7𝑡2+11𝑡+5=(𝑡+1)2(𝑡+5),производящаяфункция:

−3𝑥2−8𝑥−9
5𝑥3+11𝑥2+7𝑥+1=−47

4⋅(5𝑥+1)+7
4(𝑥+1)+1

(𝑥+1)2;
в(в)𝑎𝑘=

(−1)−𝑘
(69⋅5𝑘−4𝑘−37)

16,хар.многочлен:𝑡3+7𝑡2+11𝑡+5=(𝑡+1)2(𝑡+5),производящаяфункция:
−6𝑥2−5𝑥+2

5𝑥3+11𝑥2+7𝑥+1=69
16⋅(5𝑥+1)−33

16(𝑥+1)−1
4(𝑥+1)2.

ПК2⋄6. Вычислите коэффициенты при 𝑥𝑘 для всех 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 3 у степенных рядов
а) ln(−3𝑥2 + 3𝑥 + 1)∕ 3√−𝑥2 − 4𝑥 + 1 б) sin(4𝑥2 − 4𝑥)∕√4𝑥2 + 2𝑥 + 1.

оТвеТ:в(а)ln(−3𝑥2+3𝑥)=3𝑥−15𝑥2
2+18𝑥3+𝑂(𝑥4);(−𝑥2−4𝑥+1)−1∕3=1+4𝑥

3+35𝑥2
9+1040𝑥3

81+𝑂(𝑥4);ответ:
3𝑥−7𝑥2

2+59𝑥3
3+𝑂(𝑥4);в(б)sin(4𝑥2−4𝑥)=−4𝑥+4𝑥2+32𝑥3

3+𝑂(𝑥4);(4𝑥2+2𝑥+1)−1∕2=1−𝑥−𝑥2
2+7𝑥3

2+𝑂(𝑥4);
ответ:−4𝑥+8𝑥2+26𝑥3

3+𝑂(𝑥4).

ПК2⋄7. Запишите в виде несократимых дробей 𝑝∕𝑞 с 𝑝, 𝑞 ∈ ℤ[𝑥] степенные ряды
а) ∑𝑛⩾0(−5𝑛3 − 28𝑛2 − 53𝑛 − 34) ⋅ 𝑥𝑛 б) ∑𝑛⩾0(5𝑛3 + 35𝑛2 + 71𝑛 + 44) ⋅ 𝑥𝑛.

оТвеТ:в(а)−4
1−𝑥−4

(1−𝑥)2+4
(1−𝑥)3−30

(1−𝑥)4=4𝑥3−16𝑥2+16𝑥−34
𝑥4−4𝑥3+6𝑥2−4𝑥+1,коэффициентырядапредставляютсякак−4−4(𝑛+1)+

+2(𝑛+1)(𝑛+2)−5(𝑛+1)(𝑛+2)(𝑛+3),аначалорядаимеетвид−34−120𝑥−292𝑥2−580𝑥3+…;в(б)3
1−𝑥+1

(1−𝑥)2+10
(1−𝑥)3+

+30
(1−𝑥)4=−3𝑥3+10𝑥2−21𝑥+44

𝑥4−4𝑥3+6𝑥2−4𝑥+1,коэффициентырядапредставляютсякак3+(𝑛+1)+5(𝑛+1)(𝑛+2)+5(𝑛+1)(𝑛+2)(𝑛+3,
аначалорядаимеетвид44+155𝑥+366𝑥2+707𝑥3+….


