§9. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ É ÜÒÍÉÔÏŒÙ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

9.1. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ R^{2n}. åÓÌÉ 2n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V = W_R ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ W , ÔÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ i:

I : V^{v→iv} � V ;

ËÏÔÏÒÙÊ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔ ÕÓÌÏŒÉÀ I^2 = −Id_V . îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÚÁÄÁÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I Ó I^2 = −Id_V , ÔÏ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ V ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

(x + iy) · v^{def}= x · v + y · I(v) : (9-1)

ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ V .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (9-1) ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÄÅÌÑÅÔ V ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C (ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ dim V ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÞčÔÎÁ).

õŒÉÄÅÔØ ÜÔÏ ÂÅÚ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ t^2 +1 = (t+i)(t−i) , ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁŒÎÙ ±i, É ËÏÍÐÌÅËÓÉ- ÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_C ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V_C^{IC}� V_C:

V_C = W_+ ⊕ W_− ; ÇÄÅ W_+ = ker(I_C − i Id_{VC} ) = im (I_C + i Id_{VC} ) ; W_− = ker(I_C + i Id_{VC} ) = im (I_C − i Id_{VC} ) :

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ n^∘ 7.4, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ w ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ I_C ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ w ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ I_C, ÐÒÉÞčÍ Ó ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÓÁÍÏÍÕ ÓÅÂÅ (ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÍ) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ W_±

W_+ �^{w↔w}_∼ � W_− :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, V_C = W_+ ⊕ W_+ É dim_R V = dim_C V_C = 2 dim_C W_+ ÞčÔÎÁ.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ V_C Œ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ^1

V_C = U ⊕ U (9-2)

ŒÚÑÔÉÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ Re : U^{w→Re w=(w+w)=2} � V : (9-3)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, Ô. Ë. Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (9-2) ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ V = {w ∈ V_C | w = w} | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ ŒÉÄÁ u + u. ðÅÒÅÎÏÓÑ ÉÍÅÀÝÅÅÓÑ Œ U ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ i ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (9-3), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ V ÏÐÅÒÁÔÏÒ I = I_U , ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÅËÔÏÒ v = Re (u) ∈ V Ó u ∈ U Œ ŒÅËÔÏÒ Re (iu) ∈ V . ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, I^2 = −1, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ (+i)-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ I, É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ V ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (9-1) ÚÁÄÁčÔ ÎÁ V ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, C-ÌÉÎÅÊÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ U. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

1ÎÁÌÉÞÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÑÍ dim_R V = 2 dim_C U É U ∩ U = 0

9.1.1. ðòåäìïöåîéå. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÙÅ ÎÁ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ V ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:

(1) ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅ- ÎÉÅÍ;

(2) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^I� V Ó I^2 = −E;

(3) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V_C, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ U ∩ U = 0 (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏ- ÓÉÌØÎÏ, V = U ⊕ U).

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ (1) ⇒ (2) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ i. óÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ (2) ⇒ (3) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ I ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ (+i)-ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V_C^{IC}� V_C. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ (3) ⇒ (1) ÎÁÄÅÌÑÅÔ V ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÉÎÄÕÃÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÊ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ Re : U^∼� V , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ w ∈ U Œ Re (w) = (w + w)=2 ∈ V (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (9-3) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ i Œ U Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ I ÎÁ V ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ (2)). □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ∈ End_RV ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÎÁ V_I ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F I = IF .

9.2. ëÅÌÅÒÏŒÙ ÔÒÏÊËÉ (I; g; !). üÒÍÉÔÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (∗; ∗) ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÁ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌčÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W_R ÓÒÁÚÕ ÔÒÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ:

• ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ g(v; w)^{def}= Re (v; w) ;

• ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ !(v; w)^{def}= Im (v; w) ;

• ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ I : w −→ iw .

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÚÄÅÌÑÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÆÏÒÍÙ

(v; w) = g(v; w) + i!(v; w) ;

ÍÙ ŒÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ (v; w) = (w; v) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÎÁÞÎÙÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ g É ! ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ g(v; w) = g(w; v) É !(v; w) = −!(w; v) , ÐÒÉÞčÍ

g(v; v) = (v; v) ¿ 0 ∀ v ≠ 0 ;

Ô. Å. ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ g ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ (∗; ∗) ŒÅÄčÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ

(iv; iw) = (v; w) ⇒ g(I(v); I(w)) = g(v; w) & !(I(v); I(w)) = !(v; w) ; (v; iw) = −i(v; w) ⇒ g(v; I(w)) = !(v; w) & !(v; I(w)) = −g(v; w) ;

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ! ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÌÑ g É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ ÄÌÑ ! , Ô. Å. I ∈ O_g(W_R) ∩ Sp_!(W_R).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÒÏÊËÉ (I; g; !) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÄŒÕÍ ÄÒÕÇÉÍ.

åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ G + i˙ c ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ G^t = G É ˙^t = −˙, ÔÏ Œ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÍ Ó ÎÉÍ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n; ie_1; ie_2; : : : ; ie_n ÏŒÅÝÅÓÔŒÌčÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W_R ÎÁÄ R ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍ g, ! É ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ I ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÂÌÏÞÎÙÊ ŒÉÄ g = ( G˙ −˙ G ) ; ! = ( ˙ −G G˙ ) ; I = ( 0 −E E 0 ) : œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ g = E, Á ! = I = −J.

îÁÂÏÒ ÄÁÎÎÙÈ (I; g; !) ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ I, ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ g É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÙ !, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÅÌÅÒÏŒÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ, ÅÓÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (v; w) = g(v; w) + i!(v; w) ÚÁÄÁčÔ ÜÒÍÉÔÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_I , ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍ ÐÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ I ËÁË Œ n^∘ 9.1.

íÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÉÊ

I^2 = −1 ; g(I(v); I(w)) = g(v; w) ; !(I(v); I(w)) = !(v; w) g(v; I(w)) = !(v; w) ; !(v; I(w)) = −g(v; w) :

9.3. ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÏ ËÅÌÅÒÏŒÏÊ ÔÒÏÊËÉ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ g ÎÁ (ÞčÔÎÏÍÅÒÎÏÍ) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V É ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ I ∈ O_g(V ) Ó I^2 = −1 ÆÏÒÍÁ g(v; Iw) ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ:

g(v; Iw) = g(Iv; I^2w) = −g(Iv; w) = −g(w; Iv) :

ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (v; w) = g(v; w) − ig(v; Iw) ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ I :

(Iv; w) = g(Iv; w) + ig(v; w) = i (g(v; w) − ig(Iv; w)) = i (g(v; w) + ig(v; Iw)) = i(v; w) (v; Iw) = g(v; Iw) − ig(v; w) = −i (g(v; w) + ig(v; Iw)) = −i(v; w) :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (I; g; !) c ! = g(v; I(w)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÅÌÅÒÏŒÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ.

œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÁÎÎÙÈ (3) ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ n^∘ 9.1.1 ÕÓÌÏŒÉÅ I ∈ O_g(V ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (+i)-ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V_C ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ I_C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÙÍ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ C-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ g_C.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ I ∈ O_g(V ), ÔÏ I_C ∈ O_{gC} (V_C) , É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ I_Cu = iu, ÍÙ ÉÍÅÅÍ g_C(u; u) = g_C(I_Cu; I_Cu) = g_C(iu; iu) = −g_C(u; u) , ÏÔËÕÄÁ g_C(u; u) = 0. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g_C-ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dim_C U =^1_2 dim_C V_C =^1_2 dim_R V ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U ∩ U = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ Õ ËŒÁÄÒÉËÉ g ÎÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ^2, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÐÒÑÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V_C = U ⊕ U. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÔÁËÖÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏ ÄÌÑ g_C , ÐÏÓËÏÌØËÕ ∀ (v_1 + iv_2) ∈ U Ó v_1; v_2 ∈ V ÍÙ ÉÍÅÅÍ

g_C(v_1 + iv_2; v_1 + iv_2) = g(v_1; v_1) − g(v_2; v_2) − 2i g(v_1; v_2) =

= g(v_1; v_1) − g(v_2; v_2) + 2i g(v_1; v_2) = g_C(v_1 + iv_2; v_1 + iv_2) = 0 :

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V_C^{IC}� V_C, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ U É U ÂÙÌÉ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ±i ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ ÆÏÒÍÙ g_C:

g_C(u_1 + u_2; u_1 + u_2) = g_C(u_1; u_2) + g_C(u_1; u_2) = = g_C(iu_1; −iu_2) + g_C(−iu_1; iu_2) = g_C(I_C(u_1 + u_2); I_C(u_1 + u_2)) :

íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

9.3.1. ðòåäìïöåîéå. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÙÅ ÎÁ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ g ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(1) ËÅÌÅÒÏŒÁ ÔÒÏÊËÁ (I; g; !), Œ ËÏÔÏÒÏÊ !(v; w) = g(v; I(w)); (2) ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ I ∈ O_g(V ) ÎÁ V ;

2ÅÓÌÉ u1 = u2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ u1; u2 ∈ U, ÔÏ u1 + u2 ∈ U ÉÚÏÔÒÏÐÅÎ É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÅÎ, ÏÔËÕÄÁ u2 = −u1 = iv ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v ∈ V , É 0 = g_C(u1; u1) = −g(v; v) ⇒ v = 0

(3) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ (Ô. Å. n-ÍÅÒÎÏÅ) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V_C ÄÌÑ C- ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ g_C ÆÏÒÍÙ g ÎÁ V_C.

óŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ n^∘ 9.1.1. □

9.4. ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÏ ËÅÌÅÒÏŒÏÊ ÔÒÏÊËÉ. óÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ÎÁ (ÞčÔÎÏÍÅÒÎÏÍ) ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V É ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I ∈ Sp_!(V ) Ó I^2 = −1 ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÔ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ^3 ÆÏÒÍÕ −!(v; Iw). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ

(v; w) = −!(v; Iw) + i!(v; w) (9-4)

ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ É ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁ:

(Iv; w) = −!(v; w) + i!(Iv; w) = i (!(Iv; w) + i!(v; w)) = i (−!(v; Iw) + i!(v; w)) = i(v; w) (v; Iw) = !(v; w) + i!(v; Iw) = −i (−!(v; Iw) + i!(v; w)) = −i(v; w) :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, (I; g; !) c g = −!(v; I(w)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÅÌÅÒÏŒÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ −!(v; Iv) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ V .

þÔÏÂÙ ÐÒÏÑÓÎÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÀ

V_C^{IC}� V_C

É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ !_C(w_1; w_2) É !_{he}(w_1; w_2) = !_C(w_1; w_2) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ É ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ V_C. ôÏÇÄÁ V_C = L ⊕ L, ÇÄÅ L; L ⊂ V_C ÓÕÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ±i-ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ I_C.

éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ I_C ∈ Sp_{!C} (V_C), ËÁË É Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ L ÉÚÏÔÒÏÐÎÏ ÄÌÑ !_C: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ w_1; w_2 ∈ L ÍÙ ÉÍÅÅÍ !_C(w_1; w_2) = !_C(I_Cw_1; I_Cw_2) = !_C(iw_1; iw_2) = −!_C(w_1; w_2) , ÏÔËÕÄÁ !_C(w_1; w_2) = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ∀ u; v ∈ V , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ (u + iv) ∈ L, ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Iu = −v , ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ i !_{he} ÎÁ L ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ^4

i !_{he}(u_1 + iv_1; u_2 + iv_2) = !(u_1; v_2) − !(v_1; u_2) + i ( !(u_1; u_2) + !(v_1; v_2) ) = = −!(u_1; Iu_2) + !(Iu_1; u_2) + i ( !(u_1; u_2) + !(Iu_1; Iu_2) ) = 2 ( −!(u_1; Iu_2) + i !(u_1; u_2) ) : ðÏÌÁÇÁÑ w_˚ = u_˚ + iv_˚ ∈ L É g(u_1; u_2) = −!(u_1; Iu_2), ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

i !_{he}(w_1; w_2) = 2 ( g ( Re (w_1); Re (w_2) ) + i ! ( Re (w_1); Re (w_2) )) = 2 ( Re (w_1); Re (w_2) ) ; (9-5)

ÇÄÅ ÓÐÒÁŒÁ ÓÔÏÉÔ ÆÏÒÍÁ (9-4). éÔÁË, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ (9-4) ÎÁ V ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ i !_{he}|_L.

îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L ⊂ V_C, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ !_C(L; L) ≡ 0, Á i !_C(L; L) ¿ 0, ÍÙ ÉÍÅÅÍ^5 L ∩ L = 0 , Á ÚÎÁÞÉÔ V = L ⊕ L, ÐÒÉÞčÍ L ÔÏÖÅ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÏ ÄÌÑ !_C, Ô. Ë. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ w_˚ = u_˚ + iv_˚ ∈ L Ó u_˚ ; v_˚ ∈ V

!_C(w_1; w_2) = !_C(u_1 − iv_1; u_2 − iv_2) = !(u_1; u_2) − !(v_1; v_2) − i !(u_1; v_2) − i !(v_1; u_2) =

= !(u_1; u_2) − !(v_1; v_2) + i !(u_1; v_2) + i !(v_1; u_2) = !_C(u_1 + iv_1; u_2 + iv_2) = !_C(w_1; w_2) = 0 :

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V_C^{IC}� V_C, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ U É U ÓÌÕÖÁÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ±i ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ ÆÏÒÍÙ !_C:

!_C(u_1 + v_1; u_2 + v_2) = !_C(u_1; v_2) + !_C(v_1; u_2) = = !_C(iu_1; −iv_2) + !_C(−iv_1; iu_2) = !_C(I_C(u_1 + v_1); I_C(u_2 + v_2)) :

3ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ŒÙËÌÁÄËÏÊ !(v; Iw) = !(Iv; I^2w) = −!(Iv; w) = !(w; Iv) 4Œ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ I ∈ Sp_! (V ) É I^2 = −1 5ÅÓÌÉ ÂÙ u1 = u2 c u1; u2 ∈ L, ÔÏ 0 = i !_C(u2; u1) = i !_C(u2; u2) = !_{he}(u2; u2) ¿ 0 (ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ)

Á ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÎÁ V ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (∗; ∗) ÉÚ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (9-5) ÂÕÄÅÔ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

9.4.1. ðòåäìïöåîéå. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÙÅ ÎÁ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ! ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(1) ËÅÌÅÒÏŒÁ ÔÒÏÊËÁ (I; g; !), Œ ËÏÔÏÒÏÊ g(v; w) = −!(v; Iw);

(1) ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ I ∈ Sp_!(V ), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ −!(v; Iw) ÎÁ V ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ;

(2) n-ÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L ⊂ V_C ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ !_C, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ i !_{he} ÚÁÄÁčÔ ÎÁ L ÜÒÍÉÔÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

óŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ n^∘ 9.1.1. □

9.4.2. úÉÇÅÌÅŒÏ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_n ⊂ Mat_n(C). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ ÂÁÚÉÓ

e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n; e^{′′}_1 ; e^{′′}_2 ; : : : ; e^{′′}_n (9-6)

ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ V ≃ R^{2n}, Œ ËÏÔÏÒÏÍ

! = J = ( 0 E −E 0 ) ; (9-7)

É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V^′; V^{′′} ⊂ V ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÅ ÎÁ ÐÅÒŒÙÅ n É ÎÁ ÐÏ- ÓÌÅÄÎÉÅ n ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ V = V^′ ⊕ V^{′′} É V_C = V^′_C ⊕ V^{′′}_C , ÐÒÉÞčÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^′_C, V^{′′}_C ÂÕÄÕÔ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÙÍÉ ÄÌÑ !_C.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ V_C = L⊕L Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÆÏÒÍÙ !_C, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ i !_{he} ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ L, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ L∩U_C = 0 Ó ÌÀÂÙÍ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ U_C ⊂ V_C, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÍÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V , ÐÏÓËÏÌØËÕ i !_{he}(u_1 + iu_2; u_1 + iu_2) = 0 ÄÌÑ u_1; u_2 ∈ U.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, L ∩ V^{′′}_C = 0 É ÐÒÏÅËÃÉÑ L ÎÁ V^′_C ŒÄÏÌØ V^{′′}_C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ n-ÍÅÒÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ

w_1; w_2; : : : ; w_n ⊂ L ⊂ V_C

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L ÎÁÄ C, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÐÅÒŒÙÈ n ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e^′ ÉÚ (9-6) ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ. ëÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ n × 2n - ÍÁÔÒÉÃÁ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÁÑ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ w_˚ Œ ÂÁÚÉÓÅ (9-6) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_C ÎÁÄ C, ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÙÊ ŒÉÄ

(w_1; w_2; : : : ; w_n) = (e^′_1; : : : ; e^′_n; e^{′′}_1 ; : : : ; e^{′′}_n) · ( E S ) ; ÇÄÅ S ∈ Mat_n(C) : (9-8)

éÚ (9-7) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍ !_C É i !_{he} Œ ÂÁÚÉÓÅ w = e^′ + e^{′′}S ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

!_C|_L = ( E S^t ) · ( 0 E −E 0 ) · ( E S ) = S^t + S ;

i!_{he}|_L = i · ( E S^t ) · ( 0 E −E 0 ) · ( E S ) = i (S^t + S) :

ìÁÇÒÁÎÖÅŒÏÓÔØ L ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ S. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ i (S^t + S) = Im (S), É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ i!_{he}|_L ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Im (S) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ n × n ÍÁÔÒÉÃ S ∈ Mat_n(C) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

S = S^t ; Im S ∈ Mat_n(R) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ; (9-9)

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ H_n É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÉÍ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ úÉÇÅÌÑ^6, Á ÓÁÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑ (9-9) ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ òÉÍÁÎÁ^7.

9.4.3. óìåäóôœéå. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ˙_{2n} ÄÏ ËÅÌÅÒÏŒÏÊ ÔÒÏÊËÉ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÁÍ ÚÉÇÅÌÅŒÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H_n. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ˙_{2n}^{IS}� ˙_{2n}, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÍÁÔÒÉÃÅ S = X + iY ∈ H_n (Ó X; Y ∈ Mat_n(R)) ÉÍÅÅÔ Œ ÓÉÍÐÌÅË- ÔÉÞÅÓËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (9-6) ÂÌÏÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ

I_S = ( −Y^{−1}X Y^{−1} −Y − XY^{−1}X XY^{−1} ) (9-10)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÒÁŒÉÌÏ (9-10). óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ n^∘ 9.1.1, ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ V^I� V , ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ V_C = W ⊕ W , ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÅËÔÏÒ v = Re w ∈ V Ó w ∈ W Œ I(v) = Re (iw). äÌÑ w = e^′ + e^{′′} · (X + iY ) ÍÙ ÉÍÅÅÍ Re (w) = e^′ + e^{′′} · X É Re (iw) = −e^{′′} · Y , ÏÔËÕÄÁ I(e^{′′}) = I ( Re (−iw · Y^{−1}) ) = Re (w) · Y^{−1} = e^′ · Y^{−1} + e^{′′} · XY^{−1} É I(e^′) = I(Re (w) − e^{′′} · X) = Re (iw) − I(e^{′′}) · X = −e^′ · Y^{−1}X + e^{′′} · (−Y + XY^{−1}X) . □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.4. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ I_S ÉÚ (9-10) ÉÍÅÅÔ I^2_S = −E É ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÆÏÒÍÕ !.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.5. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U_n ≃ O_{2n}(R) ∩ Sp_{2n}(R).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_n ⊂ Mat_n(C) ≃ C^{n2} ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÓÔÑÇÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓÅÂÅ Œ ÔÏÞËÕ.

6ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ n = 1, ËÏÇÄÁ ÕÓÌÏŒÉÑ (9-9) ÚÁÄÁÀÔ ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ Im z ¿ 0 Œ C = Mat1(C) 7ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ òÉÍÁÎÁ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ Œ ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÎÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ É ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÙ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ n-ÍÅÒÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÔÏÒ C^n=~, ÇÄÅ ~ ≃ Z^{2n} | ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÒÅÛčÔËÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÁÑ ÎÁ n ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ C^n É n ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ S, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ŒÌÏÖÉÔØ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. Œ ËÎÉÇÁÈ ä. íÁÍ- ÆÏÒÄ. ìÅËÃÉÉ Ï ÔÜÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑÈ . (í., ĂíÉÒĄ, 1988) É œ. œ. ûÏËÕÒÏŒ. òÉÍÁÎÏŒÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ. (í., ĂœéîéôéĄ, 1988, ÓÅÒ. ĂóÏŒÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ.Ą, Ô. 23 ĂáÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ çÅÏÍÅÔÒÉÑ 1Ą)