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Пространства, алгебры и группы операторов

В этом листочке буква 𝕜 по умолчанию означает произвольное поле.
АЛ1⋄1. Существуют ли (𝑛 + 1)-мерные векторные подпространства в End(𝕜𝑛), состоящие из
попарно перестановочных диагонализуемых операторов 𝕜𝑛 → 𝕜𝑛?

АЛ1⋄2. Покажите, что каждая конечномерная ассоциативная 𝕜-алгебра с единицей и без
делителей нуля является алгеброй с делением1.

АЛ1⋄3. Найдите в Mat6(ℝ) все ассоциативные ℝ-подалгебры с единицей размерности не
менее 32.

АЛ1⋄4. Ассоциативная 𝕜-алгебра называется полупростой, если она является полупростым
левым модулем над собою2. Покажите, что конечномерная как векторное пространство
над 𝕜 коммутативная ассоциативная 𝕜-алгебра с единицей полупроста если и только если
в ней нет нильпотентных элементов.

АЛ1⋄5. Пусть на конечномерном векторном пространстве над алгебраически замкнутым
полем 𝕜 действует конечное множество 𝐺 линейных операторов, образующих группу от-
носительно композиции, причём char𝕜 ∤ |𝐺|. Покажите, что все эти операторы диагона-
лизуемы, и что возможность диагонализовать их все одновременно равносильна комму-
тативности группы 𝐺.

АЛ1⋄6∗. Приведите пример нетривиального неразложимого представления конечной груп-
пы с ненулевым пространством инвариантов.

АЛ1⋄7. Свяжем с матрицей 𝐴 ∈ Mat𝑛(𝐾), где 𝐾 — любое коммутативное кольцо, линейные
отображения 𝐿𝐴,𝑅𝐴, ad𝐴,Ad𝐴 ∶ Mat𝑛(𝐾) → Mat𝑛(𝐾), заданные правилами а) 𝐿𝐴(𝑋) = 𝐴𝑋
б) 𝑅𝐴(𝑋) = 𝑋𝐴 в) ad𝐴(𝑋) = 𝐴𝑋 − 𝑋𝐴 г) Ad𝐴(𝑋) = 𝐴𝑋𝐴−1 (тут предполагается, что в 𝐾 есть
единица, и матрица 𝐴 обратима). Найдите их следы и определители.

АЛ1⋄8. Те же вопросы про линейные эндоморфизмы, которые матрица 𝐴 задаёт на про-
странстве а) грассмановых б) обычных однородных многочленов степени 2 от строки
переменных 𝜉 = (𝜉1, … , 𝜉𝑛) по правилу 𝑓(𝜉) ↦ 𝑓(𝜉𝐴).

АЛ1⋄9 (характеры). Для линейного представления 𝜚∶ 𝐺 → End(𝑉) группы 𝐺 на простран-
стве 𝑉, переводящего каждый элемент 𝑔 ∈ 𝐺 в линейный оператор 𝜚𝑔 ∶ 𝑉 → 𝑉 так, что
𝜚𝑔ℎ = 𝜚𝑔 ∘ 𝜚ℎ, функция 𝜒𝜚 ∶ 𝐺 → 𝕜, 𝑔 ↦ tr 𝜚𝑔, называется характером представления 𝜚.
Выразите через характеры 𝜒𝜈 и 𝜒𝜇 представлений 𝜈∶ 𝐺 → End(𝑈) и 𝜇∶ 𝐺 → End(𝑊) ха-
рактеры естественно возникающих представлений группы 𝐺 в пространствах а) 𝑈 ⊕ 𝑊,
𝑔∶ (𝑢,𝑤) ↦ (𝜈𝑔𝑢, 𝜇𝑔𝑤) б) 𝑈 ⊗ 𝑊, 𝑔∶ 𝑢 ⊗ 𝑤 ↦ 𝜈𝑔𝑢 ⊗ 𝜇𝑔𝑤 в) 𝑈∗, 𝑔 ↦ 𝜈∗

𝑔−1 г) Hom(𝑈,𝑊),
𝑔∶ 𝜑 ↦ 𝜇𝑔 ∘ 𝜑 ∘ 𝜈−1

𝑔 д) 𝛬𝑛𝑈, 𝑔 ↦ 𝛬𝑛𝜈𝑔 е) 𝑆𝑛𝑈, 𝑔 ↦ 𝑆𝑛𝜈𝑔.
АЛ1⋄10. В условиях предыдущей задачи покажите, что

а) 𝜒𝑆2𝑈(𝑔) = (𝜒2𝑈(𝑔) + 𝜒𝑈(𝑔2))∕2 б) 𝜒𝛬2𝑈(𝑔) = (𝜒2𝑈(𝑔) − 𝜒𝑈(𝑔2))∕2.
АЛ1⋄11. Пусть конечная группа 𝐺 действует на координатном пространстве 𝕜𝑛 перестанов-
ками стандартных базисных векторов. Покажите, что значение характера этого представ-
ления на элементе 𝑔 ∈ 𝐺 равно числу неподвижных точек перестановки 𝑔.

1Т. е. у каждого ненулевого элемента 𝑎 есть двусторонний обратный 𝑎−1: 𝑎𝑎−1 = 𝑎−1𝑎 = 1.
2Т. е. распадается как векторное пространство над 𝕜 в прямую сумму инвариантных относительно левого

умножения на все элементы алгебры неприводимых подпространств.


