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Индуцированные представления

АС5⋄1. Разложите на неприводимые представление симметрической группы 𝑆4, индуциро-
ванное одномерными представлениями а) 4-цикла умножением на 𝑖 ∈ ℂ б) 3-цикла
умножением на 𝜔 = 𝑒2𝜋𝑖∕3 ∈ ℂ.

АС5⋄2. Вложим аддитивную абелеву группу ℤ∕(𝑝) в качестве подгруппы сдвигов в группу 𝐺
аффинных преобразований 𝑥 ↦ 𝑎𝑥 + 𝑏 прямой 𝔸1(𝔽𝑝). Покажите, что одномерное ком-
плексное представление группы ℤ∕(𝑝) с характером 𝜒∶ [𝑛]𝑝 ↦ 𝑒2𝜋𝑖𝑛∕𝑝 индуцирует непри-
водимое (𝑝 − 1)-мерное представление группы 𝐺 в пространстве функций 𝔸1(𝔽𝑝) → ℂ с
нулевой суммой значений.

АС5⋄3 (формула проекции). Докажите, что ind(𝑈⊗res𝑊) ≃ ind(𝑈)⊗𝑊 для любых представ-
лений 𝑊 и 𝑈 группы 𝐺 и её подгруппы 𝐻 соответственно.

АС5⋄4. Пусть конечная группа 𝐺 имеет (автоматически нормальную) подгруппу 𝐻 индек-
са 2. Обозначим через sgn∶ 𝐺 → ±1 композицию эпиморфизма 𝐺 ↠ 𝐺∕𝐻 и нетривиаль-
ного одномерного представления группы 𝐺 ∕𝐻 ≃ ℤ∕ (2), а для каждого представления
𝜚∶ 𝐻 → GL(𝑉) обозначим через 𝜚′ = 𝜚 ∘ Ad𝑔 его композицию с автоморфизм сопряжения
Ad𝑔 ∶ 𝐻 ⥲ 𝐻, ℎ ↦ 𝑔ℎ𝑔−1, каким-нибудь элементом 𝑔 ∈ 𝐺 −𝐻 и будем называть представ-
ление 𝜚′ сопряжённым к 𝜚. Покажите, что
а) с точностью до изоморфизма представление 𝜚′ не зависит от выбора 𝑔 ∈ 𝐺 −𝐻
б) для каждого неприводимого представления 𝑊 группы 𝐺 имеется следующая аль-
тернатива: либо 𝑊 ≃ 𝑊 ⊗ sgn, и его ограничение res𝐺𝐻𝑊 ≃ 𝑉 ⊕ 𝑉′ является сум-
мой двух сопряжённых неприводимых представлений 𝑉, 𝑉′ подгруппы 𝐻, причём
ind𝐺𝐻 𝑉 ≃ ind𝐺𝐻 𝑉′ ≃ 𝑊, либо 𝑊 ≄ 𝑊 ⊗ sgn, ограничение 𝑉 = res𝐺𝐻𝑊 неприводимо и
изоморфно своему сопряжённому, а ind𝐺𝐻 𝑉 ≃ 𝑊 ⊕ (𝑊 ⊗ sgn)

в) каждое неприводимое представление подгруппы 𝐻 является либо ограничением, ли-
бо одним из двух сопряжённых друг другу неприводимых прямых слагаемых в огра-
ничении некоторого неприводимого представления группы 𝐺 на 𝐻

г) каждое неприводимое представление группы 𝐺 либо индуцировано неприводимым
представлением подгруппы 𝐻, либо является одним из двух отличающихся друг от
друга тензорным умножением на sgn неприводимых прямых слагаемых представле-
ния, индуцированного неприводимым представлением подгруппы 𝐻

д) число тех классов сопряжённости группы𝐻, которые остаются таковыми и в группе 𝐺,
равно числу классов сопряжённости группы 𝐺, не содержащихся в 𝐻.

АС5⋄5. Посмотрите, как результаты предыдущей задачи соотносятся с представлениями
групп а) 𝐷𝑛 и ℤ∕(𝑛) б) 𝑆3 и 𝐴3 в) 𝑆4 и 𝐴4 г∗) 𝑆5 и 𝐴5.

АС5⋄6. Покажите, что представление группы 𝑆𝑛 левыми умножениями в левом идеале1
ℂ[𝑆𝑛] 𝑟𝑇 индуцировано с тривиального представления подгруппы 𝑅𝑇 ⊂ 𝑆𝑛, а в левом иде-
але ℂ𝑆𝑛 𝑐𝑇 — со знакового представления подгруппы 𝐶𝑇 ⊂ 𝑆𝑛.

АС5⋄7. Покажите, что идеал ℂ[𝑆𝑛] 𝑠𝑇, вообще говоря, не содержится в идеале ℂ[𝑆𝑛] 𝑟𝑇.
АС5⋄8. Укажите, каким модулям Шпехта 𝑆𝜆 изоморфны перечисленные на предыдущих се-
минарах геометрически заданные неприводимые представления групп: а) 𝑆3 б) 𝑆4 в∗) 𝑆5.

1Напомню, что с каждым заполнением 𝑇 клеток диаграммы Юнга 𝜆 не повторяющимися числами от 1
до 𝑛 = |𝜆| связаны строчная подгруппа 𝑅𝑇 ⊂ 𝑆𝑛, состоящая из всех перестановок, переводящих элементы каждой
строки заполнения 𝑇 в элементы из той же самой строки, и столбцовая подгруппа 𝐶𝑇 ⊂ 𝑆𝑛, состоящая из всех
перестановок, переводящих элементы каждого столбца заполнения 𝑇 в элементы из того же самого столбца, а
также симметризаторы Юнга 𝑟𝑇 = ∑𝜎∈𝑅𝑇

𝜎, 𝑐𝑇 = ∑𝜎∈𝐶𝑇 sgn(𝜎)𝜎 и 𝑠𝑇 = 𝑟𝑇𝑐𝑇, лежащие в групповой алгебре ℤ𝑆𝑛.


