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§1. Целые, алгебраические и трансцендентные элементы

Всюду этом курсе слово «кольцо» по умолчанию означает коммутативное кольцо с единицей1,
а «𝕜-алгебра» — коммутативную ассоциативную алгебру2 с единицей над полем 𝕜.

1.1. Расширения колец. Пусть кольцо 𝐴 является подкольцом кольца 𝐵, и у этих колец общая
единица. Мы будем называть такую пару 𝐴 ⊂ 𝐵 расширением колец. Например, полеℚ является
расширением кольца ℤ ⊂ ℚ. Из всякого кольца 𝐴 можно изготовить кольцо многочленов3 𝐴[𝑥],
куда 𝐴 вложено в качестве подкольца констант (многочленов нулевой степени и нулевого мно-
гочлена). Таким образом, кольцо𝐴[𝑥] является расширением кольца𝐴. Для любого многочлена
𝑓 ∈ 𝐴[𝑥] можно построить кольцо 𝐴[𝑥]∕(𝑓) вычетов по модулю4 𝑓. Если старший коэффициент
многочлена 𝑓 не делит нуль в кольце 𝐴, то для любого многочлена 𝑔 ∈ 𝐴[𝑥] старший коэффици-
ент произведения 𝑓𝑔 равен произведению старших коэффициентов многочленов 𝑓 и 𝑔, откуда
deg(𝑓𝑔) = deg 𝑓 + deg𝑔. В этом случае степени всех ненулевых многочленов из идеала (𝑓) не
меньше, чем у 𝑓, и если deg 𝑓 > 0, то никакие две различные константы не сравнимы по моду-
лю 𝑓. Таким образом, для отличного от константы многочлена 𝑓 ∈ 𝐴[𝑥], старший коэффициент
которого не является делителем нуля в 𝐴, кольцо 𝐴 вкладывается в кольцо вычетов 𝐴[𝑥]∕(𝑓) в
качестве классов констант, т. е. кольцо 𝐴[𝑥]∕(𝑓) является расширением кольца 𝐴.

Упражнение 1.1. Опишите факторкольца 𝐴[𝑥]∕(𝑓) для а) 𝐴 = ℤ∕(6), 𝑓 = 3𝑥2 б) 𝐴 = ℤ∕(6),
𝑓 = 2𝑥3 + 1 в) 𝐴 = ℤ, 𝑓 = 5𝑥 − 1 и выясните, вкладывается ли в них кольцо 𝐴 по правилу
𝑎 ↦ [𝑎]𝑓.

Расширения вида 𝐴 ⊂ 𝐴[𝑥] ∕ (𝑓), где 𝑓 ∈ 𝐴[𝑥] — приведённый5 многочлен, называются
примитивными. Примитивное расширение 𝐵 = 𝐴[𝑥]∕(𝑓) кольца 𝐴 замечательно тем, что мно-
гочлен 𝑓 имеет в кольце 𝐵 корень. А именно, класс 𝜗 = [𝑥]𝑓 одночлена 𝑥 по модулю многочле-
на 𝑓 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + … + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 таков, что

𝑓(𝜗) = 𝑎0 + 𝑎1[𝑥]𝑓 + … + 𝑎𝑛−1[𝑥]𝑛−1
𝑓 = [𝑎0 + 𝑎1𝑥 + … + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1]𝑓 = [𝑓]𝑓 = 0 .

В частности, многочлен 𝑓 делится в кольце 𝐵[𝑥] на линейный двучлен 𝑥 − 𝜗.

Упражнение 1.2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐴[𝑥] — приведённый многочлен положительной степени. Убеди-
тесь, что каждый многочлен 𝑔 ∈ 𝐴[𝑥] однозначно представляется в виде 𝑔 = 𝑓ℎ + 𝑟, где
ℎ, 𝑟 ∈ 𝐴[𝑥] и deg 𝑟 < deg 𝑓.

Из упражнения вытекает, что в каждом классе [𝑔]𝑓 = 𝑔 + (𝑓) имеется единственный предста-
витель 𝑟 ∈ [𝑔]𝑓 степени deg 𝑟 < deg 𝑓. Поэтому каждый элемент примитивного расширения
𝐵 = 𝐴[𝑥]∕(𝑓) однозначно записывается в виде

[𝑎0 + 𝑎1𝑥 + … + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1]𝑓 = 𝑎0 + 𝑎1𝜗 + … + 𝑎𝑛−1𝜗𝑛−1 , где 𝜗 = [𝑥]𝑓, 𝑎𝑖 ∈ 𝐴, 𝑛 = deg 𝑓 .

Элементы 𝑎0 + 𝑎1𝜗 + … + 𝑎𝑛−1𝜗𝑛−1 ∈ 𝐵 складываются и перемножаются по стандартным пра-
вилам раскрытия скобок и приведения подобных слагаемых с учётом соотношения 𝑓(𝜗) = 0.

1См. раздел 1.1 на с. 22 лекций [Алг 1].
2См. Пример 4.5 на с. 72 лекций [Алг 1].
3См. раздел 2.1 на с. 38 лекций [Алг 1].
4Ср. с разделом 2.3.1 на с. 44 лекций [Алг 1].
5Т. е. со старшим коэффициентом 1.
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4 §1 Целые, алгебраические и трансцендентные элементы

По этой причине кольцо 𝐵 = 𝐴[𝑥]∕(𝑓) иногда обозначают «𝐴[𝜗], где 𝑓(𝜗) = 0». Например, рас-

ширение ℚ[𝑥]∕(𝑥2 − 5) поля ℚ обычно обозначают ℚ[√5], где √5 — это класс переменной 𝑥
по модулю многочлена 𝑥2 − 5. Он удовлетворяет равенству √5 ⋅ √5 = 5 (проверьте!), а всё

кольцоℚ[√5] состоит из элементов вида 𝑎+𝑏√5 с 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ, которые складываются и перемно-

жаются по обычным правилам раскрытия скобок с учётом соотношения √5 ⋅ √5 = 5:

(𝑎 + 𝑏√5) + (𝑐 + 𝑑√5) = (𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)√5

(𝑎 + 𝑏√5)(𝑐 + 𝑑√5) = (𝑎𝑐 + 5𝑏𝑑) + (𝑐𝑏 + 𝑎𝑑)√5 .

Упражнение 1.3. Проверьте, что кольцо ℚ[√5] является полем.

Лемма 1.1

Для любого кольца 𝐴 и любого приведённого многочлена 𝑓 ∈ 𝐴[𝑥] положительной степени
существует такое расширение колец 𝐴 ⊂ 𝐵, что многочлен 𝑓 раскладывается в 𝐵[𝑥] в произве-
дение deg 𝑓 приведённых линейных множителей (не обязательно различных), причём кольцо𝐵
можно получить из 𝐴 конечным числом последовательных примитивных расширений.

Доказательство. Индукция по deg 𝑓. Если deg 𝑓 = 1, то доказывать нечего. Если deg 𝑓 > 1,
то 𝑓 имеет корень 𝜗 = [𝑥]𝑓 в примитивном расширении 𝐶 = 𝐴[𝑥] ∕ (𝑓) ⊃ 𝐴, и в кольце 𝐶[𝑥]
многочлен 𝑓 раскладывается в произведение 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝜗) 𝑓1(𝑥), где 𝑓1 ∈ 𝐶[𝑥] тоже приведён
и deg 𝑓1 = deg 𝑓 − 1. По индукции, существует такое расширение 𝐶 ⊂ 𝐵, получающееся из 𝐶
последовательными примитивными расширениями, что многочлен 𝑓1 является в 𝐵[𝑥] произве-
дением deg 𝑓1 линейных приведённых двучленов. □

1.2. Целые элементы. Покажем, что следующие три свойства элемента 𝑏 ∈ 𝐵 в расширении
колец 𝐴 ⊂ 𝐵 эквивалентны друг другу:

(1) 𝑏 является корнем приведённого многочлена из 𝐴[𝑥]

(2) 𝐴-линейная оболочка всех целых неотрицательных степеней 𝑏𝑚 линейно порождается
над 𝐴 конечным числом элементов

(3) существует такой конечно порождённый 𝐴-подмодуль 𝑀 ⊂ 𝐵, что 𝑏𝑀 ⊂ 𝑀 и 𝑀 не анну-
лируется умножением ни на какой ненулевой элемент1 из 𝐵.

Элементы 𝑏 ∈ 𝐵, обладающие этими свойствами, называются целыми над 𝐴.

В самом деле, свойство (1) равносильно тому, что некоторая степень элемента 𝑏 линейно
выражается через меньшие степени с коэффициентами из 𝐴, т. е.

𝑏𝑚 = 𝑎1 𝑏𝑚−1 + … + 𝑎𝑚−1 𝑏 + 𝑎𝑚

для некоторых 𝑚 ∈ ℕ и 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ 𝐴, откуда сразу следует свойство (2). Если выполнено
свойство (2), то 𝐴-линейная оболочка всех целых неотрицательных степеней элемента 𝑏 удо-
влетворяет свойству (3), поскольку конечно порождена и содержит единицу 𝑏0 = 1. Ну а если

1Такие модули называются 𝐵-точными (по-английски faithful).



1.2. Целые элементы 5

выполняется свойство (3), и элементы 𝑒1, … , 𝑒𝑚 ∈ 𝑀 линейно порождают 𝑀, то 𝐴-линейный
оператор умножения на 𝑏: 𝑀 → 𝑀, 𝑚 ↦ 𝑏𝑚, действует на эти образующие по правилу

(𝑏𝑒1, 𝑏𝑒2, … , 𝑏𝑒𝑚) = (𝑒1, … , 𝑒𝑚) ⋅ 𝑌 , (1-1)

где 𝑌 ∈ Mat𝑚(𝐴) — квадратная матрица с элементами из 𝐴. Из тождества det𝑋 ⋅ 𝐸 = 𝑋 ⋅ 𝑋∨,
где 𝑋 — произвольная квадратная матрица, 𝐸 — единичная матрица того же размера, а 𝑋∨ —
присоединённая к 𝑋 матрица1, вытекает, что образ оператора умножения на det𝑋 содержится
в линейной оболочке столбцов матрицы 𝑋. Поэтому модуль det(𝑏𝐸 − 𝑌)𝑀 содержится в линей-
ной оболочке векторов (𝑒1, … , 𝑒𝑚) ⋅ (𝑏𝐸 − 𝑌), нулевой в силу соотношения (1-1). Из равенства
det(𝑏𝐸 − 𝑌)𝑀 = 0 и 𝐵-точности модуля 𝑀 вытекает, что det(𝑏𝐸 − 𝑌) = 0. Так как все элементы
матрицы 𝑌 лежат в 𝐴, её характеристический многочлен 𝜒𝑌(𝑥) = det(𝑥𝐸 − 𝑌) лежит в 𝐴[𝑥]. Он
приведён, и 𝑏 является его корнем.

Определение 1.1 (целое замыкание)

Множество всех целых над 𝐴 элементов кольца 𝐵 ⊃ 𝐴 называется целым замыканием подколь-
ца 𝐴 в 𝐵. Если оно совпадает с 𝐴, кольцо 𝐴 называется целозамкнутым в 𝐵. Если оно совпадает
с 𝐵, кольцо 𝐵 называется целым расширением кольца 𝐴 или целой 𝐴-алгеброй.

Пример 1.1 (целозамкнутость факториального кольца в поле частных)

Покажем, что каждое факториальное2 кольцо 𝐴 целозамкнуто в своём поле частных3 𝑄𝐴 ⊃ 𝐴.
Если многочлен 𝑎0𝑡𝑚 + … + 𝑎𝑚−1𝑡 + 𝑎𝑚 ∈ 𝐴[𝑡] аннулирует дробь 𝑝∕𝑞 ∈ 𝑄𝐴 с нод(𝑝, 𝑞) = 1, то
𝑎0𝑝𝑚 + 𝑎1𝑞𝑝𝑚−1 + … + 𝑎𝑚−1𝑞𝑚−1𝑝 + 𝑎𝑚𝑞𝑚 = 0, откуда 𝑞 ∣ 𝑎0, и если 𝑎0 = 1, то 𝑞 обратим,
и 𝑝∕𝑞 ∈ 𝐴. В частности, кольцо ℤ целозамкнуто в поле ℚ, а кольцо 𝕜[𝑥], где 𝕜 — любое поле,
целозамкнуто в поле 𝕜(𝑥).

Пример 1.2 (инварианты действия конечной группы)

Если конечная группа 𝐺 действует на кольце 𝐵 кольцевыми автоморфизмами, то 𝐵 цело над
подкольцом инвариантов 𝐵𝐺 ≝ {𝑎 ∈ 𝐵 | 𝑔𝑎 = 𝑎 ∀𝑔 ∈ 𝐺 }, поскольку каждый элемент 𝑏 ∈ 𝐵
является корнем приведённого многочлена 𝐵(𝑡) = ∏𝛽∈𝐺𝑏(𝑡 − 𝛽), где произведение берётся по
всем различным элементам 𝛽 из 𝐺-орбиты 𝐺𝑏 элемента 𝑏, и коэффициенты этого многочлена,
будучи симметрическими многочленами от элементов 𝐺-орбиты, 𝐺-инвариантны.

Предложение 1.1

Целое замыкание любого подкольца 𝐴 ⊂ 𝐵 является подкольцом в 𝐵. В любом расширении
колец 𝐶 ⊃ 𝐵 всякий элемент 𝑐 ∈ 𝐶, целый над целым замыканием 𝐴 в 𝐵, цел и над 𝐴.

Доказательство. Если элементы 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐵 таковы, что

𝑝𝑚 = 𝑥1 𝑝𝑚−1 + ⋯ + 𝑥𝑚−1 𝑝 + 𝑥𝑚 и 𝑞𝑛 = 𝑦1 𝑞𝑛−1 + ⋯ + 𝑦𝑛−1 𝑞 + 𝑦𝑛

для некоторых 𝑥𝜈, 𝑦𝜇 ∈ 𝐴, то произведения 𝑝𝑖𝑞𝑗 с 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚 − 1 и 0 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 − 1 порождают
𝐴-модуль, который выдерживает умножение и на 𝑝, и на 𝑞, а значит, и на 𝑝 + 𝑞, и на 𝑝𝑞. По-
скольку он содержит единицу, его нельзя аннулировать умножением ни на какой элемент из 𝐵.

1Т. е. транспонированная к матрице алгебраических дополнений элементов матрицы𝑋, см. раздел 8.4
на с. 138 лекций [Алг 1].

2См. раздел 4.4 на с. 74 лекций [Алг 1].
3См. раздел 3.1 на с. 55 лекций [Алг 1].
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Аналогично, если 𝑧𝑟0 = 𝑧1𝑧𝑟−1
0 + ⋯ + 𝑧𝑟−1𝑧0 + 𝑧𝑟, где каждый 𝑧𝑘 с 𝑘 > 0 удовлетворяет равенству

𝑧𝑚𝑘
𝑘 = 𝑎𝑘,1 𝑧

𝑚𝑘−1
𝑘 + ⋯ + 𝑎𝑘,𝑚𝑘−1 𝑧𝑘 + 𝑎𝑘,𝑚𝑘

для некоторых 𝑎𝑘,𝓁 ∈ 𝐴, то умножение на элемент 𝑧0 переводит в себя 𝐴-линейную оболочку

всех произведений 𝑧𝑗00 𝑧𝑗11 ⋯ 𝑧𝑗𝑟𝑟 , где 0 ⩽ 𝑗0 ⩽ 𝑟 − 1 и 0 ⩽ 𝑗𝑘 ⩽ 𝑚𝑘 − 1 при 𝑘 > 0. □

Следствие 1.1 (лемма Гаусса – Кронекера – Дедекинда)

Для любого расширения колец 𝐴 ⊂ 𝐵 и произвольных приведённых многочленов 𝑓,𝑔 ∈ 𝐵[𝑥]
положительной степени все коэффициенты произведения 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) целы над 𝐴 если и только
если все коэффициенты обоих многочленов 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) целы над 𝐴.

Доказательство. Если коэффициенты многочленов 𝑓 и 𝑔 целы над 𝐴, то коэффициенты их про-
изведения ℎ = 𝑓𝑔 тоже целы над 𝐴, поскольку целые элементы образуют кольцо. Чтобы пока-
зать обратное, рассмотрим какое-нибудь кольцо 𝐶 ⊃ 𝐵, над которым 𝑓 и 𝑔 полностью разлага-
ются на линейные множители1, т. е. 𝑓(𝑥) = ∏(𝑥 − 𝛼𝜈) и 𝑔(𝑥) = ∏(𝑥 − 𝛽𝜇) в 𝐶[𝑥] для некоторых
𝛼𝜈,𝛽𝜇 ∈ 𝐶. Если все коэффициенты многочлена ℎ(𝑥) = ∏(𝑥 − 𝛼𝜈) ∏(𝑥 − 𝛽𝜇) целы над 𝐴, то
все его корни 𝛼𝜈 и 𝛽𝜇 целы над целым замыканием 𝐴 в 𝐶, а значит, и над самим 𝐴. Поскольку
коэффициенты многочленов 𝑓 и 𝑔 являются многочленами от 𝛼𝜈 и 𝛽𝜇, они тоже целы над 𝐴. □

Предложение 1.2

Пусть кольцо 𝐵 цело над подкольцом 𝐴 ⊂ 𝐵. Если 𝐵 — поле, то 𝐴 также является полем. Наобо-
рот, если 𝐴 — поле, и в 𝐵 нет делителей нуля, то 𝐵 — поле.

Доказательство. Если 𝐵 — поле, целое над 𝐴, то обратный к произвольному ненулевому 𝑎 ∈ 𝐴
элемент 𝑎−1 ∈ 𝐵 удовлетворяет уравнению 𝑎−𝑚 = 𝛼1 𝑎1−𝑚 + ⋯ + 𝛼𝑚−1 𝑎−1 + 𝛼0, где 𝛼𝜈 ∈ 𝐴.
Умножая обе части на 𝑎𝑚−1, заключаем, что 𝑎−1 = 𝛼1 + ⋯ + 𝛼𝑚−1 𝑎𝑚−2 + 𝛼0 𝑎𝑚−1 ∈ 𝐴.

Обратно, если 𝐴 — поле, и 𝐵 — целая 𝐴-алгебра, то все неотрицательные целые степени 𝑏𝑖
любого ненулевого элемента 𝑏 ∈ 𝐵 порождают конечномерное векторное пространство 𝑉 над
полем 𝐴. Если в 𝐵 нет делителей нуля, то линейный оператор 𝑏∶ 𝑉 → 𝑉, 𝑥 ↦ 𝑏𝑥, сюрьективен,
так как имеет нулевое ядро. Обратный к 𝑏 элемент 𝑏−1 является прообразом единицы 1 ∈ 𝑉. □

Пример 1.3 (целые алгебраические числа)

Пусть поле 𝐾 ⊃ ℚ конечномерно как векторное пространство над ℚ. Элементы таких полей
называются алгебраическими числами. По предл. 1.1 целые над ℤ алгебраические числа образу-
ют в поле 𝐾 подкольцо. Оно называется кольцом целых поля 𝐾 и обозначается 𝒪𝐾. Если число
𝜗 ∈ 𝒪𝐾 является корнем приведённого многочлена 𝑓 ∈ ℤ[𝑥], то 𝑓 делится в ℚ[𝑥] на мини-
мальный многочлен2 𝜇𝜗 ∈ ℚ[𝑥] числа 𝜗 над ℚ. По сл. 1.1 коэффициенты многочлена 𝜇𝜗 целы
над ℤ, а поскольку ℤ целозамкнуто в ℚ, они лежат в ℤ. Мы заключаем, что минимальный над
полем ℚ многочлен целого алгебраического числа имеет целые коэффициенты. Характеристи-
ческий многочлен3 𝜒𝜗 ∈ ℚ[𝑥] оператора умножения 𝜗: 𝐾 → 𝐾, 𝑥 ↦ 𝜗𝑥, на алгебраическое
число 𝜗 ∈ 𝐾 имеет в поле ℂ те же корни, что и минимальный многочлен4 𝜇𝜗. Если 𝜗 ∈ 𝒪𝐾, то

1См. лем. 1.1 на стр. 4.
2Т. е. приведённый многочлен наименьшей степени с коэффициентами в ℚ, зануляющийся на эле-

менте 𝜗, см. раздел 5.7.2 на с. 72 лекций [Гео 1] или n∘ 1.3 на стр. 8 ниже.
3См. раздел 9.1.4 на с. 146 лекций [Алг 1].
4См. разделы 9.1.4-9.1.5 на с. 146-147 лекций [Алг 1].
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𝜇𝜗 ∈ ℤ[𝑥], и стало быть, все эти корни целы над ℤ. Поэтому все коэффициенты характеристиче-
ского многочлена целого алгебраического числа целы надℤи, будучи рациональными числами,
лежат в ℤ. В частности определитель det𝜗 и след tr𝜗 оператора умножения на целое алгебра-
ическое число 𝜗 ∈ 𝒪𝐾 лежат в ℤ. Они называются нормой и следом алгебраического числа 𝜗 и
обозначаются 𝑁(𝜗) ≝ det𝜗 и Sp(𝜗) ≝ tr𝜗.

Поскольку целые неотрицательные степени 𝜉𝑚 любого числа 𝜉 ∈ 𝐾 линейно зависимы
над ℚ, каждое алгебраическое число 𝜉 удовлетворяет уравнению 𝑎0𝜉𝑛 + … + 𝑎𝑛−1𝜉 + 𝑎𝑛 = 0 с
коэффициентами 𝑎𝑖 ∈ ℤ. Так как число 𝜁 = 𝑎0𝜉 удовлетворяет уравнению

𝜁𝑛 + 𝑎1𝜁𝑛−1 + 𝑎0𝑎2𝜁𝑛−2 + … + 𝑎𝑛−1
0 𝑎𝑛 = 0 ,

оно цело над ℤ, т. е. подходящее целое кратное любого алгебраического числа цело над ℤ. Мы
заключаем, что каждое конечномерное надℚполе𝐾 ⊃ ℚ является полем частных своего кольца
целых 𝒪𝐾, и для любого базиса 𝑒1, … , 𝑒𝑑 поля𝐾 как векторного пространства надℚ существует
такое 𝑛 ∈ ℕ, что все 𝑛𝑒𝑖 ∈ 𝒪𝐾. Таким образом, поле 𝐾 имеет базис из целых алгебраических
чисел.

Целые алгебраические числа образуют модуль над кольцом ℤ. Покажем, что он изомор-
фенℤ𝑛, где𝑛 = dimℚ 𝐾. Для этого рассмотрим билинейную форму следа sp∶ 𝐾×𝐾 → ℚ, значение
которой на элементах 𝜉,𝜗 ∈ 𝐾 равно следу tr(𝜉𝜗) оператора умножения на 𝜉𝜗:𝐾 → 𝐾, 𝑥 ↦ 𝜉𝜗𝑥.

Упражнение 1.4. Убедитесь, что форма sp симметрична и невырождена1.

Пусть целые элементы 𝑒1, … , 𝑒𝑛 ∈ 𝒪𝐾 образуют базис поля 𝐾 над ℚ, а 𝑒×
1 , … , 𝑒×

𝑛 ∈ 𝐾 — двой-
ственный к нему базис относительно формы следа2. Произвольный элемент 𝜗 ∈ 𝐾 расклады-
вается по второму базису как�[формулой]13.2175 𝜗 = ∑𝑛

𝑖+1 sp(𝑒𝑖,𝜗)𝑒×
𝑖 . Так как 𝑒𝑖 ∈ 𝒪𝐾 и для

любого 𝜗 ∈ 𝒪𝐾 след произведения 𝜗𝑒𝑖 ∈ 𝒪𝐾 лежит в ℤ, мы заключаем, что 𝒪𝐾 содержится в
свободном ℤ-модуле с базисом 𝑒×

1 , … , 𝑒×
𝑛. Поэтому он своден и имеет ранг не выше 𝑛. А так как

векторы 𝑒1, … , 𝑒𝑛 ∈ 𝒪𝐾 линейно независимы над ℚ, а значит, и над ℤ, ранг rkℤ 𝒪𝐾 = 𝑛.

Обратите внимание, что всякий базис модуля𝒪𝐾 надℤ одновременно является базисом век-
торного пространства𝐾 надℚ, и умножение на любой элемент 𝜗 ∈ 𝒪𝐾 записывается в этом ба-
зисе целочисленной матрицей. Именно так целые алгебраические числа и были впервые опре-
делены Дедекиндом в XIX веке: как числа 𝜗 ∈ 𝐾, умножение на которые записывается целочис-
ленной матрицей в подходящем базисе поля 𝐾 над ℚ.

Пример 1.4 (целые квадратичные иррациональности)

Расширение 𝐾 ⊃ ℚ называется квадратичным, если 𝐾 двумерно как векторное пространство
надℚ. В этом случае для любого 𝜁 ∈ 𝐾 −ℚ числа 1 и 𝜁 образуют базис𝐾 надℚ, и 𝜁2 = 𝑏𝜁+ 𝑐 для
некоторых 𝑏, 𝑐 ∈ ℚ, откуда 𝜁 = 𝑥 + 𝑦√𝑑 для подходящих 𝑥, 𝑦 ∈ ℚ и свободного от квадратов3

целого 𝑑. Поэтому 𝐾 = ℚ[√𝑑] = ℚ[𝑥]∕(𝑥2 − 𝑑). Таким образом, каждое квадратичное расши-
рение получается присоединением к ℚ квадратного корня из свободного от квадратов целого
числа.

Упражнение 1.5. Покажите, что ℚ[√𝑑1] ≄ ℚ[√𝑑2] для свободных от квадратов 𝑑1 ≠ 𝑑2.

1См. раздел 13.2 на с. 173 лекций [Гео 1].
2Это означает, что sp(𝑒𝑖, 𝑒×

𝑗 ) = 𝛿𝑖𝑗, см. раздел 13.2.1 на с. 175 лекций [Гео 1].
3Целое число называется свободным от квадратов, если оно отлично от нуля и единицы и не делится

на отличные от единицы целые квадраты.
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Пусть число 𝜉 = 𝑎+𝑏√𝑑, где 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ, цело надℤ. Обозначим через 𝑠 = Sp(𝜉) = tr 𝜉 и𝑛 = 𝑁(𝜉) =
det 𝜉 его след и норму, т. е. след и определитель оператора умножения на 𝜉 в поле𝐾 = ℚ[√𝑑]. В

прим. 1.3 выше мы видели, что 𝑡, 𝑛 ∈ ℤ. В базисе 1, √𝑑 умножение на 𝜉 имеет матрицу

(
𝑎 𝑑𝑏
𝑏 𝑎 ) .

Поэтому 𝑡 = 2𝑎 ∈ ℤ и 𝑛 = 𝑎2 − 𝑑𝑏2 = 𝑡2∕4− 𝑑𝑏2 ∈ ℤ. Полагая 𝑠 = 2𝑏, мы заключаем, что 𝑠 ∈ ℤ
и 𝑡2 − 𝑑𝑠2 ≡ 0 (mod 4) .

Если 𝑑 ≡ 1 (mod 4), то 𝑡2 ≡ 𝑠2 (mod 4), откуда 𝑡 ≡ 𝑠 (mod 2). Пусть 𝑠 = 𝑡 + 2𝑟, где 𝑟 ∈ ℤ.
Тогда 𝜉 = 𝑡 + 𝑟(1 + √𝑑)∕2.

Упражнение 1.6. Убедитесь, что (1 + √𝑑)∕2 ∈ 𝒪𝐾 при 𝑑 ≡ 1 (mod 4).
Мы заключаем, что при 𝑑 ≡ 1 (mod 4) базис ℤ-модуля 𝒪𝐾 образуют 1 и (1+ √𝑑)∕2. В частности,

числа Кронекера, т. е. целые элементы поляℚ[√−3] = ℚ[𝜔]∕(𝜔2 +𝜔+ 1), исчерпываются цело-

численными линейными комбинациями вида 𝑎+𝑏𝜔, где𝜔 = (−1+ √−3)∕2— первообразный
комплексный кубический корень из единицы.

Если 𝑑 ≡ 2 (mod 4), то 𝑡2 ≡ 2𝑠2 (mod 4), а если 𝑑 ≡ 3 (mod 4), то 𝑡2+𝑠2 ≡ 0 (mod 4). В обоих
случаях числа 𝑡 и 𝑠 чётны, и 𝜉 = 𝑎 + 𝑏√𝑑 имеет 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ. Так как √𝑑 ∈ 𝑂𝐾, базис ℤ-модуля 𝒪𝐾
при 𝑑 ≡ 2, 3 (mod 4) составляют 1 и √𝑑. В частности, гауссовы числа, т. е. целые элементы поля
ℚ[√−1] = ℚ[𝑖] ∕ (𝑖2 + 1), исчерпываются целочисленными линейными комбинациями вида

𝑎 + 𝑏𝑖, где 𝑖 = √−1 — первообразный комплексный корень четвёртой степени из единицы.

1.3. Конечно порождённые алгебры над полем. Пусть 𝕜 — произвольное поле. Расширения
𝕜 ⊂ 𝐵, где 𝐵 — коммутативное кольцо, называются коммутативными 𝕜-алгебрами1. Такая 𝕜-
алгебра 𝐵 называется конечно порожденной, если существует эпиморфизм 𝕜-алгебр

𝜋∶ 𝕜[𝑥1, … , 𝑥𝑚] ↠ 𝐵 .

В этом случае образы переменных 𝑏𝑖 = 𝜋(𝑥𝑖) ∈ 𝐵 называются образующими алгебры 𝐵, а ядро
ker𝜋 ⊂ 𝕜[𝑥1, … , 𝑥𝑚] называется идеалом соотношений между ними. Элемент 𝑏 ∈ 𝐵 цел над
полем 𝕜 если и только если гомоморфизм вычисления ev𝑏 ∶ 𝕜[𝑥] → 𝐵, 𝑓 ↦ 𝑓(𝑏), имеет нену-
левое ядро, т. е. 𝑓(𝑏) = 0 для какого-нибудь ненулевого 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥]. Такие элементы 𝑏 обычно
называют алгебраическими над 𝕜. Поскольку все идеалы в 𝕜[𝑥] главные, ker(ev𝑏) = (𝜇𝑏), где об-
разующая 𝜇𝑏 ∈ 𝕜[𝑥] однозначно определяется алгебраическим элементом 𝑏 как приведённый
многочлен наименьшей степени, аннулирующий 𝑏. Этот многочлен называется минимальным
многочленом элемента 𝑏 над 𝕜. Элемент 𝑏 ∈ 𝐵, не являющийся алгебраическим, называется
трансцендентным над 𝕜.

Обозначим через 𝕜[𝑏] = im ev𝑏 ⊂ 𝐵 наименьшую 𝕜-подалгебру в 𝐵, содержащую элемен-
ты 1 и 𝑏. Если 𝑏 трансцендентен, подалгебра 𝕜[𝑏] изоморфна кольцу многочленов 𝕜[𝑥]. В част-
ности, она бесконечномерна как векторное пространство над 𝕜 и не является полем. Если же 𝑏
алгебраичен, алгебра 𝕜[𝑏] ≃ 𝕜[𝑥]∕(𝜇𝑏) имеет размерность deg 𝜇𝑏 как векторное пространство
над 𝕜. Она является полем если и только если многочлен 𝜇𝑏 неприводим2 в 𝕜[𝑥].

Упражнение 1.7. Убедитесь, что следующие три свойства алгебраического над полем 𝕜 эле-
мента 𝑏 ∈ 𝐵 с минимальным многочленом 𝜇𝑏 ∈ 𝕜[𝑥] эквивалентны друг другу: а) 𝕜[𝑏]

1Иначе говоря, коммутативная𝕜-алгебра — это векторное пространство𝐵 над𝕜 с билинейным умно-
жением 𝐵 × 𝐵 → 𝐵, которое ассоциативно и коммутативно, см. раздел 5.2 на с. 90 лекций [Алг 1].

2См. предложение 2.5 на с. 45 лекций [Алг 1].

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/algebra-1/2526/lec_total.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/algebra-1/2526/lec_total.pdf
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является полем б) 𝕜[𝑏] не имеет делителей нуля в) 𝜇𝑏 неприводим в 𝕜[𝑥].

Теорема 1.1

Если конечно порождённая 𝕜-алгебра является полем, то все её элементы алгебраичны над 𝕜.

Доказательство. Пусть алгебра 𝐵 является полем и порождается над 𝕜 элементами 𝑏1, … , 𝑏𝑚.
Воспользуемся индукцией по 𝑚. Случай 𝑚 = 1 был разобран перед упр. 1.7 выше. Пусть 𝑚 > 1.
Если 𝑏𝑚 алгебраичен над 𝕜, то алгебра 𝕜[𝑏𝑚] является полем. Тогда по предположению индук-
ции поле 𝐵 алгебраично над 𝕜[𝑏𝑚], а значит и над 𝕜 по предл. 1.1 на стр. 5. Остаётся убедиться,
что образующая 𝑏𝑚 не может быть трансцендентна над 𝕜. Допустим противное. Тогда изомор-
физм 𝕜[𝑥] ⥲ 𝕜[𝑏𝑚] продолжается до изоморфизма поля рациональных функций 𝕜(𝑥) с наи-
меньшим содержащим элемент 𝑏𝑚 подполем 𝕜(𝑏𝑚) ⊂ 𝐵. По предположению индукции поле 𝐵
алгебраично над полем 𝕜(𝑏𝑚), т. е. каждая из образующих 𝑏1, … , 𝑏𝑚−1 удовлетворяет некото-
рому полиномиальному уравнению с коэффициентами из 𝕜(𝑏𝑚). Умножая эти уравнения на
подходящие многочлены от 𝑏𝑚, сделаем их коэффициенты лежащими в 𝕜[𝑏𝑚], а все старшие
коэффициенты — равными одному и тому же многочлену 𝑝(𝑏𝑚) ∈ 𝕜[𝑏𝑚]. Поле 𝐵 цело над по-
далгеброй 𝐹 ⊂ 𝐵, порождённой над 𝕜 элементами 𝑏𝑚 и 1∕𝑝(𝑏𝑚). По предл. 1.2 подалгебра 𝐹
является полем. Покажем, что элемент 1 + 𝑝(𝑏𝑚) ∈ 𝐹 не обратим в 𝐹. Пусть это не так, и

(1 + 𝑝(𝑏𝑚))𝑔(𝑏𝑚, 1∕𝑝(𝑏𝑚)) = 1 (1-2)

для некоторого многочлена 𝑔 ∈ 𝕜[𝑥1, 𝑥2]. Записывая рациональную функцию 𝑔(𝑥, 1∕𝑝(𝑥)) в
виде ℎ(𝑥)∕𝑝𝑘(𝑥), где ℎ ∈ 𝕜[𝑥] не делится в 𝕜[𝑥] на 𝑝, и умножая обе части (1-2) на 𝑝𝑘(𝑏𝑚), мы
получим на 𝑏𝑚 полиномиальное уравнение ℎ(𝑏𝑚) (1 + 𝑝(𝑏𝑚)) = 𝑝𝑘(𝑏𝑚). Оно нетривиально,
поскольку ℎ(1 + 𝑝) = ℎ + ℎ𝑝 не делится на 𝑝 в 𝕜[𝑥]. □

Пример 1.5 (конечные расширения полей)

Если 𝕜-алгебра 𝐴 конечномерна как векторное пространство над 𝕜, то каждый элемент 𝜉 ∈ 𝐴
алгебраичен1 над 𝕜, так как бесконечное множество целых неотрицательных степеней 𝜉𝑘 ли-
нейно зависимо. Поэтому алгебра 𝐴 цела2 над 𝕜. Если в ней нет делителей нуля, то 𝐴 является
полем по предл. 1.2 на стр. 6. Конечномерные как векторные пространства над 𝕜 поля 𝔽 ⊃ 𝕜
называются конечными расширениями поля𝕜. Размерность конечного расширения𝔽 поля𝕜 как
векторного пространства над𝕜называется степенью расширения𝔽 ⊃ 𝕜и обозначается deg𝔽∕𝕜
или [𝔽 ∶ 𝕜].

Упражнение 1.8. Пусть в башне расширений колей 𝕜 ⊂ 𝕂 ⊂ 𝔽 элементы 𝑓1, … , 𝑓𝑚 ∈ 𝔽 состав-
ляют базис𝔽 как векторного пространства над𝕂, а 𝑡1, … , 𝑡𝑛 ∈ 𝕂— базис𝕂 над𝕜. Покажи-
те, что 𝑚𝑛 произведений 𝑓𝑖𝑡𝑗 образуют базис 𝔽 над 𝕜, откуда deg𝔽∕𝕜 = deg𝔽∕𝕂 ⋅ deg𝕂∕𝕜.

Предложение 1.3

Всякое поле 𝔽, являющееся конечно порождённой алгеброй над подполем 𝕜 ⊂ 𝔽, является ко-
нечным расширением поля 𝕜.

1См. n∘ 1.3 на стр. 8.
2См. опр. 1.1 на стр. 5.
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Доказательство. Индукция по числу образующих. Если 𝔽 порождается над 𝕜 одним элемен-
том 𝑎, то 𝑎 алгебраичен, а 𝔽 = 𝕜[𝑥]∕(𝜇𝑎), где 𝜇𝑎 ∈ 𝕜[𝑥] — минимальный многочлен элемента 𝑎,
и размерность 𝔽 над 𝕜 равна deg 𝜇𝑎. Пусть 𝔽 порождается 𝑛 элементами 𝑎1, … , 𝑎𝑚. Посколь-
ку все элементы поля 𝔽 алгебраичны над 𝕜, поле 𝔽 цело над 𝕜, а значит и над подалгеброй
𝕃 = 𝕜[𝑎2, … , 𝑎𝑛] ⊂ 𝔽, порождённой над 𝕜 элементами 𝑎2, … , 𝑎𝑛. По предл. 1.2 на стр. 6 эта
подалгебра — поле. По индукции расширение 𝕜 ⊂ 𝕃 конечно. Так как 𝔽 порождается над 𝕃
одним элементом 𝑎1, расширение 𝕃 ⊂ 𝔽 тоже конечно. По упр. 1.8 𝔽 конечномерно над 𝕜. □

Следствие 1.2

Любая конечно порождённая 𝕜-подалгебра любого конечного расширения 𝔽 ⊃ 𝕜 является по-
лем конечной степени над 𝕜, делящей степень deg𝔽∕𝕜. □

1.4. Базисы трансцендентности. Пусть 𝕜-алгебра 𝐴 не имеет делителей нуля. Обозначаем че-
рез 𝑄𝐴 её поле частных, а через 𝕜(𝑎1, … , 𝑎𝑚) ⊂ 𝑄𝐴 — наименьшее подполе, содержащее задан-
ные элементы 𝑎1, … , 𝑎𝑚∈ 𝐴.

Элементы 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ 𝐴 называются алгебраически независимыми над 𝕜, если гомомор-
физм вычисления ev(𝑎1,…,𝑎𝑚) ∶ 𝕜[𝑥1, … , 𝑥𝑚] → 𝐴, 𝑓 ↦ 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚) инъективен, т. е. на эле-
менты 𝑎1, … , 𝑎𝑚 нет нетривиальных полиномиальных соотношений. В этом случае гомомор-
физм вычисления продолжается до изоморфизма полей 𝕜(𝑥1, … , 𝑥𝑚) ⥲ 𝕜(𝑎1, … , 𝑎𝑚) ⊂ 𝑄𝐴,
переводящего рациональную функцию 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚) в её значение на элементах 𝑎𝑖.

Элементы 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ 𝐴 называются трансцендентно порождающими 𝐴 над 𝕜, если каж-
дый элемент алгебры𝐴 алгебраичен над𝕜(𝑎1, … , 𝑎𝑚). В этом случае поле𝑄𝐴 тоже алгебраично
над 𝕜(𝑎1, … , 𝑎𝑚), так как целое замыкание 𝕜(𝑎1, … , 𝑎𝑚) в 𝑄𝐴 является полем по предл. 1.2 на
стр. 6 и содержит 𝐴, а значит, по универсальному свойству поля частных1, и 𝑄𝐴.

Алгебраически независимый набор элементов 𝑎1, … , 𝑎𝑚 алгебры 𝐴, трансцендентно по-
рождающий 𝐴 над 𝕜, называется базисом трансцендентности алгебры 𝐴 над 𝕜. Поскольку соб-
ственные подмножества любого базиса трансцендентности алгебраически независимы, но не
являются базисами трансцендентности, базис трансцендентности можно иначе охарактеризо-
вать либо как минимальный по включению трансцендентно порождающий набор, либо как
максимальный по включению алгебраически независимый набор. Доказательство того, что все
базисы трансцендентности состоят из одинакового числа элементов совершенно аналогично
доказательству соответствующей теоремы о базисах векторных пространств.

Лемма 1.2 (о замене)

Если 𝑏1, … , 𝑏𝑛 ∈ 𝐴 алгебраически независимы, а 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ 𝐴 трансцендентно порождают 𝐴
над 𝕜, то 𝑛 ⩽ 𝑚 и элементы 𝑎𝑖 можно перенумеровать так, что набор 𝑏1, … , 𝑏𝑛, 𝑎𝑛+1, … , 𝑎𝑚
будет трансцендентно порождать 𝐴 над 𝕜.

Доказательство. Поскольку 𝑏1 алгебраичен над 𝕜(𝑎1, … , 𝑎𝑚), имеется содержащее 𝑏1 полино-
миальное соотношение 𝑓(𝑏1, 𝑎1, … , 𝑎𝑚) = 0, и так как 𝑏1 трансцендентен над 𝕜, в это соотно-
шение входит какое-нибудь 𝑎𝑖. Перенумеруем 𝑎𝑖 так, чтобы это было 𝑎1. Тогда алгебра 𝐴 ал-
гебраична над 𝕜(𝑏1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚). Пусть по индукции элементы 𝑏1, … , 𝑏𝑘, 𝑎𝑘+1, … , 𝑎𝑚 трансцен-
дентно порождают алгебру 𝐴 над 𝕜, и при этом 𝑘 < 𝑛. Поскольку 𝑏𝑘+1 алгебраичен над полем
𝕜(𝑏1, … , 𝑏𝑘, 𝑎𝑘+1, … , 𝑎𝑚), имеется содержащее 𝑏𝑘+1 полиномиальное соотношение

𝑓(𝑏1, … , 𝑏𝑘+1, 𝑎𝑘+1, … , 𝑎𝑚) = 0 .

1См. Пример 3.2 на с. 56 лекций [Алг 1].

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/algebra-1/2526/lec_total.pdf


1.4. Базисы трансцендентности 11

Так как 𝑏1, … , 𝑏𝑛 алгебраически независимы над 𝕜, в это соотношение входит какое-нибудь 𝑎𝑖.
Поэтому 𝑚 > 𝑘, и после надлежащей перенумерации можно считать, что в последнем соотно-
шении участвует элемент 𝑎𝑘+1. Тогда этот элемент, а с ним и вся алгебра 𝐴 алгебраичны над
полем 𝕜(𝑏1, … , 𝑏𝑘+1, 𝑎𝑘+2, … , 𝑎𝑚), что воспроизводит индуктивное предположение. □

Следствие 1.3 (теорема о базисе)

Все базисы трансцендентности конечно порождённой 𝕜-алгебры состоят из одинакового числа
элементов, не превосходящего число образующих, причём любой набор элементов, трансцен-
дентно порождающий 𝐴 над 𝕜, содержит в себе базис трансцендентности, а любой алгебраиче-
ски независимый набор элементов можно дополнить до базиса трансцендентности. □

Определение 1.2

Число элементов в базисе трансцендентности конечно порождённой алгебры 𝐴 над 𝕜 называ-
ется степенью трансцендентности этой алгебры и обозначается tr deg𝕜 𝐴.

Пример 1.6 (подалгебры поля рациональных функций)

Степень трансцендентности любой строго большей, чем поле 𝕜 подалгебры 𝐴 ⊂ 𝕜(𝑡) в поле
рациональных функций𝕜(𝑡) равна единице. В самом деле, если𝜓 = 𝑓(𝑡)∕𝑔(𝑡) ∈ 𝐴 −𝕜и𝑓,𝑔 ∈ 𝕜[𝑡]
взаимно просты, то элемент 𝑡 алгебраичен над наименьшим содержащим 𝜓 подполем 𝕜(𝜓) ⊂
𝕜(𝑡), ибо удовлетворяет уравнению 𝜓 ⋅ 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥) = 0 с коэффициентами в 𝕜(𝜓). Поэтому 𝜓
трансцендентен над𝕜 (иначе 𝑡 был бы алгебраичен над𝕜), и поле𝕜(𝜓) само по себе изоморфно
полю рациональных функций.

Упражнение 1.9. Убедитесь, что многочлен 𝜓 ⋅ 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥) неприводим в 𝕜(𝜓)[𝑥] и тем самым
является минимальным многочленом элемента 𝑡 над 𝕜(𝜓).

Мы заключаем, что поле 𝕜(𝑡) является конечным расширением поля 𝕜(𝜓) степени

[𝕜(𝑡) ∶ 𝕜(𝜓)] = max(deg 𝑓, deg𝑔) ,

равной максимуму степеней числителя и знаменателя несократимого представления𝜓 = 𝑓∕𝑔(𝑡)
с 𝑓,𝑔 ∈ 𝕜[𝑡].

Теорема 1.2 (теорема Люрота)

Для любого поля 𝕜 всякое строго содержащее его подполе 𝕜 ⊊ 𝕂 ⊂ 𝕜(𝑡) поля рациональных
функций само изоморфно полю рациональных функций 𝕜(𝑥).

Доказательство. Из предыдущего прим. 1.6 вытекает, что элемент 𝑡 алгебраичен над 𝕂. Обо-
значим через

𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥𝑛−1 + … + 𝑎𝑛 ∈ 𝕂[𝑥] , где 𝑎𝜈 ∈ 𝕜(𝑡) , (1-3)

его минимальный многочлен над 𝕂, а через 𝑑 ∈ 𝕜[𝑡] — наименьший общий знаменатель всех
коэффициентов 𝑎𝜈. Многочлен ̃𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑑𝑓 лежит в 𝕜[𝑡][𝑥] и имеет содержание1 1 как много-
член от 𝑥 с коэффициентами в факториальном кольце 𝕜[𝑡], а его степень по 𝑡 равна максималь-
ной из степеней многочленов 𝑑𝑎𝜈 ∈ 𝕜[𝑡]. Пусть она равна𝑚 = deg𝑑𝑎𝑖 и 𝑎𝑖 = 𝑏∕𝑐, где 𝑏, 𝑐 ∈ 𝕜[𝑡]
взаимно просты. Покажем, что 𝑚 = 𝑛.

1Напомню, что содержанием многочлена над факториальным кольцом (в данном случае над 𝕜[𝑡]) на-
зывается наибольший общий делитель всех его коэффициентов, см. раздел 4.5 на с. 78 лекций [Алг 1].
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Поскольку элемент 𝑡 является корнем многочлена 𝑎𝑖(𝑡)𝑐(𝑥) − 𝑏(𝑥) ∈ 𝕜(𝑎𝑖)[𝑥] ⊂ 𝕂[𝑥], этот
многочлен делится в 𝕂[𝑥] на минимальный многочлен (1-3) элемента 𝑡, т. е.

𝑎𝑖(𝑡)𝑐(𝑥) − 𝑏(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑡) 𝑞(𝑥)

для некоторого 𝑞(𝑥) ∈ 𝕂[𝑥]. Умножая обе части этого равенства на 𝑐(𝑡) ∈ 𝕜[𝑡], получаем

𝑏(𝑡)𝑐(𝑥) − 𝑏(𝑥)𝑐(𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑞(𝑥)𝑐(𝑡) .

Так как в 𝕜(𝑡)[𝑥] многочлен 𝑓 ∈ 𝕜(𝑡)[𝑥] делится на ̃𝑓 = 𝑑𝑓 ∈ 𝕜[𝑡][𝑥], левая часть этого ра-
венства, лежащая в 𝕜[𝑡][𝑥], делится на ̃𝑓 в 𝕜(𝑡)[𝑥], а значит, и в 𝕜[𝑡][𝑥], так как содержание ̃𝑓
равно 1. Стало быть, существует такой многочлен 𝑔(𝑥, 𝑡) ∈ 𝕜[𝑥, 𝑡], что

𝑏(𝑡)𝑐(𝑥) − 𝑏(𝑥)𝑐(𝑡) = ̃𝑓(𝑥, 𝑡)𝑔(𝑥, 𝑡)

в 𝕜[𝑥, 𝑡]. Так как степень левой части по 𝑡 не превышает 𝑚, а степень ̃𝑓 по 𝑡 в точности рав-
на 𝑚, многочлен 𝑔 не зависит от 𝑡 и лежит в 𝕜[𝑥], а так как 𝑐(𝑥) и 𝑏(𝑥) взаимно просты в 𝕜[𝑥],
многочлен 𝑔 не зависит и от 𝑥, т. е. является константой из 𝕜. Мы заключаем, что ̃𝑓(𝑥, 𝑡) знако-
переменен по 𝑥 и 𝑡, а значит, имеет по ним одинаковую степень 𝑛 = 𝑚.

Далее, в прим. 1.6 мы видели, что deg𝕜(𝑡)∕𝕜(𝑎𝑖) = max(deg 𝑏, deg 𝑐). Поэтому

deg𝕜(𝑡)∕𝕜(𝑎𝑖) ⩽ deg𝑑𝑎𝑖 = 𝑚 = 𝑛 = deg𝕜(𝑡)∕𝕂 ,

и поскольку 𝕜(𝑎𝑖) ⊂ 𝕂, мы заключаем, что 𝕜(𝑎𝑖) = 𝕂. □
Упражнение 1.10. Покажите, что𝕂 = 𝕜(𝑎𝜈) для любого отличного от константы коэффициента

многочлена(1-3).
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2.1. Башни примитивных расширений. Для любого отличного от константы неприводимого
многочлена 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥] степени 𝑛 ⩾ 1 алгебра 𝕜[𝑥]∕(𝑓) не имеет делителей нуля и 𝑛-мерна над 𝕜.
Поэтому она является полем. Элементы этого поля однозначно записываются в виде

𝑏0 + 𝑏1𝜗 + … + 𝑏𝑛−1𝜗𝑛−1 ,

где 𝑏𝑖 ∈ 𝕜, а класс 𝜗 ≝ [𝑥]𝑓 является корнем многочлена 𝑓. Поле 𝕜[𝑥]∕(𝑓) называется прими-
тивным расширением поля 𝕜, полученным присоединением к полю 𝕜 корня 𝜗 неприводимого
многочлена 𝑓.

Упражнение 2.1. Покажите, что для любого многочлена 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥] последовательными прими-
тивными расширениями можно получить из поля 𝕜 такое поле 𝔽 ⊃ 𝕜, над которым много-
член 𝑓 полностью разложится в произведение линейных множителей.

Пример 2.1 (кубические расширения)

Пусть 𝑓 = 𝑥3+𝑎1𝑥2+𝑎2𝑥+𝑎3 ∈ 𝕜[𝑥] неприводим над𝕜. Примитивное расширение𝕂 = 𝕜[𝑥]∕(𝑓)
имеет степень 3 над 𝕜 и его элементы однозначно записываются в виде

𝑏0 + 𝑏1𝜗 + 𝑏2𝜗2 ,

где 𝑏𝑖 ∈ 𝕜, а 𝜗 ∈ 𝕂 означает класс [𝑥]𝑓 одночлена 𝑥 по модулю 𝑓. Такие записи перемножаются
и складываются по стандартным правилам раскрытия скобок с учётом соотношения 𝑓(𝜗) = 0.

Упражнение 2.2. Пусть 𝕜 = ℚ и 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥 + 1. Запишите (1+ 2𝜗)−1 и (1+ 𝜗 + 𝜗2)−1 в виде
𝑏0 + 𝑏1𝜗 + 𝑏2𝜗2.

Так как 𝑓(𝜗) = 0, многочлен 𝑓(𝑥) раскладывается в 𝕂[𝑥] в произведение 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝜗) 𝑞(𝑥), где
𝑞(𝑥) = 𝑥2 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2 ∈ 𝕂[𝑥] либо приводим над 𝕂, и тогда существуют такие 𝜗1,𝜗2 ∈ 𝕂, что

𝑞(𝑥) = (𝑥 − 𝜗1)(𝑥 − 𝜗2) , (2-1)

либо неприводим, и тогда разложение (2-1) имеет место над полем 𝕃 = 𝕂[𝑥]∕(𝑞), степень ко-
торого над 𝕜 равна 6. Чтобы выяснить, какой из этих двух случаев имеет место, заметим, что
дискриминант

𝐷(𝑓) = (𝜗 − 𝜗1)2(𝜗 − 𝜗2)2(𝜗1 − 𝜗2)2 = 𝑞2(𝜗) ⋅ 𝐷(𝑞) , (2-2)

будучи симметрическим многочленом от корней, является многочленом от коэффициентов 𝑓 и
лежит в 𝕜.

Упражнение 2.3. Убедитесь, что 𝐷(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞) = 𝑝2 − 4𝑞, а 𝐷(𝑥3 + 𝑝𝑥 + 𝑞) = −4 𝑝3 − 27 𝑞2.

Приводимость 𝑞 в𝕂[𝑥] равносильна тому, что𝐷(𝑞) = (𝜗1−𝜗2)2 является квадратом в𝕂. Соглас-
но (2-2), это эквивалентно тому, что квадратом в 𝕂 является 𝐷(𝑓). Но если 𝐷(𝑓) = 𝛿2 квадрат
в𝕂, то он квадрат и в 𝕜, так как в противном случае многочлен 𝑔(𝑥) = 𝑥2 −𝐷(𝑓) был бы непри-
водим над 𝕜, и квадратичное расширение 𝕜[𝑥]∕(𝑔) поля 𝕜 вкладывалось бы в 𝕂 по правилу

[ℎ]𝑔 ↦ ℎ(𝛿) ∈ 𝕂 ,

что невозможно по упр. 1.8, ибо deg𝕂∕𝕜 = 3. Мы заключаем, что неприводимый кубический
многочлен 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥] полностью разлагается на линейные множители над кубическим расшире-
нием 𝕜[𝑥]∕(𝑓) если и только если 𝐷(𝑓) квадрат в 𝕜.

13
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Лемма 2.1

Любое конечное расширение 𝔽 ⊃ 𝕜 можно получить в качестве верхнего этажа башни

𝕜 = 𝕃0 ⊂ 𝕃1 ⊂ … ⊂ 𝕃𝑘−1 ⊂ 𝕃𝑘 = 𝔽 (2-3)

примитивных расширений 𝕃𝑖 = 𝕃𝑖−1[𝑥]∕(𝑓𝑖), где 𝑓𝑖 ∈ 𝕃𝑖−1[𝑥] неприводим над 𝕃𝑖−1.

Доказательство. Пусть поле 𝕃𝑖 ⊂ 𝔽 уже построено. Если 𝕃𝑖 ≠ 𝔽, возьмём в качестве 𝑓𝑖+1 ∈ 𝕃𝑖[𝑥]
минимальный многочлен любого элемента 𝜗 ∈ 𝔽 −𝕃𝑖 над полем 𝕃𝑖 и вложим примитивное
расширение 𝕃𝑖[𝑥]∕(𝑓) в поле 𝔽 по правилу [𝑥]𝑓 ↦ 𝜗. Обозначим через 𝕃𝑖+1 ⊋ 𝕃𝑖 образ этого
вложения. Поскольку степень поля 𝔽 над 𝕃𝑖+1 строго меньше, чем над 𝕃𝑖, через конечное число
шагов оно исчерпается. □

2.2. Сепарабельные расширения. Напомню1, что многочлен 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥] называется сепарабель-
ным, если у него нет кратных корней ни в каком расширении поля𝕜, что равносильно равенству

нод(𝑓, 𝑓′) = 1 ,

которое можно проверить при помощи алгоритма Евклида над самим полем𝕜. Алгебраическое
расширение2 𝔽 ⊃ 𝕜 называется сепарабельным, если минимальный над 𝕜 многочлен 𝜇𝜗 ∈ 𝕜[𝑥]
любого элемента 𝜗 ∈ 𝔽 −𝕜 сепарабелен.

Упражнение 2.4. Убедитесь, что все примитивные расширения простых полей 𝔽𝑝 и любого
поля характеристики нуль сепарабельны.

Упражнение 2.5. Пусть 𝕜 = 𝔽𝑝(𝑡). Покажите что многочлен 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑝 − 𝑡 ∈ 𝕜[𝑥] неприводим
над 𝕜 и несепарабелен.

Пример 2.2 (корни из единицы)

Корни уравнения 𝑥𝑛 = 1 в произвольном поле 𝕜 образуют конечную мультипликативную под-
группу, которая обозначается𝞵𝑛(𝕜) и называется группой корней𝑛-й степени из единицы поля𝕜.
Как и всякая конечная мультипликативная подгруппа в поле, группа 𝞵𝑛(𝕜) циклическая3. Если

её порядок равен 𝑛, то говорят, что поле𝕜 содержит все
𝑛√1, и буде это так, образующие группы

𝞵𝑛(𝕜) ≃ ℤ∕(𝑛) называются первообразными корнями степени 𝑛 из единицы. Всего имеется 𝜑(𝑛)
первообразных корней, и если 𝜁 ∈ 𝕜 — один из них, все степени 𝜁𝑚 с 0 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛 − 1 различны.
Поэтому следующие три условия эквивалентны:

• поле 𝕜 допускает расширение, содержащее все
𝑛√1

• многочлен 𝑥𝑛 − 1 сепарабелен над 𝕜

• char(𝕜) ∤ 𝑛.

При их выполнении каждый многочлен 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 − 𝑎 с ненулевым 𝑎 ∈ 𝕜 сепарабелен, так как
𝑓′(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−1 имеет единственный корень нуль, не являющийся корнем 𝑓.

1См. раздел 2.3.4 на с. 47 лекций [Алг 1].
2В том числе и не обязательно конечное.
3См. следствие 2.3 на с. 53 лекций [Алг 1].

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/algebra-1/2526/lec_total.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/algebra-1/2526/lec_total.pdf
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Теорема 2.1 (теорема о примитивном элементе)

Всякое конечное сепарабельное расширение 𝕂 ⊃ 𝕜 примитивно, т. е. имеет вид 𝕂 = 𝕜[𝑥]∕(𝑓),
где 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥] — неприводимый многочлен степени deg𝕂∕𝕜.

Доказательство. Если поле 𝕜 конечно, то поле 𝕂 тоже конечно, и его мультипликативная груп-
па 𝕂× циклическая1. Пусть 𝜗 ∈ 𝕂 — её образующая. Тогда2 𝕂 = 𝕜[𝜗].

Всюду далее мы считаем поле 𝕜 бесконечным. Индукция по длине башни из лем. 2.1 сво-
дит теорему к случаю, когда поле 𝕂 = 𝕜[𝛼,𝛽] ⊃ 𝕜[𝛼] ⊃ 𝕜 является башней двух примитивных
расширений. Как 𝕜-алгебра такое поле 𝕂 порождается над 𝕜 двумя сепарабельными алгебра-
ическими элементами 𝛼, 𝛽. Подберём 𝑡 ∈ 𝕜× так, чтобы подалгебра 𝕜[𝜗] ⊂ 𝕂, порождённая
над 𝕜 элементом 𝜗 = 𝛼 + 𝑡𝛽, совпала с 𝕂. При любом 𝑡 элемент 𝜗 алгебраичен над 𝕜, и ал-
гебра 𝕜[𝜗] является полем. Достаточно добиться того, чтобы оно содержало элемент 𝛽: тогда и
𝛼 = 𝜗 − 𝑡𝛽 тоже будет в нём лежать. Обозначим через 𝑓𝛼(𝑥) и 𝑓𝛽(𝑥) минимальные многочле-
ны элементов 𝛼 и 𝛽 над полем 𝕜. Элемент 𝛽 является общим корнем многочлена 𝑓𝛽(𝑥) ∈ 𝕜[𝑥]
и многочлена 𝑔(𝑥) = 𝑓𝛼(𝜗 − 𝑡𝑥), коэффициенты которого лежат в зависящем от параметра 𝑡
поле 𝕜[𝜗]. Рассмотрим любое поле 𝔽 ⊃ 𝕂, над которым 𝑓𝛼 и 𝑓𝛽, а с ними и 𝑔, полностью раз-
лагаются на линейные множители. Если 𝑡 таков, что 𝛽 является единственным общим корнем
многочленов 𝑓𝛽 и 𝑔 в поле 𝔽, то выразив (𝑥 − 𝛽) = нод(𝑓𝛽,𝑔) через многочлены 𝑓𝛽 и 𝑔 по алго-
ритму Евклида, мы получим искомое представление элемента 𝛽 в виде рациональной функции
от лежащих в 𝕜[𝜗] коэффициентов этих многочленов. Остаётся найти такое 𝑡.

Пусть deg 𝑓𝛼 = 𝑚, deg 𝑓𝛽 = deg𝑔 = 𝑘. Обозначим через 𝛼1, … ,𝛼𝑚 и 𝛽1, … ,𝛽𝑘 корни много-
членов 𝑓𝛼 и 𝑓𝛽 в 𝔽, считая, что 𝛼 = 𝛼1 и 𝛽 = 𝛽1. Тогда корни 𝑔 суть (𝜗 − 𝛼𝑖)∕𝑡 = 𝛽1 + (𝛼1 − 𝛼𝑖)∕𝑡,
где 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚. Мы хотим, чтобы

𝛽𝑗 ≠ 𝛽1 + (𝛼1 − 𝛼𝑖)∕𝑡 (2-4)

при всех 𝑖, 𝑗 кроме 𝑖 = 𝑗 = 1. В силу сепарабельности элемента 𝛼 разности 𝛼1 − 𝛼𝑖 ≠ 0
при 𝑖 ≠ 1. Поэтому каждое неравенство (2-4), в котором 𝑖 ≠ 1, запрещает ровно одно значе-
ние 𝑡 = (𝛽𝑗 − 𝛽1)∕ (𝛼1 − 𝛼𝑖). При 𝑖 = 1 запреты (2-4) требуют, чтобы 𝛽1 ≠ 𝛽𝑗 при 𝑗 ≠ 1, что
обеспечивается сепарабельностью 𝛽. Тем самым, исключается лишь конечное множество зна-
чений 𝑡, что доказывает теорему для бесконечного поля 𝕜. □

Следствие 2.1

Если поле 𝕂 является сепарабельным алгебраическим расширением поля 𝕜 и степени всех его
элементов3 ограничены, то 𝕂 конечно над 𝕜, и deg𝕂∕𝕜 = max𝜗∈𝕂 deg𝕜 𝜗.

Доказательство. Если 𝛽 ∈ 𝕂 не лежит в примитивном расширении 𝕜[𝛼] ⊃ 𝕜, порождённом ка-
ким-либо другим элементом𝛼 ∈ 𝕂, то [𝕜[𝑎,𝛽] ∶ 𝕜] > deg𝕜 𝛼, и степень примитивного элемента
поля𝕜[𝛼,𝛽] строго больше deg𝛼. Поэтому подполе в𝕂, порождённое элементом максимальной
степени, совпадает со всем 𝕂. □

1См. всё то же следствие 2.3 на с. 53 лекций [Алг 1].
2Хотя это рассуждение не использует сепарабельности поля 𝕜 напрямую, из лем. 2.1 на стр. 14 и

упр. 2.4 вытекает, что каждое конечное поле сепарабельно над своим простым подполем.
3Напомню, что степенью алгебраического элемента называется степень его минимального много-

члена.

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/algebra-1/2526/lec_total.pdf
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2.3. Продолжение гомоморфизмов. Поскольку у полей нет ненулевых собственных идеалов1,
а ядро гомоморфизма колец является идеалом2, всякий ненулевой гомоморфизм из поля в коль-
цо инъективен.

Предложение 2.1

Если поле 𝕂 ⊃ 𝕜 алгебраично3 над 𝕜, то любое вложение 𝜑∶ 𝕂 ↪ 𝕂, тождественное на подпо-
ле 𝕜, является автоморфизмом поля 𝕂.

Доказательство. Достаточно убедиться, что 𝜑(𝕂) = 𝕂. Пусть 𝜗 ∈ 𝕂 имеет над 𝕜 минимальный
многочлен𝑓 ∈ 𝕜[𝑥]. Вложение𝜑 переводит корни многочлена𝑓 в корни многочлена𝑓. Поэтому
𝜑𝑚𝜗 = 𝜑𝑛𝜗 для некоторых 𝑚 > 𝑛, где 𝜑𝑘 = 𝜑 ∘ … ∘ 𝜑 означает 𝑘-кратную итерацию вложения
𝜑∶ 𝕂 ↪ 𝕂. Из инъективности 𝜑 вытекает, что 𝜗 = 𝜑𝑚−𝑛𝜗 ∈ im𝜑. □

Каждое вложение полей 𝜑∶ 𝕜 ↪ 𝔽 продолжается до вложения 𝕜[𝑥] ↪ 𝔽[𝑥], 𝑓 ↦ 𝑓𝜑, где
многочлен 𝑓𝜑 ∈ 𝔽[𝑥] получается из 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥] применением 𝜑 к каждому коэффициенту много-
члена 𝑓.

Лемма 2.2

Пусть 𝕂 = 𝕜[𝑥] ∕ (𝑓) — примитивное расширение поля 𝕜 степени 𝑑 = deg 𝑓 = [𝕂 ∶ 𝕜], и
𝜑∶ 𝕜 ↪ 𝔽 — любое вложение 𝕜 в произвольное поле. Вложения 𝜑∶ 𝕂 ↪ 𝔽, совпадающие
с 𝜑 на подполе 𝕜 ⊂ 𝕂, находятся в канонической биекции с корнями многочлена 𝑓𝜑 в поле 𝔽. В
частности, таких вложений не более𝑑, и их ровно𝑑 если и только если многочлен𝑓𝜑 полностью
раскладывается над 𝔽 в произведение 𝑑 попарно разных линейных множителей.

Доказательство. Каждый элемент 𝛼 ∈ 𝔽 задаёт гомоморфизм 𝜑𝛼 ∶ 𝕜[𝑥] → 𝔽, 𝑔(𝑥) ↦ 𝑔𝜑(𝛼).
Если 𝛼 является корнем многочлена 𝑓𝜑 ∈ 𝔽[𝑥], то 𝑓 ∈ ker𝜑𝛼, и 𝜑𝛼 корректно факторизуется
до вложения полей 𝜑𝛼 ∶ 𝕜[𝑥]∕(𝑓) ↪ 𝔽, переводящего примитивный элемент 𝜗 = [𝑥]𝑓 поля 𝕂
в 𝛼 ∈ 𝔽. При этом разные корни 𝛼 ≠ 𝛽 задают разные вложения 𝜑𝛼 ≠ 𝜑𝛽. С другой стороны,
любое вложение 𝜑∶ 𝕂 ↪ 𝔽, совпадающее с 𝜑 на подполе 𝕜 ⊂ 𝕂, переводит 𝜗 в некоторый
корень многочлена 𝑓𝜑, так как 𝑓𝜑 (𝜑(𝜗)) = 𝜑(𝑓(𝜗)) = 𝜑(0) = 0. Поэтому 𝜑 совпадает с одним
из вложений 𝜑𝛼. □

Лемма 2.3

Пусть алгебраическое расширение4 𝕂 ⊃ 𝕜 и вложение 𝜑∶ 𝕜 ↪ 𝔽 таковы, что для любого эле-
мента 𝜗 ∈ 𝕂 с минимальным над 𝕜 многочленом 𝜇𝜗 ∈ 𝕜[𝑥] многочлен 𝜇𝜑𝜗 ∈ 𝔽[𝑥] полностью
раскладывается в𝔽[𝑥] на линейные множители. Тогда для любого элемента𝜗 ∈ 𝕂и любого кор-
ня 𝜉 ∈ 𝔽 многочлена 𝜇𝜑𝜗 существует такое совпадающее с 𝜑 на подполе 𝕜 вложение 𝜑∶ 𝕂 ↪ 𝔽,
что 𝜑(𝜗) = 𝜉.

Доказательство. По лем. 2.2 вложение 𝜑∶ 𝕜 ↪ 𝔽 продолжается до вложения 𝜑𝜉 ∶ 𝕜[𝜗] ↪ 𝔽,
переводящего 𝜗 в 𝜉. Множество всех продолжений 𝜓∶ 𝕃 ↪ 𝔽 отображения 𝜑𝜉 на всевозмож-
ные подполя 𝕜[𝜗] ⊆ 𝕃 ⊆ 𝕂 непусто, ибо содержит 𝜑𝜉, и частично упорядочено отношением
(𝕃″,𝜓″) ⩾ (𝕃′,𝜓′), означающим, что 𝕃″ ⊇ 𝕃′ и 𝜓″|𝕃′ = 𝜓′.

1См. Предложение 4.1 на с. 68 лекций [Алг 1].
2См. раздел 4.1 на с. 68 лекций [Алг 1].
3Но не обязательно конечно.
4Не обязательно конечное.

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/algebra-1/2526/lec_total.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/algebra-1/2526/lec_total.pdf
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Упражнение 2.6. Убедитесь, что это полный чум1, к которому применима Лемма Цорна2.

Покажем, что его максимальный элемент 𝜓∶ 𝕃 ↪ 𝔽 имеет область определения 𝕃 = 𝕂. Если
имеется элемент 𝜗 ∈ 𝕂 −𝕃, то его минимальный многочлен 𝜇𝜗 ∈ 𝕜[𝑥] над полем 𝕜 делится в
𝕃[𝑥] на его минимальный многочлен 𝜇𝜗,𝕃 над полем𝕃. Коль скоро многочлен 𝜇𝜑𝜗 полностью рас-
кладывается в 𝔽[𝑥] на линейные множители, его делитель 𝜇𝜑𝜗,𝕃 тоже обладает этим свойством.
Поэтому к примитивному расширению 𝕃 ⊂ 𝕃[𝜗] применима лем. 2.2, и вложение 𝜓 продолжа-
ется на строго большее подполе 𝕃[𝜗] = 𝕃[𝑥]∕(𝜇𝜗,𝕃). □

Предложение 2.2

Если расширение 𝕂 ⊃ 𝕜 конечно, то вложение полей 𝜑∶ 𝕜 ↪ 𝔽 продолжается до вложения
𝜓∶ 𝕂 ↪ 𝔽 не более, чем [𝕂 ∶ 𝕜] различными способами. Наличие ровно [𝕂 ∶ 𝕜] продолжений
равносильно тому, что расширение𝕂 ⊃ 𝕜 сепарабельно и образ 𝜇𝜑𝜗 ∈ 𝔽[𝑥] минимального над𝕜
многочлена 𝜇𝜗 ∈ 𝕜[𝑥] любого элемента 𝜗 ∈ 𝕂 полностью раскладывается в 𝔽[𝑥] на линейные
множители.

Доказательство. Разложим 𝕂 в башню (2-3) примитивных расширений

𝕜 = 𝕃0 ⊂ 𝕃1 ⊂ … ⊂ 𝕃𝑘−1 ⊂ 𝕃𝑘 = 𝔽 , (2-5)

где𝕃𝑖 = 𝕃𝑖−1[𝜗𝑖] ≃ 𝕃𝑖−1[𝑥]∕(𝑓𝑖) и многочлен 𝑓𝑖 ∈ 𝕃𝑖−1[𝑥] является минимальным над𝕃𝑖−1 много-
членом элемента𝜗𝑖 ∈ 𝕃𝑖 −𝕃𝑖−1. Ограничения продолжающего𝜑 вложения𝜓∶ 𝕂 ↪ 𝔽на подполя
𝕃𝑖 ⊂ 𝕂 образуют цепочку последовательно продолжающих друг друга вложений 𝜓𝑖 ∶ 𝕃𝑖 ↪ 𝔽.
Так как по лем. 2.2 каждый шаг этой цепочки можно осуществить не более, чем deg 𝑓𝑖 = [𝕃𝑖 ∶
𝕃𝑖−1] способами, продолжающих 𝜑 вложений 𝜓 имеется не более ∏𝑖[𝕃𝑖 ∶ 𝕃𝑖−1] = [𝕂 ∶ 𝕜], и их
будет ровно столько если и только если каждый многочлен 𝑓𝜑𝑖 имеет deg 𝑓𝑖 различных корней
в поле 𝔽. Поскольку башню (2-5) можно начать присоединением любого элемента 𝜗 = 𝜗1 ∈ 𝕂,
из наличия [𝕂 ∶ 𝕜] продолжений вытекает, что образ 𝜇𝜑𝜗 минимального многочлена 𝜇𝜗 любого
элемента 𝜗 ∈ 𝕂 раскладывается над 𝔽 в произведение deg 𝜇𝜗 различных линейных множите-
лей. В частности, 𝜇𝜗 сепарабелен. Наоборот, если все элементы 𝜗 ∈ 𝕂 сепарабельны, а обра-
зы 𝜇𝜑𝜗 их минимальных многочленов полностью раскладываются над 𝔽 на линейные множите-
ли, то эти множители будут различны, и в любой цепочке (2-5) каждый многочлен 𝑓𝑖, будучи
делителем многочлена 𝜇𝜗𝑖 в кольце 𝕃𝑖−1[𝑥], переведётся вложением 𝜓𝑖−1 ∶ 𝕃𝑖−1 ↪ 𝔽 в много-
член, полностью разлагающийся над 𝔽 в произведение попарно различных линейных множи-
телей. Поэтому вложение 𝜑∶ 𝕜 ↪ 𝔽 будет продолжаться вдоль такой цепочки ровно [𝕂 ∶ 𝕜]
способами. □

Упражнение 2.7. Пусть в условиях предл. 2.2 поле 𝕂 как алгебра над 𝕜 порождается элемен-
тами 𝜉1, … , 𝜉𝑚. Покажите, что наличие ровно [𝕂 ∶ 𝕜] продолжений равносильно тому, что
каждый элемент 𝜉𝜈 сепарабелен и его минимальный многочлен полностью раскладывается
в 𝔽[𝑥] на линейные множители.

2.4. Поле разложения многочлена. Поле 𝕃𝑓 ⊃ 𝕜 называется полем разложения многочлена
𝑓 ∈ 𝕜[𝑥], если 𝑓 полностью раскладывается в 𝕃𝑓[𝑥] на линейные множители, и для любого рас-
ширения 𝔽 ⊃ 𝕜, в котором 𝑓 полностью раскладывается на линейные множители, существует
вложение 𝕃𝑓 ↪ 𝔽, тождественное на подполе 𝕜.

1См. Определение 0.3 на с. 21 лекций [Алг 1].
2См. Следствие 0.1 на с. 21 лекций [Алг 1].

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/algebra-1/2526/lec_total.pdf
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Пример 2.3 (поле разложения кубического многочлена)

В прим. 2.1 на стр. 13 мы видели, что полем разложения неприводимого кубического многочле-
на 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥], дискриминант 𝐷(𝑓) которого является квадратом в 𝕜, служит примитивное куби-
ческое расширение𝕂 = 𝕜[𝑥]∕(𝑓), а если 𝐷(𝑓) не квадрат в 𝕜, то полем разложения является его
квадратичное расширение 𝕂[√𝐷(𝑓)], имеющее степень 6 над 𝕜.

Теорема 2.2

У любого многочлена 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥] есть поле разложения 𝕃𝑓, и между любыми двумя полями разло-
жения многочлена 𝑓 имеется (не канонический) изоморфизм, тождественно действующий на
подполе 𝕜.

Доказательство. Рассмотрим любое конечное расширение 𝔽 ⊃ 𝕜, в котором 𝑓 полностью рас-
кладывается на линейные множители1, и обозначим через 𝛼1, … ,𝛼𝑚 ∈ 𝔽 корни 𝑓, а через 𝕃𝑓 —
наименьшее подполе в 𝔽, содержащее𝕜 и все эти корни. Поле 𝕃𝑓 раскладывается в башню (2-3)
примитивных расширений

𝕜 = 𝕃0 ⊂ 𝕃1 ⊂ … ⊂ 𝕃𝑘−1 ⊂ 𝕃𝑘 = 𝕃𝑓 , (2-6)

на каждом этаже которой присоединяется какой-нибудь элемент2 𝜗 ∈ {𝛼1, … ,𝛼𝑚}. Если поле
𝕂 ⊃ 𝕜 таково, что𝑓 полностью раскладывается над ним на линейные множители, то включение
𝕜 ⊂ 𝕂 продолжается вдоль башни (2-6) до тождественного на 𝕜 вложения 𝕃𝑓 ↪ 𝕂 по лем. 2.3:
минимальный многочлен каждого присоединяемого элемента 𝜗, будучи делителем многочле-
на 𝑓, полностью раскладываются над 𝕂 на линейные множители. Тем самым, 𝕃𝑓 является по-
лем разложения. Для любого другого поля разложения 𝕃′

𝑓 имеются вложения 𝜑∶ 𝕃𝑓 ↪ 𝕃′
𝑓 и

𝜑′ ∶ 𝕃′
𝑓 ↪ 𝕃𝑓. По предл. 2.1 обе композиции 𝜑 ∘ 𝜑′ и 𝜑′ ∘ 𝜑 биективны. Поэтому каждое из

вложений является изоморфизмом. □

Пример 2.4 (классификация конечных полей)

Каждое конечное поле 𝔽 характеристики 𝑝 является конечным расширением своего простого
подполя𝔽𝑝 = ℤ∕(𝑝) и состоит из𝑞 = 𝑝𝑛 элементов, где𝑛 = [𝔽 ∶ 𝔽𝑝]. Так как ненулевые элементы
поля 𝔽 образуют конечную мультипликативную группу порядка 𝑞 − 1, все они удовлетворяют
уравнению 𝑥𝑞−1 = 1. Следовательно, элементы поля 𝔽 суть 𝑞 различных корней многочлена
𝑓(𝑥) = 𝑥𝑞−𝑥 ∈ 𝔽𝑝[𝑥], сепарабельного, поскольку 𝑓′ = 1. Таким образом, поле𝔽 является полем
разложения многочлена 𝑓 и единственно с точностью до (не канонического) изоморфизма.

2.5. Алгебраическое замыкание. Алгебраическое над 𝕜 алгебраически замкнутое поле 𝕜 ⊃ 𝕜
называется алгебраическим замыканием поля 𝕜.

Упражнение 2.8. Покажите, что любое конечное расширение𝕂 ⊃ 𝕜 допускает тождественное
на 𝕜 вложение в любое алгебраическое замыкание 𝕜 поля 𝕜.

Теорема 2.3

У каждого поля 𝕜 есть алгебраическое замыкание, и между любыми двумя алгебраическими
замыканиями поля 𝕜 имеется (не канонический) изоморфизм, тождественно действующий на
подполе 𝕜.

1См. упр. 2.1 на стр. 13.
2Отметим, что число 𝑘 этажей башни может оказаться меньше, чем число корней 𝑚 многочлена 𝑓,

поскольку присоединение очередного корня может привести к автоматическому присоединению ещё
нескольких.
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Доказательство. Для любых двух алгебраических замыканий 𝕃′, 𝕃″ поля 𝕜 включение 𝕜 ⊂ 𝕃′

продолжается до тождественного на 𝕜 вложения 𝜑′ ∶ 𝕃′ ↪ 𝕃″. Симметричным образом име-
ется тождественное на 𝕜 вложение 𝜑″ ∶ 𝕃″ ↪ 𝕃′. По предл. 2.1 композиции 𝜑′ ∘ 𝜑″ и 𝜑″ ∘ 𝜑′

биективны. Поэтому 𝜑′ и 𝜑″ тоже биективны, и 𝕃′ ≃ 𝕃″. Существование алгебраического за-
мыкания устанавливается в два шага.

Пусть поле 𝕂 ⊃ 𝕜 алгебраично над 𝕜 и каждый многочлен из 𝕜[𝑥] полностью разлагает-
ся в 𝕂[𝑥] на линейные множители. Алгебраические над 𝕜 элементы поля 𝕂 образуют подполе
𝕜𝕂 ⊂ 𝕂. Покажем, что оно алгебраически замкнуто и тем самым является алгебраическим за-
мыканием поля 𝕜. Каждый многочлен 𝑓 ∈ 𝕜𝕂[𝑥] имеет корень 𝜗 в некотором конечном рас-
ширении 𝕃 ⊃ 𝕜𝕂. Так как 𝜗 алгебраичен над 𝕜𝕂, он алгебраичен и над 𝕜, т. е. 𝑔(𝜗) = 0 для
некоторого многочлена 𝑔 ∈ 𝕜[𝑥]. Так как 𝑔 полностью распадается в𝕂[𝑥] на линейные множи-
тели, все корни многочлена 𝑔 лежат в 𝕜𝕂 ⊂ 𝕂 ⊂ 𝕃. В частности, 𝜗 ∈ 𝕜𝕂, что и требовалось.

Чтобы построить алгебраическое расширение𝕂 ⊃ 𝕜, в котором каждый многочлен из 𝕜[𝑥]
полностью разложим, сопоставим каждому многочлену 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥] его поле разложения 𝕃𝑓 ⊃ 𝕜 и
рассмотрим тензорное произведение векторных пространств1 𝐴 = ⨂𝑓 𝕃𝑓. На 𝐴 имеется есте-
ственная структура коммутативной 𝕜-алгебры, в которой разложимые тензоры перемножают-
ся покомпонентно: (⊗𝑓𝜉𝑓) ⋅ (⊗𝑓𝜁𝑓) ≝ ⊗𝑓(𝜉𝑓𝜁𝑓). Каждое поле 𝕃𝑓 вкладывается в 𝐴 сопостав-
лением элементу 𝜗 ∈ 𝕃𝑓 разложимого тензора, единственным отличным от единицы сомно-
жителем которого является 𝑓-й сомножитель, равный 𝜗. Поле 𝕜 тоже вкладывается в 𝐴 как 𝕜-
линейная оболочка единицы ⊗𝑓1 ∈ 𝐴. Выберем любой максимальный собственный идеал2

𝔪 ⊂ 𝐴 и рассмотрим поле 𝕂 = 𝐴∕𝔪. Поскольку в идеале 𝔪 нет обратимых элементов, он имеет
нулевое пересечение и с 𝕜, и со всеми подполями 𝕃𝑓. Поэтому эти поля вкладываются в поле𝕂.
При этом любой многочлен 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥] полностью разложим в 𝕃𝑓 ⊂ 𝕂. □

Следствие 2.2

В любой башне конечных расширений 𝕃1 ⊂ 𝕃2 ⊂ 𝕃3 расширение 𝕃1 ⊂ 𝕃3 сепарабельно если и
только если сепарабельны оба расширения 𝕃1 ⊂ 𝕃2 и 𝕃2 ⊂ 𝕃3.

Доказательство. Если поле 𝕃3 сепарабельно над 𝕃1, то сепарабельно и его подполе 𝕃2. Так как
минимальный многочлен над 𝕃2 любого элемента 𝜗 ∈ 𝕃3 делит сепарабельный минималь-
ный многочлен элемента 𝜗 над 𝕃1, то 𝕃3 сепарабельно над 𝕃2. Наоборот, если оба расширения
𝕃1 ⊂ 𝕃2 и 𝕃2 ⊂ 𝕃3 сепарабельны, то по предл. 2.2 тождественное вложение 𝕃1 в алгебраиче-
ское замыкание 𝕃1 допускает ровно deg𝕃2∕𝕃1 продолжений до вложения 𝕃2 ↪ 𝕃1, и каждое
из них ровно deg𝕃3∕𝕃2 способами продолжается до вложения 𝕃3 ↪ 𝕃1, так что всего имеется
deg𝕃2∕𝕃1 ⋅deg𝕃3∕𝕃2 = deg𝕃3∕𝕃1 продолжений тождественного вложения𝕃1 ↪ 𝕃1 до вложения
𝕃3 ↪ 𝕃1, что по предл. 2.2 означает сепарабельность расширения 𝕃1 ⊂ 𝕃3. □

1Тензорное произведение бесконечного семейства векторных пространств𝑉𝜇, где𝜇 пробегает произ-
вольное множество𝑀, определяется точно также, как для конечного семейства (см. раздел 13.1 на с. 210
лекций [Алг 1]), а именно, как фактор векторного пространства 𝒱 с базисом ℬ = ∏𝜇∈𝑀 𝑉𝜇 по подпро-
странству ℛ ⊂ 𝒱, линейно порождённому всевозможными трёхчленными линейными комбинациями
базисных векторов𝑎(𝑚) −𝑥𝑏(𝑚) −𝑦𝑐(𝑚), в которых𝑥,𝑦 ∈ 𝕜, а базисные семейства𝑎(𝑚) = (𝑎𝜇)𝜇∈𝑀, 𝑏(𝑚) =
= (𝑏𝜇)𝜇∈𝑀, 𝑐(𝑚) = (𝑐𝜇)𝜇∈𝑀 изℬ таковы, что 𝑎𝜇 = 𝑏𝜇 = 𝑐𝜇 при всех 𝜇 ≠ 𝑚, а 𝑎𝑚 = 𝑥𝑏𝑚 +𝑦𝑐𝑚, где индекс
𝑚 ∈ 𝑀 тоже может быть любым. Класс базисного вектора (𝑣𝜇)𝜇∈𝑀 по модулю ℛ обозначается ⊗𝜇𝑣𝜇 и
называется разложимым тензором.

2См. Пример 4.3 на с. 71 лекций [Алг 1].
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2.6. Нормальные расширения. Алгебраическое расширение 𝕜 ⊂ 𝕂 называется нормальным,
если любой неприводимый над 𝕜 многочлен 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥], имеющий корень в 𝕂, полностью разла-
гается в 𝕂[𝑥] на линейные множители.

Упражнение 2.9. Покажите, что неприводимый над 𝕜 приведённый многочлен 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥], име-
ющий корень 𝜗 в алгебраическом расширении 𝕂 ⊃ 𝕜, является минимальным многочле-
ном элемента 𝜗 над 𝕜.

Таким образом, нормальность алгебраического расширения 𝕜 ⊂ 𝕂 равносильна тому, что ми-
нимальный многочлен над 𝕜 любого элемента 𝜗 ∈ 𝕂 полностью раскладывается в 𝕂[𝑥] на ли-
нейные множители.

Упражнение 2.10. Убедитесь, что любое квадратичное расширение нормально.

Лемма 2.4

Фиксируем произвольное алгебраическое замыкание 𝕜 поля 𝕜. Алгебраическое расширение

𝕜 ⊂ 𝕂 нормально тогда и только тогда, когда образы всех тождественных на𝕜 вложений𝕂 ↪ 𝕜
совпадают друг с другом.

Доказательство. По лем. 2.3 на стр. 16 существует вложение 𝕂 ↪ 𝕜, тождественное на подпо-
ле 𝕜. Поэтому мы можем и будем считать, что 𝕜 ⊂ 𝕂 ⊂ 𝕜. Любое тождественное на 𝕜 вложение
𝜓∶ 𝕂 ↪ 𝕜 переводит каждый элемент 𝜗 ∈ 𝕂 в один из корней его минимального над полем 𝕜
многочлена 𝜇𝜗 ∈ 𝕜[𝑥]. Если все эти корни лежат в 𝕂, то 𝜓(𝕂) ⊂ 𝕂. Наоборот, по лем. 2.3 для
каждого корня 𝜉 минимального многочлена 𝜇𝜗 ∈ 𝕜[𝑥] любого элемента 𝜗 ∈ 𝕂 имеется такое
вложение 𝜓𝜗,𝜉 ∶ 𝕂 ↪ 𝕜, что 𝜓𝜗,𝜉(𝜗) = 𝜉. Если образы всех этих вложений лежат в 𝕂, то все
корни минимальных многочленов элементов поля 𝕂 лежат в 𝕂. □

Лемма 2.5

Пусть в башне алгебраических расширений 𝕜 ⊂ 𝕃 ⊂ 𝕂 поле 𝕂 нормально над 𝕜. Тогда 𝕂 нор-
мально и над 𝕃, а вот 𝕃 нормально над 𝕜 если и только если образ любого тождественного на 𝕜
вложения 𝕃 ↪ 𝕂 совпадает с 𝕃.

Доказательство. Минимальный над 𝕃 многочлен любого элемента 𝜗 ∈ 𝕂 делит в 𝕃[𝑥] мини-
мальный многочлен элемента 𝜗 над 𝕜, и если в 𝕂[𝑥] второй из них полностью раскладывается
на линейные множители, то и первый раскладывается. Поэтому 𝕂 нормально над 𝕃. Второе
утверждение вытекает из лем. 2.4: фиксируем алгебраическое замыкание 𝕜 ⊃ 𝕂 ⊃ 𝕃 ⊃ 𝕜 и
заметим, что образы всех вложений 𝕃 ↪ 𝕜 лежат в 𝕂, поскольку каждое такое вложение про-
должается до вложения 𝕂 ↪ 𝕜, образ которого совпадает с 𝕂. □

Предостережение 2.1. Башня 𝔽 ⊃ 𝕃 ⊃ 𝕜 нормальных расширений 𝔽 ⊃ 𝕃 и 𝕃 ⊃ 𝕜 может не быть
нормальным расширением. Например, расширение ℚ ⊂ ℚ[ 4√2] = ℚ[𝑥]∕(𝑥4 − 2) раскладыва-

ется в башню квадратичных расширений ℚ ⊂ ℚ[√2] ⊂ ℚ[ 4√2], каждое из которых нормально
по упр. 2.10, однако само нормальным не является, так как четыре его вложения в алгебраиче-
ское замыкание ℚ ⊂ ℂ переводят примитивный элемент 𝜗 = 𝑥 (mod 𝑥4 − 2) поля ℚ[𝑥]∕(𝑥4 − 2)
в четыре разных комплексных корня ± 4√2 ∈ ℝ и ±𝑖 4√2 ∉ ℝ из двойки, и образами этих вло-
жений являются два разных подполя в ℂ — одно из них содержится оба вещественных корня и
содержится в ℝ, а другое содержит оба мнимых корня и не содержится в ℝ.
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Предложение 2.3

Конечное расширение 𝕂 ⊃ 𝕜 нормально если и только если 𝕂 является полем разложения
некоторого многочлена1 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥].

Доказательство. Пусть нормальное над 𝕜 поле 𝕂 ⊃ 𝕜 порождается как алгебра над 𝕜 элемен-
тами 𝛼1, … ,𝛼𝑘, и пусть 𝑓𝑖 ∈ 𝕜[𝑥] — минимальный многочлен элемента 𝛼𝑖 над полем 𝕜. Тогда
многочлен 𝑓 = ∏ 𝑓𝑖 полностью раскладывается над 𝕂 на линейные множители, и по упр. 2.7
поле𝕂 вкладывается в любое другое поле, над которым 𝑓 полностью раскладывается на линей-
ные множители. Следовательно, 𝕂 является полем разложения многочлена 𝑓. Наоборот, если
𝕂 ⊃ 𝕜 является полем разложения некоторого многочлена 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥], то любое тождественное
на подполе 𝕜 вложение 𝕂 в фиксированное алгебраическое замыкание 𝕜 является изоморфиз-
мом 𝕂 на подполе 𝕜[𝛼1, … ,𝛼𝑘] ⊂ 𝕜, порождённое всеми корнями 𝛼1, … ,𝛼𝑘 многочлена 𝑓 в 𝕜.
Поэтому 𝕂 нормально по лем. 2.4. □

2.7. Композиты. Зафиксируем алгебраическое замыкание 𝕜 поля 𝕜. Для любого набора содер-
жащих 𝕜 и содержащихся в 𝕜 полей 𝕂1, … ,𝕂𝑚 наименьшее подполе в 𝕜, которое содержит все
поля𝕂𝜈, называется композитом этих полей и обозначается𝕂1 …𝕂𝑚. Иначе композит можно
описать как пересечение всех подполей в 𝕜, содержащих каждое из полей 𝕂𝑖, или как 𝕜-линей-
ную оболочку всевозможных произведений 𝜗1 …𝜗𝑚, где 𝜗𝑖 ∈ 𝕂𝑖 для каждого 𝑖.

Предложение 2.4

Пусть поля 𝔽 и 𝕂 содержат 𝕜 и содержатся в 𝕜. Если поле 𝕂 нормально (соотв. сепарабельно)
над 𝕜, то композит 𝔽𝕂 нормален (соотв. сепарабелен) над 𝔽.

Доказательство. Поскольку базис поля 𝕂 как векторного пространства над 𝔽 ∩ 𝕂 является од-
новременно и базисом композита 𝔽𝕂 как векторного пространства над 𝔽, имеется равенство
степеней [𝔽𝕂 ∶ 𝔽] = [𝕂 ∶ 𝔽 ∩ 𝕂]. Так как любое тождественное на 𝔽 ∩ 𝕂 вложение 𝕂 ↪ 𝕜
продолжается по 𝔽-линейности до тождественного на 𝔽 вложения 𝕂𝔽 ↪ 𝕜, между первыми и
вторыми вложениями имеется каноническая биекция. Если𝕂 сепарабельно над 𝕜, то по сл. 2.2
на стр. 19 оба расширения башни𝕜 ⊂ 𝔽∩𝕂 ⊂ 𝕂 сепарабельны, и по предл. 2.2 на стр. 17 имеет-
ся [𝕂 ∶ 𝔽∩𝕂] тождественных на𝔽∩𝕂 вложений𝕂 ↪ 𝕜. Поэтому тождественных на𝔽 вложений
𝕂𝔽 ↪ 𝕜 тоже имеется [𝕂 ∶ 𝔽 ∩ 𝕂] = [𝔽𝕂 ∶ 𝔽], что по той же предл. 2.2 означает сепарабель-
ность 𝔽𝕂 над 𝔽. Если поле 𝕂 нормально над 𝕜, то по лем. 2.4 на стр. 20 образы всех вложений
𝕂 ↪ 𝕜 совпадают с 𝕂. Поэтому образы всех 𝔽-линейных вложений 𝕂𝔽 ↪ 𝕜 совпадают с 𝕂𝔽,
что по лем. 2.4 означает нормальность 𝕂𝔽 над 𝔽. □

Теорема 2.4 (нормальное замыкание)

Для любого конечного сепарабельного расширения 𝔽 ⊃ 𝕜 существует нормальное и сепара-
бельное над 𝕜 поле 𝕂 ⊃ 𝔽, которое вкладывается над 𝔽 в любое другое нормальное и сепара-
бельное над 𝕜 поле𝕂′ ⊃ 𝔽. Все такие поля2 конечны над 𝕜 и (не канонически) изоморфны друг
другу над 𝕜.

Доказательство. Зафиксируем алгебраическое замыкание 𝕜 ⊃ 𝕜 и возьмём в качестве 𝕂 ком-
позит образов всех 𝑛 = deg𝔽∕𝕜 различных вложений 𝔽 ↪ 𝕜. Тогда deg𝕂∕𝔽 ⩽ 𝑛, и 𝔽 нормально
и сепарабельно как над 𝔽, так и над 𝕜, а любое вложение 𝔽 в любое нормальное сепарабельное
расширение 𝕂′ ⊃ 𝕜 продолжается до вложения 𝕂 ↪ 𝕂′. □

1Возможно приводимого над 𝕜.
2Они называются нормальными замыканиями сепарабельного расширения 𝔽 ⊃ 𝕜.



Ответы и указания к некоторым упражнениям

Упр. 1.2. Модифицируйте рассуждение из доказательства см. Предложения 2.2 на с. 41 лекций
[Алг 1].

Упр. 1.3. Обратным элементом к произвольному ненулевому 𝑎+ 𝑏√5 ∈ ℚ[√5] является 𝑎
𝑎2−5𝑏2 −

𝑏
𝑎2−5𝑏2 √5.

Упр. 1.4. Первое очевидно, второе вытекает из того, что sp(𝜗,𝜗−1) = tr(1) = dimℚ 𝐾 для любого
𝜗 ≠ 0.

Упр. 1.5. Если ℚ[√𝑑1] ≁ ℚ[√𝑑2], то 𝑑2 = (𝑎 + 𝑏√𝑑1)2 = 𝑎2 + 𝑑1𝑏2 + 2𝑎𝑏√𝑑1 для некоторых
𝑎, 𝑏 ∈ ℚ, откуда 𝑎𝑏 = 0 и 𝑎2 + 𝑑1𝑏2 = 𝑑2, что возможно только при 𝑎 = 0, 𝑏 = 1, 𝑑1 = 𝑑2.

Упр. 1.9. Многочлен 𝑥1 𝑔(𝑥2) − 𝑓(𝑥2) ∈ 𝕜[𝑥1, 𝑥2] от независимых переменных 𝑥1, 𝑥2 неприводим
в 𝕜[𝑥1, 𝑥2]. Поскольку 𝜓 трансцендентен, кольцо 𝕜[𝑥1, 𝑥2] изоморфно кольцу 𝕜[𝜓][𝑥] посред-
ством гомоморфизма 𝑥1 ↦ 𝜓, 𝑥2 ↦ 𝑥, переводящего многочлен 𝑥1 𝑔(𝑥2) − 𝑓(𝑥2) ∈ 𝕜[𝑥1, 𝑥2]
в многочлен 𝜓 ⋅ 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥), тем самым неприводимый в 𝕜[𝜓][𝑥]. По лемме Гаусса1, он будет
неприводим и в 𝕜(𝜓)[𝑥].

Упр. 2.1. Уточните доказательство лем. 1.1 на стр. 4, см. также теорему 2.1 на с. 46 лекций [Алг 1].

Упр. 2.4. Неприводимый многочлен 𝑓 не сепарабелен, если и только если 𝑓′ = 0. Над полем ха-
рактеристики нуль такого не бывает, а над простым полем 𝔽𝑝 равенство 𝑓′ = 0 равносильно
тому, что 𝑓 = 𝑔(𝑥𝑝) = 𝑔(𝑥)𝑝 для некоторого многочлена 𝑔 ∈ 𝔽𝑝[𝑥], см. раздел 2.3.4 на с. 47
лекций [Алг 1]

Упр. 2.8. Это вытекает из лем. 2.3.

1См. Следствие 4.5 на с. 78 лекций [Алг 1].
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