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Расширения коммутативных колец

ТГ1⋄1. Покажите, что всякий ненулевой гомоморфизм из поля в произвольное коммутатив-
ное кольцо с единицей является вложением.

ТГ1⋄2. Пусть 𝕂 = ℚ[𝑥]∕(𝑥3 + 𝑥 + 1). Обозначим через 𝜗 ∈ 𝕂 класс одночлена 𝑥 по модулю
𝑥3 + 𝑥 + 1. Покажите, что 𝕂 является полем, каждый элемент которого однозначно пред-
ставляется в виде 𝑏0 + 𝑏1𝜗 + 𝑏2𝜗2 с 𝑏𝑖 ∈ ℚ, и запишите в таком виде элементы (1+ 2𝜗)−1 и
(1 + 𝜗 + 𝜗2)−1.

ТГ1⋄3. Пусть в расширениях полей 𝕂 ⊂ 𝕃 ⊂ 𝔽 элементы 𝜆1, … , 𝜆𝑚 ∈ 𝕃 составляют базис 𝕃
как векторного пространства над 𝕂, а элементы 𝜑1, … ,𝜑𝑛 ∈ 𝔽 — базис 𝔽 как векторно-
го пространства над 𝕃. Покажите, что 𝑚𝑛 произведений 𝜑𝑖𝜆𝑗 ∈ 𝔽 образуют базис 𝔽 как
векторного пространства над 𝕂.

ТГ1⋄4. Опишите факторкольца 𝐴[𝑥]∕(𝑓) для
а) 𝐴 = ℤ∕(6), 𝑓 = 3𝑥2
б) 𝐴 = ℤ∕(6), 𝑓 = 2𝑥3 + 1
в) 𝐴 = ℤ, 𝑓 = 5𝑥 − 1

и выясните, вкладывается ли в них 𝐴 в качестве подкольца, состоящего из классов кон-
стант.

ТГ1⋄5∗. Пусть нод многочленов 𝑓,𝑔 ∈ ℤ[𝑥] равен 1 в кольце ℤ[𝑥]. Обязательно ли конечно
факторкольцо ℤ[𝑥]∕(𝑓,𝑔)?

ТГ1⋄6∗. Существует ли многочлен 𝑓 ∈ ℤ[𝑥] степени deg 𝑓 > 1, редукция которого по моду-
лю 𝑝 неприводима в 𝔽𝑝[𝑥] для всех простых 𝑝 ∈ ℕ?

ТГ1⋄7. Пусть 𝐴 — коммутативное кольцо, и 𝐴-модуль 𝑀 линейно порождается над 𝐴 эле-
ментами𝑚1, … ,𝑚𝑟 ∈ 𝑀. Рассмотрим 𝐴-линейный эндоморфизм 𝜑∶ 𝑀 → 𝑀, действующий
на эти образующие по правилу (𝑚1, … ,𝑚𝑟) ↦ (𝑚1, … ,𝑚𝑟) ⋅𝐹, где 𝐹— квадратная 𝑟×𝑟 мат-
рица с элементами из 𝐴. Докажите, что
а) det(𝐹) ⋅ 𝑀 ⊂ 𝜑(𝑀)
б) если модуль 𝑀 не аннулируется умножением ни на какой ненулевой элемент из 𝐴,
то 𝐼𝑀 ≠ 𝑀 для любого собственного идеала 𝐼 ⊊ 𝐴.

ТГ1⋄8. Пусть поле 𝕂 ⊃ ℚ конечномерно как векторное пространство над ℚ. Покажите, что
кольцо 𝑂𝕂 ⊂ 𝕂 целых над ℤ элементов поля 𝕂 является свободным ℤ-модулем ранга,
равного степени1 deg𝕂∕ℚ поля 𝕂 над ℚ.

ТГ1⋄9. Опишите кольца целых (над ℤ) чисел в полях
а) ℚ[√−1] ≝ ℚ[𝑥]∕(𝑥2 + 1)
б) ℚ[√−3] ≝ ℚ[𝑥]∕(𝑥2 + 3)
в*) ℚ[√𝑑] ≝ ℚ[𝑥]∕(𝑥2 − 𝑑), где 𝑑 ∈ ℤ свободно от квадратов
г*) ℚ[ 7√1] ≝ ℚ[𝑥]∕(𝑥6 + 𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1).

ТГ1⋄10∗. Пусть идеал 𝐼 ⊂ ℤ[𝑥1, … , 𝑥𝑛] таков, что факторкольцо ℤ[𝑥1, … , 𝑥𝑛]∕𝐼 является полем.
Может ли это поле быть бесконечным?

1Т. е. размерности 𝕂 как векторного пространства над ℚ.


