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Расширения Галуа

ТГ3⋄1 (норма и след). Пусть 𝔽 ⊃ 𝕜 — расширение Галуа степени 𝑛 с группой Галуа 𝐺 =
= Gal𝔽∕𝕜. Напомню, что следом Sp(𝜗) и нормой 𝑁(𝜗) элемента 𝜗 ∈ 𝔽 называются соот-
ветственно след и определитель 𝕜-линейного оператора умножения на 𝜗: 𝔽 → 𝔽, 𝑥 ↦ 𝜗𝑥.
Обозначим через 𝜒𝜗(𝑡) = det(𝑡Id𝔽 − 𝜗) и 𝜇𝜗(𝑡) характеристический и минимальный мно-
гочлены этого оператора. Покажите, что 𝜒𝜗(𝑡) = ∏𝑔∈𝐺(𝑡 − 𝑔(𝜗)) = 𝜇𝜗(𝑡)𝑛∕deg𝜗 и выведите
отсюда, что Sp(𝜗) = ∑𝑔∈𝐺 𝑔(𝜗) и 𝑁(𝜗) = ∏𝑔∈𝐺 𝑔(𝜗).

ТГ3⋄2. Пусть 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥] неприводим и приведён, а char𝕜 ≠ 2. Покажите, что дискриминант1
многочлена 𝑓 является квадратом в 𝕜, если и только если группа Gal 𝑓∕𝕜 осуществляет
лишь чётные перестановки корней многочлена 𝑓.

ТГ3⋄3. Обозначим через √2, √3 ∈ ℝ «школьные» арифметические квадратные корни. Пока-
жите, что а) ℚ[√2, √3] б) ℚ[√(2 + √2)(3 + √3)] являются расширениями Галуа поля ℚ
и найдите их группы Галуа над ℚ.

ТГ3⋄4. Найдите группы Галуа над ℚ многочленов а) 𝑥3 − 3 𝑥 + 1 б) 𝑥3 + 2 𝑥 + 1 в) 𝑥4 + 1
г) 𝑥4 + 𝑥2 + 1 д) 𝑥4 − 5 𝑥2 + 6 е) 𝑥4 + 2 𝑥2 + 𝑥 + 3 ж) 𝑥4 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 з) 𝑥5 − 2.

ТГ3⋄5∗. Покажите, что при любом простом 𝑝 ∈ ℕ и любом 𝑎 ∈ ℚ −ℚ𝑝 группа Галуа много-
члена 𝑥𝑝 − 𝑎 над ℚ изоморфна группе Af1(𝔽𝑝) аффинных преобразований прямой 𝔸1(𝔽𝑝).

ТГ3⋄6. Найдите группу Галуа многочлена 𝑥3 − 𝑥 − 1 над полем ℚ[√−23].
ТГ3⋄7. Предъявите неприводимый многочлен 𝑓 ∈ ℤ[𝑥] степени 6 с группой Галуа 𝑆6 над
полем ℚ.

ТГ3⋄8. При каких 𝑛 примитивный корень 𝑒2𝜋𝑖∕𝑛 имеет степень 2 над ℚ?
ТГ3⋄9. Какие корни из единицы содержатся в поле ℚ[√−5]?
ТГ3⋄10∗ (построение Гаусса). Объясните, как построить циркулем и линейкой правильный
17-угольник.

ТГ3⋄11. Найдите поле разложения над 𝔽𝑝 многочлена 𝑥𝑚 − 1 для всех 𝑚 ∈ ℕ и простых
𝑝 ∈ ℕ.

ТГ3⋄12 (критерий Рабина). Покажите, что для неприводимости в 𝔽𝑝[𝑥] многочлена 𝑓 сте-
пени 𝑛 необходимо и достаточно, чтобы 𝑓 делил 𝑥𝑝𝑛 − 𝑥 и был взаимно прост с 𝑥𝑝𝑛∕𝑞 − 𝑥
для всех простых 𝑞 ∣ 𝑛.

ТГ3⋄13. Пользуясь только соответствием Галуа и тем, что любой многочлен 𝑓 ∈ ℝ[𝑥] нечёт-
ной степени имеет корень в ℝ, а из любого числа 𝑧 ∈ ℂ можно извлечь в ℂ квадратный
корень, докажите, что
а) не существует нетривиальных конечных расширений 𝔽 ⊋ ℝ нечётной степени
б*) каждый многочлен 𝑓 ∈ ℝ[𝑥] имеет корень в ℂ
в*) поле ℂ является алгебраическим замыканием поля ℝ.

ТГ3⋄14. Приведите пример расширения полей степени 4, не содержащего подполей степе-
ни 2.

1Напомню, что дискриминантом приведённого многочлена 𝑓(𝑥) = ∏𝑖(𝑥 − 𝛼𝑖), где 𝛼𝑖 — корни многочлена 𝑓 в
любом поле, где он полностью разлагается на линейные множители, называется произведение ∏𝑖<𝑗(𝛼𝑖−𝛼𝑗)2 ∈ 𝕜.


