
§11. Проективные квадрики

Всюду в этом параграфе мы предполагаем, что char(𝕜) ≠ ଶ.

11.1. Квадрики и их уравнения. Гиперповерхность второй степени ொ = () ⊂ ℙ(), задава-
емая в проективном пространстве ℙ() ненулевым однородным квадратичным многочленом
 ∈ ௌమ∗, называется проективной квадрикой. Проективизация ℙ(ௌమ∗) пространства одно-
родных многочленов второй степени называется пространством квадрик в ℙ(). Квадрики на
плоскости ℙమ называются кониками, в пространстве ℙయ — квадратичными поверхностями.

Упражнение 11.1. Убедитесь, что размерность пространства квадрик в ℙ равна ( + ଷ)∕ଶ.

В однородных координатах (௫బ∶ ௫భ∶ … ∶ ௫) относительно какого-нибудь базисаబ, భ, … , 
в пространстве  любой квадратичный многочлен  можно записать в виде

(௫) = ∑
,ೕ
ೕ௫௫ೕ = ௫௫ ,

где ௫ обозначает столбец координат, ௫ = (௫బ,௫భ, … , ௫) это транспонированная к ௫ строка
координат, а  = (ೕ) это симметричная матрица, имеющая при  ≠  в качестве ೕ = ೕ
половину1 коэффициента при ௫௫ೕ в многочлене (௫). Иначе говоря, для любого однородного
многочлена (௫) второй степени существует единственная симметричная билинейная форма

̃ ∶  ×  → 𝕜 , (௨,௪) ↦ ̃(௨,௪) ,

такая что (௫) = ̃(௫,௫). Она называется поляризацией квадратичной формы  и выражается
через  несколькими эквивалентными способами:

̃(௫,௬) = ∑
,ೕ
ೕ௫௬ೕ = ௫௬ = ଵ

ଶ ∑
ೕ
௬ೕ

డ
డ௫ೕ

(௫) = ଵ
ଶ( �(௫ + ௬) − (௫) − (௬))� . (11-1)

Матрица  это матрица Грама билинейной формы ̃ в базисе , т. е. ೕ = ̃(, ೕ).
Упражнение 11.2. Убедитесь, что матрица Грама ′ формы  в базисе2 ′ =  выражается

через матрицу Грама  базиса  по формуле ′ = .

11.1.1. Определитель и ранг квадратичной формы. Из упр. 11.2 вытекает, что при линей-
ной замене координат определитель Грама det(′) = det() ⋅ detమ() умножается на ненуле-
вой квадрат. Тем самым, класс определителя Грама по модулю умножения на ненулевые квад-
раты из поля 𝕜, не зависит от выбора базиса и является инвариантом квадрики по отноше-
нию к линейным заменам координат. Мы будем называть этот класс определителем формы
 и обозначать det(). Обратите внимание, что над алгебраически замкнутым полем 𝕜 класс
det  ∈ 𝕜∕(𝕜∗)మ = {,ଵ} может принимать всего два значения:  и ଵ.

Над произвольным полем 𝕜 квадрики с нулевым определителем Грама называются вырож-
денными или особыми, а с ненулевым — невырожденными или гладкими.

1Обратите внимание, что при char𝕜 = ଶ не все квадратичные формы так представляются.
2Здесь  = (బ, భ, … , ) и ′ = (′

బ, ′
భ, … , ′

) представляют собою строки из векторов, а  = (ೕ)
это квадратная матрица размера ( + ଵ) × ( + ଵ) по столбцам которой стоят координаты векторов из
базиса ′ в базисе .

189



190 §11 Проективные квадрики

Поскольку для произвольной матрицы  и любой обратимой матрицы  выполняются ра-
венства1 rk = rk = rk, ранг матрицы Грама не зависит от выбора базиса. Он называется
рангом формы  и обозначается rk.

11.1.2. Проективная конгруэнтность. Две квадрики называются проективно конгруэнт-
ными, если одна переводится в другую линейным проективным автоморфизмом объемлюще-
го пространства. Из предыдущего вытекает, что квадрики, имеющие различный ранг rk или
определитель Грама det  ∈ 𝕜∕(𝕜∗)మ, не могут быть проективно конгруэнтны.

Теорема 11.1 (теорема Лагранжа)

Над произвольным полем 𝕜 с char(𝕜) ≠ ଶ для любой квадратичной формы  существует базис,
в котором её матрица Грама диагональна.

Доказательство. Индукция по dim. При dim ⩽ ଵ или  =  доказывать нечего. Пусть су-
ществует вектор  ∈  с () = ̃(, ) ≠ . Обозначим через ⊥ = {௨ ∈  | ̃(௨, ) = }
ортогональное дополнение к  относительно билинейной формы ̃.

Упражнение 11.3. Убедитесь, что  = (𝕜 ⋅ ) ⊕ ⊥ при dim ⩾ ଶ.

По индукции в подпространстве⊥ есть базис с диагональной матрицей Грама. Добавляя к нему
вектор , получаем искомый базис во всём пространстве. �

Следствие 11.1

Над алгебраически замкнутым полем 𝕜 любая квадрика  задаётся в подходящих однородных
координатах уравнением ௫మబ + ௫మభ + ⋯ + ௫మೝ−భ = , где  = rk. В частности, две квадрики
проективно конгруэнтны , если и только если у них одинаковый ранг.

Доказательство. Ненулевые диагональные элементы матрицы Грама становятся единицами
при замене базисных векторов  на ∕√(). �

Пример 11.1 (квадрики на ℙభ)

Из теор. 11.1 вытекает, что бинарная2 квадратичная форма над любым полем 𝕜 с char(𝕜) ≠ ଶ в
подходящем базисе задаётся либо уравнением ௫మబ+௫మభ = , где ≠ , либо уравнением ௫మబ = .
В первом случае класс det() по модулю умножения на ненулевые квадраты совпадает с классом
коэффициента , и форма невырождена. Во втором случае det() = , и форма вырождена.

Особая квадрика௫మబ = называется двойной точкой, поскольку её уравнение — это квадрат
линейной формы ௫బ, задающей точку ( ∶ ଵ).

Гладкая квадрика ௫మబ +௫మభ =  либо пуста, либо состоит из двух точек. Первое равносильно
тому, что − не является квадратом в 𝕜, и над алгебраически замкнутым полем 𝕜 это невоз-
можно. Если же − = ఋమ, то ௫మబ + ௫మభ = (௫బ − ఋ௫భ)(௫బ + ఋ௫భ) имеет на ℙభ два разных корня
(±ఋ ∶ ଵ), т. е. гладкая квадрика состоит в этом случае из двух различных точек

Итак, геометрия квадрики () ⊂ ℙభ, задаваемой бинарной квадратичной формой

(௫) = బ௫మబ + ଶభ௫బ௫భ + మ௫మభ
1Левое (соотв. правое) умножение матрицы  на любую матрицу задаёт линейное преобразование

строк (соотв. столбцов) матрицы , что не увеличивает её ранг. Тем самым, при умножении на обрати-
мую матрицу ранг вообще не меняется.

2Т. е. от двух переменных.
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полностью определяется классом её дискриминанта ∕ସ ≝ − det() = మభ − బమ по модулю
умножения на ненулевые квадраты: если он нулевой, то квадрика является двойной точкой,
если он единичный, то парой различных точек, если он не квадрат (что невозможно над алгеб-
раически замкнутым полем 𝕜), то квадрика пуста.

Следствие 11.2

Квадрика ொ ⊂ ℙ может пересекать прямую ℓ ⊂ ℙ ровно одним из следующих четырёх спосо-
бов: либо ℓ ⊂ ொ, либо ℓ ∩ ொ это одна двойная точка, либо ℓ ∩ ொ это две различные точки, либо
ℓ ∩ ொ = ∅, причём последний случай невозможен над алгебраически замкнутым полем. �

11.1.3. Корреляция, ядро и особые точки. C каждой квадратичной формой  ∈ ௌమ∗ по-
мимо симметричной билинейной формы ̃ ∶ × → 𝕜 связан линейный оператор корреляции
̂ ∶  → ∗, переводящий вектор ௩ ∈  в ковектор ̂(௩) ∶  → 𝕜, ௪ ↦ ̃(௪, ௩), действующий
на векторы из  скалярным умножением на вектор ௩ посредством билинейной формы ̃.

Упражнение 11.4. Убедитесь, что матрица оператора корреляции, записанная в двойственных
базисах  и ∗ пространств  и ∗, совпадает с матрицей Грама  базиса .

В частности, невырожденность квадратичной формы  равносильна тому, что корреляция би-
ективна. Пространство ker ̂ = {௩ ∈  | ∀௪ ∈  ̃(௪, ௩) = } называется ядром квадратич-
ной формы . Его проективизация обозначается Singொ ≝ ℙ(ker ̂) ⊂ ℙ() и называется про-
странством особых точек или вершинным пространством квадрики ொ. Обратите внимание,
что Singொ ⊂ ொ. Так как dim ker ̂ = dim − rk, мы ещё раз видим, что ранг матрицы Грама
квадратичной формы не зависит от выбора базиса.

Теорема 11.2

Пересечение особой квадрикиொ с любым дополнительным к Singொ проективным подпростран-
ством  ⊂ ℙ() представляет собою гладкую квадрикуொ′ = ∩ொ в подпространстве , и исход-
ная квадрика ொ является линейным соединением1 ொ′ и Singொ.

Доказательство. Пусть  = ker ̂ и  = ℙ(). Тогда  =  ⊕. Если вектор ௨ ∈  лежит в ядре
ограничения ̂|ೆ, то (௨,௨′) =  для всех ௨′ ∈ . Записывая произвольный вектор ௩ ∈  как
௩ = ௨′ +௨″ с ௨′ ∈  и ௨″ ∈ , получаем ̃(௨,௩) = ̃(௨,௨″) + ̃(௨,௨′) =  для всех ௩ ∈ , откуда
௨ ∈  ∩ ker ̂ =  . Таким образом, ограничение |ೆ невырождено.

Если прямая ℓ проходит через точку  ∈ Singொ и не лежит на квадрике ொ, то ограничение
формы  на ℓ является ненулевой особой квадратичной формой, а значит, ொ ∩ ℓ — это двой-
ная точка . Тем самым, каждая прямая, пересекающая Singொ, либо целиком лежит на ொ, либо
больше нигде не пересекает квадрику. �

Пример 11.2 (особые коники)

Пространство Sing особых точек негладкой коники  ⊂ ℙమ это либо точка, либо прямая. Если
Singொ это одна точка ௦ ∈ ℙమ, то по сл. 11.2 пересечение  ∩ ℓ с любой прямой ℓ ∌ ௦ являет-
ся гладкой квадрикой в ℓ, т. е. либо пусто, либо является парой различных точек , ∈ ℓ. В
первом случае  = ௦ состоит из единственной точки ௦ и такого не бывает над алгебраически
замкнутым полем𝕜. Во втором случае = (௦)∪(௦) представляет собою пару пересекающихся

1Т. е. объединением всех прямых вида () с  ∈ ொ′ и  ∈ Singொ.
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прямых. Такую конику  называют приводимой или распавшейся. Уравнение распавшейся ко-
ники является произведением двух линейных форм, задающих прямые, на которые эта коника
распадается.

Упражнение 11.5. Над полемℝ напишите уравнение особой коники, состоящей из единствен-
ной точки.

Если Sing = ℓ это прямая, то rk = ଵ и матрица Грама коники  является произведением
столбца и строки, пропорциональных друг другу в силу симметричности матрицы Грама. Тем
самым, уравнение коники  это квадрат линейной формы, задающей прямую ℓ. Такая коника
называется двойной прямой.

Упражнение 11.6. Убедитесь, что любая квадратичная форма ранга ଵ является квадратом ли-
нейной формы.

11.1.4. Касательное пространство к квадрике. Прямая, проходящая через точку квадри-
киொ, называется касательной кொ в , если она либо лежит наொ целиком, либо пересекаетொ по
двойной точке. Объединение всех прямых, касающихсяொ в точке, называется касательным
пространством к квадрике ொ в точке  ∈ ொ и обозначается ்ொ.

Лемма 11.1

Прямая ℓ = () касается квадрики ொ = () в точке  ∈ ொ , если и только если ̃(,) = .

Доказательство. Пусть ℓ = ℙ(). Матрица Грама ограничения |ೆ в базисе ,  равна

(
 ̃(,)

̃(,) ̃(,)) .

Поэтому det |ೆ =  , если и только если ̃(,) = ̃(,) = . �

Следствие 11.3

Видимый из точки  ∉ ொ контур1 квадрики ொ высекается из ொ гиперплоскостью

Ann ̂() = {௫ | ̃(,௫) = } .

Следствие 11.4

Следующие три условия на точку  ∈ ொ = () ⊂ ℙ() эквиваленты друг другу:

1) точка  особа, т. е.  ∈ Singொ

2) каждая проходящая через  прямая касается квадрики ொ в точке , т. е. ்ொ = ℙ()

3) все частные производные многочлена  зануляются в точке , т. е. ∀  ങ
ങೣ () = . �

Следствие 11.5

Касательное пространство ்ொ = {௫ ∈ ℙ | ̃(,௫) = } к квадрике ொ ⊂ ℙ() в гладкой точке
 ∈ ொ является гиперплоскостью коразмерности ଵ в ℙ(). �

Предложение 11.1

Квадрика, имеющая хоть одну гладкую точку, не содержится в гиперплоскости.

1Т. е. ГМТ пересечения с квадрикой ொ всевозможных касательных, опущенных на неё из точки .
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Доказательство. Пусть ொ ⊂ ℙ и точка  ∈ ொ неособа. Случай  = ଵ был разобран в прим. 11.1
на стр. 190. Пусть  ⩾ ଶ. Если квадрика ொ содержится в гиперплоскости ு, то каждая проходя-
щая через точку  и не содержащаяся в ு прямая пересекает ொ ровно в одной точке  и, стало
быть, касаетсяொ в . Поэтомуℙ = ு∪்ொ является объединением двух гиперплоскостей, что
невозможно. �

Упражнение 11.7. Покажите, что проективное пространство над отличным от 𝔽మ полем не раз-
бивается в объединение двух гиперплоскостей.

11.2. Полярные преобразования. Пространства ℙ = ℙ() и ℙ×
 ≝ ℙ(∗) называются двой-

ственными проективными пространствами. Геометрически, каждое из них есть пространство
гиперплоскостей в другом: однородное линейное уравнение ⟨ క , ௩ ⟩ =  на ковектор క ∈ ∗ и
вектор ௩ ∈  задаёт при фиксированном క ∈ ℙ×

 гиперплоскость в ℙ, а при фиксированном
௩ ∈ ℙ — гиперплоскость в ℙ×

, состоящую из всех гиперплоскостей в ℙ, проходящих через
точку ௩ ∈ ℙ. Биекция  ⇆ Ann() между векторными подпространствами дополнительных
размерностей в и∗, которую мы обсуждали в n∘ 4.4.3 на стр. 64, после перехода к проективи-
зациям становится для каждого = , ଵ, … , (− ଵ) обращающей включения биекцией меж-
ду-мерными проективными подпространствами вℙ и (−ଵ−)-мерными проективными
подпространствами в ℙ×

, и называется проективной двойственностью. Она переводит проек-
тивное подпространство  = ℙ() ⊂ ℙ в проективное подпространство × = ℙ(Ann()) ⊂ ℙ×

,
образованное всеми гиперплоскостями, содержащими , и превращает пересечения подпро-
странств в линейные соединения их образов и наоборот. Это позволяет переговаривать геомет-
рические утверждения в двойственные геометрические утверждения, подчас довольно сильно
отличающиеся от исходных. Например, условие коллинеарности трёх точек двойственно усло-
вию наличия у трёх гиперплоскостей общего подпространства коразмерности 2.

11.2.1. Поляритет гладкой квадрики. Поскольку корреляция ̂ ∶  ⥲ ∗ невырожденной
квадратичной формы  является линейным изоморфизмом, она задаёт биективное проектив-
ное преобразование  ∶ ℙ() ⥲ ℙ(∗), ௩ ↦ ℙ (Ann ̂(௩)), не меняющееся при умножении
квадратичной формы  на ненулевую константу. Оно называется полярным преобразованием
или просто поляритетом относительно гладкой квадрики ொ = () и переводит точку  ∈ ℙ
в гиперплоскость  ⊂ ℙ, заданную уравнением ̃(,௫) = . Такие точка  и гиперплоскость 
называются, соответственно, полюсом и полярой друг друга относительно квадрики ொ. Геомет-
рически, поляра точки  ∉ ொ представляет собою гиперплоскость, высекающую видимый из
точки  контур квадрики1 ொ, а поляра точки  ∈ ொ это касательная гиперплоскость ்ொ. Таким
образом, квадрика однозначно восстанавливается по своему полятирету как ГМТ, лежащих на
своих полярах.

Поскольку условие ̃(,) =  симметрично по и, точка лежит на поляре точки , если
и только если точка  лежит на поляре точки . Такие точки  и  называются сопряжёнными
относительно квадрики ொ, а предыдущее наблюдение известно как полярная двойственность.

Упражнение 11.8. Постройте2 поляру данной точки и полюс данной прямой при полярном пре-
образовании евклидовой плоскости ℝమ относительно заданной окружности. Особое вни-
мание уделите случаям, когда заданная прямая не пересекает окружности, а заданная точ-
ка лежит внутри очерчиваемого этой окружностью круга.

1Ср. с сл. 11.3 на стр. 192.
2Желающие могут пользоваться линейкой и циркулем, но рис. 11⋄12 на стр. 204 показывает, что по-

следний не нужен.
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Предложение 11.2

Пусть , ∉ ொ и прямая () пересекает ொ в двух различных точках , ௗ. Точки ,  тогда
и только тогда сопряжены относительно квадрики ொ, когда они гармоничны по отношению к
точкам , ௗ.

Доказательство. Обозначим проходящую через точки ,, ,ௗ прямую через ℓ. Сопряжение
относительно квадрики ொ задаёт на прямой ℓ инволюцию ఙೂ ∶ ℓ → ℓ, ௫ ↦ ℓ ∩ (௫), ко-
торая переводит точку ௫ ∈ ℓ в точку пересечения её поляры с прямой ℓ. Точки  и ௗ непо-
движны относительно инволюции ఙೂ. Если инволюция ఙೂ меняет местами точки  и , то
[,, ,ௗ] = [,, ,ௗ], откуда [,, ,ௗ] = −ଵ. Наоборот, если [,, ,ௗ] = −ଵ, то отоб-
ражение ఙ, ∶ ℓ → ℓ, переводящее точку ௫ ∈ ℓ в единственную такую точку ௬ ∈ ℓ, что
[௫,௬, ,ௗ] = −ଵ, является инволютивной гомографией.

Упражнение 11.9. Убедитесь в этом, и покажите, что для любых двух точек ,ௗ ∈ ℓ существует
единственная инволюция ఙ, ∶ ℓ → ℓ, для которой точки  и ௗ являются неподвижными,
причём в любой аффинной карте, где ௗ = ∞, эта инволюция выглядит как центральная
симметрия относительно .

Так как гомографии ఙ, и ఙೂ одинаково действуют на ସ точки ,, ,ௗ, они совпадают, а зна-
чит, точки  и  сопряжены относительно ொ. �

Упражнение 11.10. Дайте чисто алгебраическое доказательство предл. 11.2.

Предложение 11.3

Для неособой квадрикиீ ⊂ ℙ и произвольной квадрикиொ ⊂ ℙ множество гиперплоскостей,
полярных относительно квадрикиீ точкам ∈ ொ, образуют в двойственном проективном про-
странстве ℙ×

 квадрику в ொ೨ того же ранга, что и квадрика ொ. Если ொ и ீ имеют в некоторых
однородных координатах на ℙ матрицы Грама  и ௰ соответственно, то квадрика ொ೨ имеет в
двойственных однородных координатах на ℙ×

 матрицу ௰−భ௰−భ.

Доказательство. Поляритет ̂ ∶ ℙ ⥲ ℙ×
 гладкой квадрики ீ ⊂ ℙ переводит точку из ℙ

со столбцом координат ௫ в точку двойственного пространства ℙ×
 со строкой координат క =

௫௰ и является биекцией. Полярные гиперплоскости క точек ௫ ∈ ொ задаются в ℙ×
 уравнением,

которое получается подстановкой в задающее квадрикуொ уравнение௫௫ =  точек௫ = ௰−భక.
Это даёт на క уравнение క௰−భ௰−భక = . �

Следствие 11.6

Касательные пространства гладкой квадрикиொ ⊂ ℙ образуют вℙ×
 гладкую квадрикуொ×. Мат-

рицы Грама квадрик ொ и ொ× в двойственных базисах пространств ℙ и ℙ×
 обратны друг другу.

Доказательство. Положим в предыдущей теореме ீ = ொ и ௰ = , и заметим, что гиперплоско-
сти, полярные точкам  ∈ ொ относительно самой же квадрикиொ — это в точности касательные
пространства ்ொ. �

11.2.2. Поляритеты над незамкнутыми полями. Над алгебраически незамкнутыми поля-
ми имеются квадратичные формы, задающие пустые квадрикиொ. Все такие формы автомати-
чески невырождены, и их поляритеты вполне наблюдаемы геометрически, а пустота квадрики
означает лишь то, что ни одна точка не лежит на своей поляре.

Упражнение 11.11. Опишите полярное преобразование евклидовой плоскости ℝమ относитель-
но «мнимой» окружности ௫మ + ௬మ = −ଵ.
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Из теор. 10.1 на стр. 181 вытекает, что два поляритета భ,మ ∶ ℙ() → ℙ(∗) совпадают тогда
и только тогда, когда задающие их квадратичные формы భ,మ ∈ ௌమ(∗) пропорциональны.

Теорема 11.3

Две непустые гладкие квадрики над бесконечным полем 𝕜 с char(𝕜) ≠ ଶ совпадают , если и
только если их уравнения пропорциональны.

Доказательство. Если (భ) = (మ) в ℙ(), то поляритеты భ,మ ∶ ℙ() ⥲ ℙ(∗) совпадают
во всех точках квадрики ொ = (భ) = (మ).

Упражнение 11.12. Покажите, что в условиях теоремы на любой непустой гладкой квадрике в
ℙ найдутся  + ଶ точки, никакие ( + ଵ) из которых не лежат в одной гиперплоскости.

Из упр. 11.12 и теор. 10.1 на стр. 181 вытекает, что корреляции ̂భ, ̂మ ∶  ⥲ ∗ пропорцио-
нальны. Тем самым, формы భ и మ имеют пропорциональные матрицы Грама. �

11.3. Коники. Квадрики на плоскости ℙమ = ℙ() называются кониками. Они образуют пяти-
мерное проективное пространство ℙఱ = ℙ(ௌమ∗), называемое пространством коник. Над ал-
гебраически замкнутым полем есть ровно три проективно не конгруэнтных коники1:

• двойная прямая ௫మబ =  (ранг ଵ, все точки особые)

• распавшаяся коника2 ௫మబ + ௫మభ =  (ранг ଶ, одна особая точка)

• гладкая коника ௫మబ + ௫మభ + ௫మమ = .

11.3.1. Параметризация гладкой коники. Всякая непустая гладкая коника  ⊂ ℙమ над лю-
бым полем 𝕜 с char(𝕜) ≠  допускает квадратичную рациональную параметризацию — вложе-
ние

ఝ ∶ ℙభ ↪ ℙమ , (௧బ, ௧భ) ↦ ( �ఝబ(௧బ, ௧భ) ∶ ఝభ(௧బ, ௧భ) ∶ ఝమ(௧బ, ௧భ)) � ,
которое задаётся тремя взаимно простыми в совокупности однородными многочленами второй
степениఝబ,ఝభ,ఝమ ∈ 𝕜[௧బ, ௧భ] и биективно отображает прямуюℙభ на конику . Геометрически
такую параметризацию можно получить проектируя конику  из любой точки  ∈  на любую
не проходящую через  прямую ℓ. Каждая отличная от касательной прямая (௫) с ௫ ∈ ℓ пере-
секает конику  по двум различным точкам, одной из которых является . Если вторая точка
пересечения ′ = ′(௫) имеет в базисе ,௫ на прямой (௫) однородные координаты (ఒబ ∶ ఒభ),
то это отношение является отличным от  = (ଵ ∶ ) корнем уравнения

(ఒబ,ఒభ) ⋅ (
(,) (,௫)
(௫,) (௫,௫)) ⋅ (

ఒబ
ఒభ) =  или ଶ(,௫) ⋅ ఒబఒభ + (௫,௫) ⋅ ఒమభ = 

и равно (ఒబ ∶ ఒభ) = ( �(௫,௫) ∶ −ଶ(,௫)) �. Отображение

ℓ → ℙమ , ௫ ↦ (௫,௫) ⋅  − ଶ(,௫) ⋅ ௫ ∈  (11-2)

и задаёт искомую квадратичную параметризацию коники  точками ௫ ∈ ℓ.

Упражнение 11.13. Убедитесь, что три координаты точки (௫,௫) ⋅−ଶ(,௫) ⋅௫ наℙమ являют-
ся однородными квадратичными полиномами от пары внутренних однородных координат

1Ср. с прим. 11.1 на стр. 190.
2А именно, объединение двух прямых ௫బ = ± ௫భ, пересекающихся в особой точке ( ∶  ∶ ଵ).
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точки ௫ на прямой ℓ в любом базисе этой прямой, и что формула (11-2) корректно сопо-
ставляет точке ௫ = ் ∩ ℓ точку  ∈ .

Над алгебраически замкнутым полем𝕜 квадратичную параметризацию гладкой коники можно
получить преобразовав её уравнение линейной заменой координат к виду Веронезе1

det (
బ భ
భ బ) = బమ − మభ =  (11-3)

и воспользовавшись рациональной параметризацией коники Веронезе по формуле2

(ఈబ ∶ ఈభ) ↦ (బ ∶ భ ∶ మ) = (ఈమబ ∶ ఈబఈభ ∶ ఈమభ ) . (11-4)

Упражнение 11.14. Убедитесь, что проекция коники బమ − మభ =  из точки (ଵ ∶ ଵ ∶ ଵ) на
прямую భ = , переводит точку (ఈమబ ∶ ఈబఈభ ∶ ఈమభ ) в точку (ఈబ ∶  ∶ ఈభ) .

Предложение 11.4

Гладкая коника и заданная однородным уравнением степениௗ кривая наℙమ либо пересекаются
не более, чем по ଶௗ точкам, либо коника целиком содержится в кривой в качестве компоненты.

Доказательство. Запараметризуем конику однородными квадратичными полиномами от ௧ =
(௧బ ∶ ௧భ) ∈ ℙభ. Значения ௧, при которых коника пересекает кривую с уравнением (௫) = ,
являются корнями однородного уравнения ( �(௧)) � = , левая часть которого либо тождествен-
но равна нулю, либо имеет степень ଶௗ. В первом случае вся коника содержится в кривой, во
втором случае имеется не более ଶௗ различных корней. �

Предложение 11.5

Каждые пять точек в ℙమ лежат на некоторой конике. Если никакие четыре из точек не коллине-
арны, такая коника единственна, а если никакие три не коллинеарны, то она ещё и гладкая.

Доказательство. При фиксированном ∈  уравнение() =  линейно по ∈ ௌమ∗. Поэтому
коники, проходящие через  ∈ ℙమ = ℙ() образуют гиперплоскость в ℙఱ = ℙ(ௌమ∗). Посколь-
ку любые 5 гиперплоскостей в ℙఱ имеют непустое пересечение, требуемая коника существует.
Если какие-то три из точек коллинеарны, а никакие четыре — нет, коника содержит прямую,
проходящую через три коллинеарные точки, и стало быть, распадается в объединение этой пря-
мой и прямой, проходящей через две оставшиеся точки. Тем самым, такая коника единственна.
Если никакие три из точек не коллинеарны, любая проходящая через них коника автоматиче-
ски неособа, и значит, единственна по предл. 11.4. �

Следствие 11.7

Каждые пять прямых, никакие три из которых не пересекаются в одной точке, касаются един-
ственной гладкой коники.

Доказательство. Это утверждение проективно двойственно предыдущему: пять точек на ℙ×
మ ,

двойственные пяти заданным прямым на ℙమ, лежат на единственной гладкой конике × ⊂ ℙ×
మ .

Двойственная ей коника  ⊂ ℙమ и является искомой. �

1См. прим. 10.6 на стр. 178.
2См. формулу (10-6) на стр. 179.
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Пример 11.3 (геометрическая классификация гомографий между прямыми)

Пусть гомография ఝ ∶ ℓభ ⥲ ℓమ между двумя несовпадающими прямыми ℓభ, ℓమ ⊂ ℙమ переводит
три различные точки భ,భ, భ ∈ ℓభ, отличные от точки  = ℓభ ∩ ℓమ, соответственно, в точки
మ,మ, మ ∈ ℓమ. Возникают две возможности, представленные на рис. 11⋄1 и рис. 11⋄2: либо со-
единяющие соответственные точки три прямые (భ,మ), (భ,మ), (భ, మ) пересекаются в одной
точке , либо нет. Как мы видели в прим. 10.10, первое означает, что ఝ является перспективой
с центром в , и это равносильно равенству ఝ() = . Во втором случае пять прямых ℓభ, ℓమ,
(భ,మ), (భ,మ), (భ, మ) удовлетворяют сл. 11.7, т. е. существует единственная гладкая коника
, касающаяся всех этих пяти прямых. Преобразование  ∶ ℓభ ⥲ ℓమ, переводящее точку ௫ ∈ ℓభ
в точку пересечения прямой ℓమ с отличной от ℓభ касательной, опущенной из ௫ на , является
гомографией ℓభ на ℓమ, ибо оно биективно и рационально. В самом деле, коэффициенты уравне-
ний касательных, опущенных из ௫ на , суть точки пересечения двойственной коники × ⊂ ℙ×

మ
с прямой ௫× = Ann(௫). Одна из них, задающая прямую ℓభ, известна. Поэтому вторая, т. е. набор
коэффициентов уравнения прямой (௫,௬), рационально через неё выражается. Поскольку  иఝ
одинаково действуют на భ, భ, భ, гомография  ∶ ℓభ ⥲ ℓమ совпадает ఝ. Обратите внимание,
что образом и прообразом точки  = ℓభ ∩ ℓమ в этом случае являются точки пересечения ℓమ ∩ 
и ℓభ ∩  соответственно.

a2 b2 c2

a1

b1

c1

p
ℓ1

ℓ2

a2

b2

c2

a1

b1

c1
ℓ1

ℓ2

Рис. 11⋄1. Перспектива  ∶ ℓభ → ℓమ. Рис. 11⋄2. Гомография  ∶ ℓభ → ℓమ.

Итак, каждая гомография ℓభ ⥲ ℓమ либо является перспективой, либо высекается семейством
касательных к некоторой гладкой конике. В обоих случаях центр  и коника  определяются по
гомографии однозначно. Перспектива может рассматриваться как вырожденный случай гомо-
графии  ∶ ℓభ → ℓమ, отвечающий особой конике , распавшейся в объединение двух прямых,
пересекающихся в центре перспективы. Однако такие прямые можно выбирать многими спо-
собами: годится любая пара прямых, соединяющих соответственные точки гомографии.

Пример 11.4 (геометрическая классификация гомографий между пучками прямых)

Этот пример двойствен предыдущему. Пусть гомография ఝ ∶ ×
భ ⥲ మమ пучка прямых с цен-

тром в точке భ в пучок прямых с центром в точке మ ≠ భ переводит три различные прямые
ℓ′
భ, ℓ′

మ, ℓ′
య ∋ భ, отличные от прямой (భమ), в прямые ℓ″

భ , ℓ″
మ , ℓ″

య ∋ భ. Обозначим три точки пе-
ресечения соответственных прямых через  = ℓ′

 ∩ ℓ″
 ,  = ଵ,ଶ,ଷ. Поскольку никакие четыре

из точек భ, మ, భ, మ, య не коллинеарны, через них проходит единственная коника ക. Она
представляет собою ГМТ точек пересечений соответственных прямых ℓ ∩ ఝ(ℓ) гомографии ఝ,
поскольку отображение, переводящее прямую (భ) в прямую (మ) для всех  ∈ ക, тоже за-
даёт гомографию ×

భ ⥲ మమ, действующую на три прямые ℓ′
 точно также, как ఝ, см. рис. 11⋄4.
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Если коника ക гладкая, то она переводит касательную прямую ்భക в прямую (భమ), а пря-
мую (భమ) — в касательную்మക. Если коникаക не гладкая, тоക = (భమ)∪(ೕ), точкиభ,
మ, య коллинеарны, и гомографияఝ переводит прямую (భమ) в себя, т. е. является перспекти-
вой, см. рис. 11⋄3. В отличие от предыдущего прим. 11.3 задающая перспективу вырожденная
коника здесь определяется этой перспективой однозначно.

𝑝ଵ 𝑝ଶ

𝑞ଵ

𝑞ଶ

𝑞ଷ

ℓ ∩ 𝜑ℓ

𝜑−ଵ(𝑝ଵ𝑝ଶ) 𝜑(𝑝ଵ𝑝ଶ)

𝑝ଵ 𝑝ଶ

𝑞ଷ
𝑞ଶ𝑞ଵ

ℓ ∩ 𝜑ℓ

Рис. 11⋄3. Перспектива ఝ ∶ ×
భ → ×

మ . Рис. 11⋄4. Гомография ఝ ∶ ×
భ → ×

మ .

Предложение 11.6 (теорема о вписанно-описанных треугольниках)

Два треугольника భభభ и మమమ вписаны в одну и ту же гладкую конику ொ′, если и только
если они описаны вокруг одной и той же гладкой коники ொ″.

Доказательство. Пусть точки భ, భ, భ, మ, మ, మ лежат на конике ொ′, как на рис. 11⋄5. Рас-
смотрим прямые ℓభ = (భభ), ℓమ = (మమ) и обозначим через మ ∶ ℓభ ⥲ ொ′ и భ ∶ ொ′ ⥲ ℓమ
проекцию прямой ℓభ из точки మ на конику ொ′ и проекцию коники ொ′ на прямую ℓమ из точки
భ. Композиция этих двух проекций [భ ∶ ொ′ ⥲ ℓమ] ∘ [మ ∶ ℓభ ⥲ ொ′] ∶ ℓభ ⥲ ℓమ переводит
భ ↦ ெ , ↦ మ ,  ↦ మ , భ ↦ ே и является неперспективой гомографией. Значит, она зада-
ётся семейством касательных к некоторой гладкой конике ொ″, вписанной в оба треугольника.
Обратная импликация проективно двойственна только что доказанной. �
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Рис. 11⋄5. Вписанно-описанные треугольники.

Следствие 11.8 (поризм Понселе для треугольников)

Если пара коникொ′ иொ″ такова, что существует треугольникభభభ, одновременно вписанный
в ொ′ и описанный около ொ″, то такой же треугольник మమమ (одновременно вписанный в ொ и
описанный около ொ′) можно нарисовать стартовав с любой точки మ ∈ ொ′ ∖ ொ″.
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Доказательство. В самом деле, проведём из మ две касательных (మమ) и (మమ) к конике ொ″

до их пересечения с ொ′ в точках మ,మ ∈ ொ′, как на рис. 11⋄5. По предл. 11.6, треугольники
భభభ иమమమ описаны вокруг некоторой коники, а поскольку существует лишь одна коника,
касающаяся пяти прямых (), (), (), (మమ), (మమ), эта коника и есть ொ″. �
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Рис. 11⋄6. Трассировка коники линейкой.

Пример 11.5 (трассировка коники линейкой)

Точки гладкой коники , проходящей через пять данных точек భ,మ, … ,ఱ, никакие 3 из ко-
торых не коллинеарны, можно эффективно строить одной линейкой следующим образом. Рас-
смотрим прямые ℓభ = (మఱ), ℓమ = (మర) и точку  = (భర) ∩ (యఱ), как на рис. 11⋄6. Пер-
спектива  ∶ ℓభ ⥲ ℓమ действует на лежащие на прямой ℓభ три точки మ, ఱ и  = ℓభ∩(మర) так
же, как композиция проекции భ ∶ ℓభ ⥲  прямой ℓభ на конику  из точки భ ∈  и проекции
య ∶  ⥲ ℓమ коники  на прямую ℓమ из точки య ∈ . Стало быть, они совпадают. Поэтому
для любой прямой ℓ, проходящей через  и пересекающейся с прямыми ℓభ и ℓమ в точках ௫భ и ௫మ
соответственно, точка (ℓ) = (భ௫భ)∩(మ௫మ) лежит на конике , см. рис. 11⋄6. Если ℓ пробежит
пучок прямых с центром в , точка (ℓ) нарисует конику .
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Рис. 11⋄7. Гексограмма Паскаля.
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Теорема 11.4 (теорема Паскаля)

Шесть точек భ,మ, … ,ల, никакие 3 из которых не коллинеарны, тогда и только тогда лежат
на одной гладкой конике, когда коллинеарны три точки пересечений

௫ = (యర) ∩ (లభ) , ௬ = (భమ) ∩ (రఱ) , ௭ = (మయ) ∩ (ఱల)

пар «противоположных сторон» шестиугольика భ,మ, … ,ల, см. рис. 11⋄7 и рис. 11⋄8.

Доказательство. Полагая ℓభ = (యర) и ℓమ = (యమ), как на рис. 11⋄6 на стр. 199, мы видим, что
условие ௭ ∈ (௫௬) означает, что ௫ переходит в ௭ при перспективе

௬ ∶ ℓభ → ℓమ , (11-5)

которая, согласно прим. 11.5, раскладывается в композицию проекций

(ఱ ∶  ⥲ ℓమ) ∘ (భ ∶ ℓభ ⥲ ) (11-6)

где  — гладкая коника, проходящая через భ,మ, … ,ఱ. Но тогда ల = (ఱ௭) ∩ (య௫) ∈  . На-
оборот, если (ఱ௭) ∩ (య௫) ∈ , то точка ௭ ∈ ℓమ является образом точки ௫ ∈ ℓభ при композиции
проекций (11-6), а значит, и при перспективе (11-5), откуда ௭ ∈ (௫௬). �
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Рис. 11⋄8. Вписанный шестиугольник. Рис. 11⋄9. Описанный шестиугольник.

Следствие 11.9 (теорема Брианшона)

Шестиугольник భ,మ, … ,ల тогда и только тогда описан вокруг некоторой гладкой коники,
когда его главные диагонали (భర), (మఱ), (యల) пересекаются в одной точке (см. рис. 11⋄9).

Доказательство. Эта теорема проективно двойственна к теореме Паскаля. �

11.4. Внутренняя геометрия гладкой коники. Двойственные прямыеℙభ = ℙ() иℙೣభ = ℙ(∗)
канонически изоморфны друг другу посредством биекции ℙభ ⥲ ℙ×

భ , ௩ ↦ Ann௩, которая на
языке координат сопоставляет точке (బ ∶ భ) ∈ ℙభ точку భ௫బ − బ௫భ ∈ ℙ×

భ , координаты
которой в двойственном базисе на ℙ×

భ суть (భ ∶ −బ).
В прим. 10.6 на стр. 178 мы видели, что над алгебраически замкнутым полем𝕜, char(𝕜) ≠ ଶ,

плоскость ℙమ = ℙ(ௌమ∗) параметризует неупорядоченные пары точек на ℙభ = ℙ(). Точкам
 = (బ ∶ భ),  = (బ ∶ భ) отвечает одномерное пространство в ௌమ∗, порождённое квадра-
тичной формой ,(௫) ≝ det(௫,) ⋅ det(௫,) = బ(,) ⋅ ௫మబ + ଶభ(,) ⋅ ௫బ௫భ + మ(,) ⋅ ௫మభ
с коэффициентами బ(,) = భభ, భ(,) = − (భబ + బభ)∕ଶ, మ(,) = బబ. Допус-
кая известную вольность, мы будем обозначать эту точку на ℙమ как {,}. Пары совпадающих
точек {,} ∈ ℙమ изображаются гладкой коникой Веронезе ver , состоящей из всех ненулевых
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квадратичных форм от (௫బ,௫భ) с нулевым определителем или, что то же самое, из квадратичных
форм вида (௫) ≝ detమ(௫,), где  ∈ ℙభ. В развёрнутом виде1

(௫) = బ() ⋅ ௫మబ + ଶభ() ⋅ ௫బ௫భ + మ() ⋅ ௫మభ , где

బ() = మభ , భ() = −బభ , మ() = మబ .
(11-7)

Пары {, ௧} ∈ ℙమ, в которых точка ∈ ℙభ фиксирована, а точка ௧ пробегает прямуюℙభ, изобра-
жаются на плоскости ℙ(ௌమ∗) в виде прямой, которая состоит из всех зануляющихся в точке 
квадратичных форм  на ℙభ и задаётся линейным по  уравнением () = . Так, касательные
к конике Веронезе ver , восстановленные в точках {,} и {,}, суть прямые, состоящие из
точек вида {, ௧} и {, ௦} соответственно. Они пересекаются в точке {,}.

Упражнение 11.15. Покажите, что прямая на ℙమ тогда и только тогда имеет вид {, ௧}, где 
фиксирована, а ௧ пробегает ℙభ, когда она касается коники Веронезе, и опишите, из каких
точек {௫,௬} ∈ ℙమ состоит прямая, соединяющая две различные точки {,}, {,ௗ} ∈ ℙమ,
в терминах двойных отношений между точками , , , ௗ, ௫, ௬.

Над алгебраически замкнутым полем все гладкие коники проективно конгруэнтны друг другу,
и произвольную гладкую конику  на ℙమ можно записать в подходящих однородных коорди-
натах (బ ∶ భ ∶ మ) уравнением మభ = బమ, после чего воспринимать её как конику Веро-
незе, а объемлющую плоскость — как множество неупорядоченных пар точек на проективной
прямой. Иначе говоря, над алгебраически замкнутым полем характеристики ≠ ଶ проективная
плоскость с заданной на ней гладкой коникой может быть отождествлена с множеством неупо-
рядоченных пар точек на ℙభ так, что коника будет изображать пары совпадающих точек.

11.4.1. Двойное отношение и внутренние координаты на конике. Назовём двойным от-
ношением четырёх точек భ, మ, య, ర на гладкой конике  двойное отношение проекций этих
точек на произвольную прямую ℓ ⊂ ℙమ из любой пятой точки ఱ ∈ , отличной от всех четырёх
и не лежащей на ℓ, или, что то же самое, двойное отношение четырёх прямых (ఱ), ଵ ⩽  ⩽ ସ,
в пучке прямых с центром в ఱ.

Упражнение 11.16. Убедитесь, что это двойное отношение не зависит ни от выбора прямой
ℓ ⊂ ℙమ, ни от выбора точки ఱ ∈ , и что любая биекция между кониками భ,మ ⊂ ℙమ,
индуцированная линейным проективным преобразованием ℙమ ⥲ ℙమ объемлющей плос-
кости, сохраняет двойное отношение точек на этих кониках.

На конике Веронезе ver ⊂ ℙమ = ℙ(ௌమ∗) введённое только что двойное отношение любых че-
тырёх точек {,}, ଵ ⩽  ⩽ ସ, совпадает с двойным отношением четырёх точек  на прямой
ℙభ = ℙ(), поскольку композиция отображения Веронезе ℙభ ⥲ ver ,  ↦ {,}, и проекции
коники ver из любой её точки на любую не проходящую через эту точку прямую является раци-
ональной биекцией между двумя проективными прямыми, а стало быть2, линейна и сохраняет
двойные отношения.

Упражнение 11.17. Убедитесь, что эта композиция и в самом деле рациональна.

Таким образом, любая гладкая коника  может быть с сохранением двойного отношения отож-
дествлена с проективной прямой, и по предл. 10.2 на стр. 186 любые два таких отождествления

1Обратите внимание что написанная в формуле (11-7) параметризация коники Веронезе отличается
от той, что была в форм. (11-4) на стр. 196: параметризация (11-7) является композицией квадратичного
вложения Веронезе ℙ(∗) ↪ ℙ(ௌమ∗), ట(௫) ↦ టమ(௫), из формулы (11-4) и предыдущего изоморфизма
двойственных прямых ℙ() ⥲ ℙ(∗), (బ ∶ భ) ↦ (భ ∶ −బ).

2См. теор. 10.2 на стр. 183.
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отличаются на гомографию этой прямой. В частности, на гладкой конике имеются внутренние
однородные координаты, которые переносятся с ℙభ при помощи произвольной сохраняющей
двойные отношения биекции ℙభ ⥲ , и любые две таких координатных системы получаются
друг из друга линейным проективным преобразованием.

Предложение 11.7

Гладкая коника , проходящая через пять точек భ,మ, … ,ఱ, никакие три из которых не кол-
линеарны, представляет собою ГМТ , таких что в пучке прямых с центром в  двойное отно-
шение четырёх прямых (,), ଵ ⩽  ⩽ ସ, равно двойному отношению четырёх прямых (ఱ,),
ଵ ⩽  ⩽ ସ, в пучке прямых с центром в точке ఱ.

Доказательство. Из упр. 11.16 вытекает, что все точки  ∈  обладают этим свойством. Для
любой другой точки , обладающей этим свойством, обозначим через ொ конику, проходящую
через точки , భ, మ, య и ఱ. Отображение ఊೂ ∶ × → ×

ఱ из пучка прямых с центром в точке 
в пучок прямых с центром в ఱ, переводящее прямую () в прямую (ఱ) для всех  ∈ ொ, биек-
тивно и рационально, а значит является гомографией. Гомография ఊೂ переводит три прямые
(), ଵ ⩽  ⩽ ଷ, в три прямые (ఱ), ଵ ⩽  ⩽ ଷ. Поскольку [(,భ), (,మ), (,య), (,ర)] =
= [(ఱ,భ), (ఱ,మ), (ఱ,య), (ఱ,ర)], прямая (ర) переходит в прямую (ఱర), откуда ర ∈ ொ.
Но единственная коника, проходящая через пять точек భ,మ, … ,ఱ, это коника . Поэтому
ொ =  и  ∈ . �

Упражнение 11.18. Пусть никакие три из пяти различных точек ,,,,  ∈ ℙమ не коллине-
арны. Обозначим через ఊ ∶ × → × единственную гомографию пучка прямых с центром в
 в пучок прямых с центром в , переводящую прямые (), (), () в прямые (), (),
() соответственно. Опишите ГМТ пересечения ℓ ∩ ఊ(ℓ) по всем ℓ ∈ ×.

11.4.2. Гомографии на гладкой конике. Биективное преобразование ఝ ∶  ⥲  гладкой
коники  называется гомографией, если оно сохраняет двойные отношения. Это равносильно
тому, что во внутренних однородных координатах на  преобразование ఝ линейно, а также
тому, что при какой-либо (а следовательно, и при любой) сохраняющей двойное отношение
биекции ట ∶  ⥲ ℙభ преобразование టఝట−భ ∶ ℙభ ⥲ ℙభ является гомографией на ℙభ. По
теор. 10.2 любое биективное (всюду или за исключением конечного множества точек) отобра-
жение ఝ ∶  → , которое во внутренних однородных координатах на конике задаётся рацио-
нальной формулой видаఝ(ఈబ ∶ ఈభ) = ( �(ఈబ∕ఈభ) ∶ (ఈబ∕ఈభ)) �, где, ∈ 𝕜[௧], является гомогра-
фией. Для любых двух упорядоченных троек различных точек на гладкой конике  существует
единственная гомография  ⥲ , переводящая первую тройку точек во вторую с сохранением
порядка.

Предложение 11.8

Каждая гомография ఊ ∶  ⥲  гладкой коники  ⊂ ℙమ однозначно продолжается до линейного
проективного автоморфизма ఊ̃ ∶ ℙమ ⥲ ℙమ, ограничение которого на  совпадает с ఊ, и наобо-
рот, любой линейный проективный автоморфизм ఊ̃ ∶ ℙమ ⥲ ℙమ, переводящий конику  в себя,
задаёт на ней гомографию.

Доказательство. Выберем на конике  пять точек భ,మ, … ,ఱ, и пусть ఊ() = . Существует
единственный линейный проективный автоморфизм ఊ̃ ∶ ℙమ ⥲ ℙమ, такой что ఊ̃() =  при
ଵ ⩽  ⩽ ସ. Поскольку он сохраняет двойные отношения в пучках прямых, двойное отношение
четырёх прямых (ఱ,), ଵ ⩽  ⩽ ସ, в пучке ×

ఱ равно двойному отношению четырёх прямых
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(ఱ,), ଵ ⩽  ⩽ ସ, в пучке ×
ఱ . Последнее двойное отношение равно двойному отношению

четырёх прямых (ఱ,), ଵ ⩽  ⩽ ସ, из того же пучка, т. к. отображение ఊ ∶  ⥲ ,  ↦ , яв-
ляется гомографией и сохраняет определённое в начале n∘ 11.4.1 двойное отношение точек на
конике. Таким образом, для любых пяти точек భ,మ, … ,ఱ ∈  двойные отношения прямых
проходящих через точки భ, మ, య, ర в пучках прямых с центрами в точках ఱ и ఊ̃(ఱ) рав-
ны другу. По предл. 11.7 ఊ̃(ఱ) ∈ , что доказывает первое утверждение предложения. Второе
утверждение вытекает из упр. 11.16. �

Пример 11.6 (инволюции)

Гомографияఙ ∶  →  называется инволюцией, если она обратна самой себе, т. е.ఙమ = Id. Тож-

𝑠

𝑝

𝑞

𝑎ଵ

𝑎ଶ

𝑏ଵ

𝑏ଶ

𝜎 


𝜎


𝐶

Рис. 11⋄10. Инволюция на конике.

дественная инволюция ఙ = Id называется тривиальной. Пусть точки భ, మ, భ, మ на конике
 различны и инволюцияఙ ∶  →  переставляет одно-
имённые точки భ ↔ మ и భ ↔ మ как на рис. 11⋄10.
Обозначим точку пересечения прямых (భమ) и (భమ)
через ௦. Пучок прямых с центром в ௦ задаёт биективное
преобразование ఙೞ ∶  ⥲ , переставляющее точки пе-
ресечения коники  с каждой проходящей через ௦ пря-
мой.

Упражнение 11.19. Убедитесь, что это преобразование
рационально.

Следовательно, ఙೞ является гомографией, а значит, сов-
падает с инволюцией ఙ, поскольку действует на четыре
точки భ, మ, భ, మ также, как и ఙ. В частности, непо-
движными точками инволюции ఙ являются две точки,
образующие видимый из точки ௦ контур коники .

Таким образом, над алгебраически замкнутым по-
лем 𝕜 с char(𝕜) ≠ ଶ каждая нетривиальная инволюция
на проективной прямой или на гладкой конике имеет ровно две различных неподвижных точ-
ки, и для любой пары различных точек существует единственная инволюция оставляющая каж-
дую из точек на месте. Геометрически, инволюция ఙ ∶ ℙభ ⥲ ℙభ с неподвижными точками
, ∈ ℙభ переставляет друг с другом такие точки , , что точки {,} и {,} коники Веро-
незе ver ⊂ ℙమ лежат на одной прямой с точкой {,} ∈ ℙమ.

Упражнение 11.20. Убедитесь, что ఙ() =  для точек , ∉ {,} , если и только если
[,,,] = −ଵ, и напишите явную формулу для координат неподвижных точек ,  инво-
люцииఙ, если известны координаты точек,,ఙ(),ఙ() и все эти точки различны.

Пример 11.7 (перекрёстная ось гомографии на конике)

Гомография ఝ ∶  →  , переводящая три различные точки భ,భ, భ ∈  в точки మ,మ, మ ∈ 
является композицией проекций మ ∶  → ℓ и భ ∶ ℓ →  , где прямая ℓ соединяет точки пе-
ресечения (భమ) ∩ (భమ) и (భమ) ∩ (భమ) пар перекрёстных прямых на рис. 11⋄11. Поскольку
неподвижные точки гомографииఝ суть точки пересечения ℓ∩, прямая ℓ не зависит от выбора
точек భ,భ, భ ∈ , а ఝ имеет либо ровно две неподвижные точки, либо ровно одну, и послед-
нее означает, что прямая ℓ касается коники  в этой неподвижной точке. Таким образом, пря-
мая ℓ представляет собой ГМТ пересечения всех перекрёстных прямых (௫,ఝ(௬)) ∩ (௬,ఝ(௫)), где
௫ ≠ ௬ независимо пробегают конику . Отсюда получается ещё одно доказательство теоремы
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Паскаля: три точки пересечений пар противоположных сторон вписанного в шестиугольника
భమభమభమ, будучи точками пересечений перекрёстных прямых гомографии, которая пере-
водит точки భ,భ, భ в точки మ,మ, మ, лежат на перекрёстной оси ℓ этой гомографии.

a1

a2

c1

c2

b1

b2

x

ϕ(x)

p = ϕ(p)
q = ϕ(q)ℓ

Рис. 11⋄11. Перекрёстная ось гомографии на конике.

Перекрёстная ось гомографии ఝ ∶  →  легко строится одной линейкой, если известно дей-
ствиеఝ на какие-нибудь три точки. Это позволяет одной линейкой построить образఝ(௭) любой
точки ௭ ∈ , а также указать неподвижные точки гомографии ఝ. В частности, две касательные
к гладкой конике  ⊂ ℙమ, опущенные из заданной точки ௦ ∈ ℙమ, тоже можно построить одной
линейкой, найдя неподвижные точки инволюции ఙೞ ∶  → , задаваемой пучком прямых с
центром в ௦, см. рис. 11⋄12. Более простое построение можно извлечь из упр. 11.21.

p

p

ℓ(p)

C

Рис. 11⋄12. Построение касательных. Рис. 11⋄13. Построение поляры.

Упражнение 11.21 (построение Штейнера). Обоснуйте показанное на рис. 11⋄13 построение1

одной линейкой поляры ℓ() данной точки  относительно данной коники .

Пример 11.8 (пары коммутирующих инволюций)

Две сопряжённые относительно гладкой коники  ⊂ ℙమ точки , ∈ ℙమ ∖  задают на кони-
ке  коммутирующие друг с другом инволюции ఙೌ,ఙ್∶  ⥲ , см. рис. 11⋄14. В самом деле,

1Принадлежащее Якобу Штейнеру (1796 – 1863), см. Я. Штейнер. «Геометрические построения, вы-
полняемые с помощью прямой линии и неподвижного круга», Харьковская математическая библиотека,
Харьков, ଵଽଵ (или любое другое издание).
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запараметризуем пучок прямых с центром в  точками полярной к  прямой ℓ್ и рассмотрим
на нём инволюцию ఈ ∶ ℓ್ ⥲ ℓ್ с неподвижными точками  и , отвечающими прямой ()
и полярной к точке  прямой ℓೌ, как на рис. 11⋄14. Точки ,ௗ ∈ ℓ находятся в инволюции ఈ ,
если и только если они гармоничны точкам,. Пусть прямая () пересекает конику в точке
′. Тогда на прямой (′) точки  и ′ = (′) ∩ ℓ гармоничны точкам  и ௗ′ = () ∩ (ௗ), по-
скольку четвёрка точек , ′, ′, ௗ′ является образом четвёрки точек , , , ௗ при перспективе
ఊ್ ∶ ℓ್ ⥲ (′). С другой стороны, по предл. 11.2 на стр. 194 сопряжённые друг другу отно-
сительно коники  точки  и ′ прямой (′) гармоничны точкам пересечения этой прямой с
коникой . Поэтому отличная от ′ точка пересечения прямой (′) с коникой  совпадает сௗ′.
Таким образом, любые две пары находящихся в инволюции ఙೌ точек коники  одновременно
являются и двумя парами точек, находящихся в инволюции ఙ್, см. рис. 11⋄14.

𝑎 𝑏

𝑝
𝑐

𝑑
𝑝

𝑑

𝑐

ℓ

ℓ

𝐶

Рис. 11⋄14. Инволюции с центрами в сопряжённых точках перестановочны.

Упражнение 11.22. Убедитесь, что и наоборот, центры , ∈ ℙమ любых двух перестановочных
друг с другом инволюций ఙ,ఙ∶  ⥲  гладкой коники  ⊂ ℙమ сопряжены друг другу
относительно .

11.5. Квадратичные поверхности. Квадрики в ℙయ = ℙ(), где dim = ସ, образуют проектив-
ное пространство ℙవ = ℙ(ௌమ∗). Поэтому любые ଽ точек в ℙయ лежат на некоторой квадрике.
В частности, любые три прямые в ℙయ лежат на квадрике, проходящей через три тройки раз-
личных точек, выбранных каждая на своей прямой. Над алгебраически замкнутым полем есть
ровно четыре проективно не конгруэнтных друг другу квадрики:

• двойная плоскость ௫మబ =  (ранг ଵ)

• распавшаяся квадрика1 ௫మబ + ௫మభ =  (ранг ଶ)

• простой конус2 ௫మబ + ௫మభ + ௫మమ =  (ранг ଷ)

1Или объединение двух плоскостей ௫బ = ± ௫భ, т. е. линейное соединение особой прямой (మ, య) и
пары точек (ଵ ∶ ± ∶  ∶ ), образующих гладкую квадрику на дополнительной прямой (బ, భ), ср. с
теор. 11.2 на стр. 191.

2Или линейное соединение одной особой точки с гладкой коникой в дополнительной плоскости.
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• гладкая квадрика ௫మబ + ௫మభ + ௫మమ + ௫మయ =  (ранг ସ).

Упражнение 11.23. Покажите, что особая квадрика в ℙయ над произвольным полем 𝕜 не может
содержать трёх попарно не пересекающихся прямых и выведите отсюда, что любые три
такие прямые в ℙయ лежат на гладкой квадрике.

11.5.1. Квадрика Сегре. Удобной геометрической моделью гладкой квадрики в ℙయ являет-
ся квадрика Сегре в проективном пространстве ℙయ = ℙ (Matమ×మ(𝕜)), состоящая из ненулевых
матриц  ранга ଵ и задаваемая квадратным уравнением det() = . Она называется квадрикой
Сегре и обозначается

ொೄ ≝ {�(
ఈబబ ఈబభ
ఈభబ ఈభభ) ≠  |� det (

ఈబబ ఈబభ
ఈభబ ఈభభ) = ఈబబఈభభ − ఈబభఈభబ =  ��}� . (11-8)

С каждым ненулевым линейным оператором ி ∶  →  ранга ଵ связаны единственный с
точностью до пропорциональности вектор ௩ ∈ , порождающий одномерный образ опера-
тора ி, и однозначно определяемый оператором ி и вектором ௩ ковектор క ∈ ∗, такой что
ி(௨) = క(௨) ⋅ ௩ для всех ௨ ∈ . Ядро оператора ி совпадает с ядром функционала క ∶  → 𝕜,
и при умножении вектора ௩ на ఒ, функционал క умножается на ఒ−భ. В этой ситуации мы пи-
шем, что ி = ௩ ⊗ క, и говорим, что оператор ி является тензорным произведением вектора ௩ и
ковектора క. Любые вектор ௩ ∈  и ковектор క ∈ ∗ задают линейный оператор ранга ଵ на 

௩ ⊗ క ∶  →  , ௨ ↦ ௩ ⋅ క(௨) . (11-9)

В ситуации, когда  = 𝕜మ, а ௩ и క имеют в стандартных двойственных базисах пространств 𝕜మ
и 𝕜మ∗

координаты ௩ = (௫బ ∶ ௫భ) и క = (కబ ∶ కభ), матрица оператора ௩ ⊗ క имеет вид

(
௫బ
௫భ) ⋅ (కబ కభ) = (

కబ௫బ కభ௫బ
కబ௫భ కభ௫భ) (11-10)

Сопоставляя паре точек (క, ௩) ∈ ℙ×
భ ×ℙభ = ℙ(∗)×ℙ() одномерное подпространство в End(),

натянутое на оператор (11-9) с матрицей (11-10), мы получаем вложение Сегре

௦ ∶ ℙ×
భ × ℙభ ↪ ℙయ = ℙ(�End ()) � ,

которое биективно отображает ℙ×
భ × ℙభ на квадрику Сегре ொೄ ⊂ ℙయ и переводит два семейства

«координатных прямых» наℙ×
భ×ℙభ в два семейства прямых наொೄ, поскольку для каждогоక ∈ ℙ×

భ
прямая క ×ℙభ изобразится на квадрике Сегре проективизацией двумерного пространства мат-
риц ранга ଵ с фиксированным отношением క = (కబ ∶ కభ) между столбцами, а для каждого
௩ ∈ ℙభ прямая ℙ×

భ × ௩ изобразится матрицами с фиксированным отношением ௩ = (௫బ ∶ ௫భ)
между строками. Все прямые в каждом из этих двух семейств попарно не пересекаются друг с
другом, а любые две прямые из разных семейств пересекаются, причём каждая точка квадрики
ொೄ является точкой пересечения единственной пары прямых из различных семейств. Никаких
других прямых на квадрике Сегре нет, т. к. проходящая через произвольную точку  ∈ ொೄ и
целиком лежащая на квадрике ொೄ прямая содержится в пересечении ொೄ ∩ ்ொೄ, которое пред-
ставляет собою плоскую конику, а значит, полностью исчерпывается парой проходящих через
 прямых из описанных выше двух семейств.
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Предложение 11.9

Над алгебраически замкнутым полем1 через любые три попарно не пересекающиеся прямые в
ℙయ проходит единственная, автоматически гладкая квадрика. Она является объединением всех
прямых, пересекающих каждую из трёх заданных.

Доказательство. Поскольку ни на одной из перечисленных в начале n∘ 11.5 особых квадрик над
алгебраически замкнутым полем нет трёх попарно не пересекающихся прямых, любая квадри-
ка ொ, проходящая через такие прямые, автоматически является гладкой, т. е. проективно кон-
груэнтна квадрике Сегре и заметается двумя семействами прямых. Три заданные прямые, бу-
дучи попарно не пересекающимися, принадлежат одному из этих семейств, и любая прямая из
второго семейства пересекает каждую из них. С другой стороны, любая прямая, пересекающая
каждую из трёх данных имеет три разных точки на квадрикеொ и поэтому лежит на ней целиком,
т. е. является одной из прямых второго семейства. �

Упражнение 11.24. Покажите, что касательное пространство к квадрике Сегре в точке ௩ ⊗ క
состоит из таких линейных операторов ி ∶  → , что ி(Ann క) ⊂ 𝕜 ⋅ ௩.

11.6. Подпространства, лежащие на квадриках. Размерность максимального по включению
проективного пространства, целиком лежащего на квадрике ொ ⊂ ℙ, называется планарно-
стью квадрики ொ. Планарность пустой квадрики по определению равна −ଵ. Таким образом, -
планарные квадрики суть непустые квадрики, не содержащие прямых.

Лемма 11.2

Планарность гладкой квадрики ொ ⊂ ℙ над произвольным полем 𝕜, char𝕜 ≠ ଶ, не превышает
половины размерности квадрики ொ, т. е. не больше целой части [( − ଵ)∕ଶ].

Доказательство. Пусть ℙ = ℙ(), dim =  + ଵ, и  = ℙ(ௐ) ⊂ ொ = (), где  ∈ ௌమ∗.
Поскольку ограничение формы  на подпространство ௐ ⊂  тождественно нулевое, оператор
корреляции ̂ ∶  → ∗ переводит подпространство ௐ внутрь подпространства Ann(ௐ) ⊂ ∗.
В силу невырожденности формы  этот оператор инъективен, откуда

dim(ௐ) = dim ̂(ௐ) ⩽ dim Annௐ = dim − dimௐ .

Таким образом, ଶ dimௐ ⩽ dim, т. е. ଶ dim  ⩽  − ଵ. �

Лемма 11.3

Сечение гладкой квадрикиொ произвольной гиперплоскостью либо является гладкой квадри-
кой в гиперплоскости , либо имеет единственную особую точку  ∈  ∩ ொ. Последнее равно-
сильно тому, что  = ்ொ касается квадрики в точке .

Доказательство. Пусть ொ = () ⊂ ℙ() и  = ℙ(ௐ). Первое утверждение вытекает из вклю-
чения ker ̂|ೈ ⊂ ̂−భ(Annௐ) и равенства dim ̂−భ(Annௐ) = dim Annௐ = dim − dimௐ = ଵ.
Пусть ker ̂|ೈ ≠  порождается ненулевым вектором. Тогда ∈ ொ∩ и Ann (̂()) = ௐ, отку-
да்ொ = . Наоборот, если = ்ொ = ℙ (Ann ̂()), то ∈ Ann ̂() лежит в ядре ограничения
оператора ̂ на подпространство Ann ̂. �

1Ниже мы увидим, что это условие можно существенно ослабить. Скажем, над полем ℝ предл. 11.9
тоже верно.
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Предложение 11.10

Над произвольным полем 𝕜 с char𝕜 ≠ ଶ проективные подпространства  размерности , ле-
жащие на -мерной гладкой квадрике ொ ⊂ ℙ+భ и проходящие через заданную точку  ∈ ொ,
биективно соответствуют всевозможным ( − ଵ)-мерным проективным подпространствам ′,
лежащим на ( − ଶ)-мерной гладкой квадрике ொ′

−మ = ℙ−భ ∩ொ, которую квадрика ொ высекает
из произвольной не проходящей через точку  гиперплоскости ℙ−భ ⊂ ்ொ.

Доказательство. Всякая-мерная плоскость  ⊂ ொ, проходящая через точку  ∈ ொ, лежит в пе-
ресеченииொ ∩்ೂ. Согласно лем. 11.3 это пересечение является особой квадрикой с единствен-
ной особой точкой , а значит, по теор. 11.2 на стр. 191 представляет собою конус с вершиной
в точке  над гладкой квадрикой ொ′, которая высекается квадрикойொ из любой не проходящей
через  гиперплоскости ு ⊂ ்ொ. Поэтому ( − ଵ)-мерная плоскость ′ =  ∩ ு =  ∩ ொ′ ле-
жит наொ′. Наоборот, линейное соединение точки с произвольной (−ଵ)-мерной плоскостью
′ ⊂ ொ′ содержит  и лежит в ொ. �

Следствие 11.10

Мощность множества -мерных плоскостей, лежащих на гладкой квадрикеொ и проходящих че-
рез заданную точку  ∈ ொ, одинакова для всех точек  ∈ ொ. В частности, через каждую точку
гладкой -планарной квадрики можно провести лежащую на квадрике -мерную плоскость.

Доказательство. Если , ∈ ொ и  ∉ ்ೌொ, то ு = ்ೌொ ∩ ்್ொ одновременно является не про-
ходящей через  гиперплоскостью в ்ೌொ и не проходящей через  гиперплоскостью в ்್ொ. По
предл. 11.10 множество проходящих через точку  -мерных плоскостей, лежащих наொ, и мно-
жество проходящих через точку  -мерных плоскостей, лежащих на ொ, оба находятся в би-
екции с множеством всех ( − ଵ)-мерными плоскостей, лежащих на гладкой квадрике ொ ∩ ு
в ு. Тем самым, эти два множества равномощны. Если  ∈ ்ೌொ, рассмотрим любую точку
 ∈ ொ ∖ (்ೌொ ∪ ்್ொ). По уже доказанному, множество -мерных плоскостей, лежащих на ொ и
проходящих через точку , равномощно и такому же множеству плоскостей, проходящих через
, и такому же множеству плоскостей, проходящих через . �

Следствие 11.11

Гладкая -мерная квадрика ொ ⊂ ℙ+భ над алгебраически замкнутым полем [∕ଶ]-планарна.

Доказательство. Это так при  = ,ଵ,ଶ. Поскольку все гладкие -мерные квадрики над алгеб-
раически замкнутым полем проективно конгруэнтны, общий случай получается из предл. 11.10
по индукции. �



Ответы и указания к некоторым упражнениям

Упр. 11.2. Если под произведением векторов ௨,௪ ∈  понимать число ௨௪ ≝ ̃(௨,௪), то матрицу
Грама базиса  = (బ, భ, … , ) можно записать как =  ⋅ (произведение столбца векторов
 и строки векторов ). Поэтому ′ = (′) ⋅  = ()() = () = .

Упр. 11.3. Поскольку ̃(, ) ≠ , подпространства𝕜 ⋅ и ⊥ трансверсальны. Так как подпростран-
ство ⊥ является аннулятором ненулевого линейного функционала ௩ ↦ ̃(௪, ) на простран-
стве , его коразмерность равна единице.

Упр. 11.5. Коника ௫మబ +௫మభ =  наℙమ с координатами (௫బ ∶ ௫భ ∶ ௫మ) состоит из единственной точки
( ∶  ∶ ଵ), порождающей ядро оператора корреляции.

Упр. 11.6. У матрицы  ранга ଵ есть ненулевая строка, и все остальные строки ей пропорциональ-
ны. Поэтому ೕ = ఒఓೕ для некоторых ненулевых наборов чисел ఒబ,ఒభ, … ,ఒ и ఓబ,ఓభ, … ,ఓ.
Так как ఒఓೕ = ఒೕఓ для всех  ≠ , имеется равенство отношений

(ఒబ∶ ఒభ∶ … ∶ ఒ) = (ఓబ∶ ఓభ∶ … ∶ ఓ) .

Упр. 11.7. Если ℙ() = ℙ(Ann క) ∪ ℙ(Annఎ) для каких-то ненулевых ковекторов క,ఎ ∈ ∗, то
квадратичная форма (௩) = క(௩)ఎ(௩) тождественно зануляется на векторном пространстве .
Индукцией по dim выведите отсюда, что все коэффициенты многочлена  нулевые.

Упр. 11.10. Пересечение квадрики ொ с прямой (ௗ) задаётся в однородных координатах (௫బ ∶ ௫భ)
относительно базиса ,ௗ квадратичной формой(௫) = det(௫, )⋅det(௫,ௗ), поляризация которой

̃(௫,௬) = భ
మ ( �det(௫, ) ⋅ det(௬,ௗ) + det(௬, ) ⋅ det(௫,ௗ)) � .

Условие сопряжённости ̃(,) =  означает, что det(, ) ⋅ det(,ௗ) = − det(, ) ⋅ det(,ௗ), т. е.
[,, ,ௗ] = −ଵ.

Упр. 11.12. С помощью предл. 11.1 на стр. 192 докажите, что непустая гладкая квадрика над бес-
конечным полем не может содержаться в объединении конечного числа гиперплоскостей.

Упр. 11.16. Для другой прямой ℓ′ проекция  ⥲ ℓ′ из точки ఱ является композицией проекции
 ⥲ ℓ из точки ఱ с перспективой ఱ ∶ ℓ ⥲ ℓ′, которая сохраняет двойные отношения. Ана-
логично, проекция  ⥲ ℓ из другой точки ′

ఱ ∈  это композиция проекции  ⥲ ℓ из ఱ с
отображением ఊ ∶ ℓ → ℓ, возникающем как композиция проекции прямой ℓ на конику  из
точки ఱ с последующей проекцией коники  на прямую ℓ из точки ′

ఱ. Так как отображение ఊ
биективно и рационально, оно является гомографией и сохраняет двойные отношения. По той
же причине линейные проективные автоморфизмы плоскости сохраняют двойные отношения
в пучках прямых и на самих прямых, лежащих в этой плоскости, а значит, и двойные отношения
на кониках.

Упр. 11.18. Ответ: гладкая коника, проходящая через пять точек ,,,, .

Упр. 11.24. Базисом пространства ்ೡ⊗ являются операторы ௩ ⊗ క, ௨ ⊗ క и ௩ ⊗ ఎ, где ௨ ∈  и
ఎ ∈ ∗ суть любые вектор и ковектор, не пропорциональные௩ иక соответственно. Применение
любого из этих операторов к вектору ௪ ∈ Ann క даёт либо , либо вектор, пропорциональный
௩. Поскольку операторы ி ∶  →  со свойством ி(Ann క) ⊂ 𝕜 ⋅ ௩ тоже составляют трёхмерное
векторное пространство, последнее совпадает с ்ೡ⊗.
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